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Ilccoci finalmenle alla meta. Quanclo /ormammo il primo 
disegm di quesio libro^ potemmo forse parere troppo audaci; 
ma^ come suol awenire agli audaci e perseverantiy ci arrise la 
vittoria. Tutti o quasi tiitti i mstri amici temteto Vinvito, E mn 
solo gli Italiani che poterono avcre il nostro Chelini a maestro 
o a collega ; ma anche gli stranieriy che con lui s'erano perso- 
nalmente incontratiy come Borchardt e Schlaefii a Roma nel 1846 
— quancC era qui Jacobi con Steiner e Dirichlet — e Hirst a 
Bologna nel 1864 e^ piic tardi, di nuovo a Roma; che soltanto 
lo comscevam per gli scritti e per la fama, 

La nostra virtic e stata tutta neltosarey pregare e ripre- 
gare senza stancarci mai; l* opera^ piu che nostra, e dei gen-- 
tili nostri coltaboratoriy ai quali ci e ora dotcissimo rivolgere 
una parola dl viva e schietta gratitudine. Grazie a tutti, e par^ 
ticolarmente ai matematici d'ottraipey ai quali non correva ob- 
bligo di darci mam, e che in tal niodo mostrarono ancora una 
volta come la scienza congiunga gli animi togliendo le differenze 
nazionali. Grazie anche alfanimoso EditorCy che non risparmib 
cure perchi il volume riescisse decoroso. 

La gioja della vittoria ci e perb turbata da un triste ri- 
cordo. Uno dei nostri amici mn h piic. Borchardty quantunque 
ammaiatOy aveva prontamente risposto alla nostra chiamata; poi 
tnorly appena ci ebbe inviato il suo contributOy che forse fu ful- 
tima sua/atica. 

Onore a lui e un saluto a tutti ^li altrif 



Roma 



L. Cremona. 
E. Beltrami. 
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DELLA VITA E DELLE OPERE 



DI 



DOMENIGO CHELINI 



Chi guarda alle condizioni odierne degli studi matematici in 
Italia, cosi onorevolmente rappresentati, oltre che da maestri gik 
provetti, da una falange di egregi giovani, usciti neir ultimo venten- 
nio dalle nostre Universita e rientrativi ben presto come professori, 
falange eletta cui il paese e la scienza affidano le loro migliori spe- 
ranze, pu6 difficilmente riportarsi col pensiero alle condizioni in cui 
gli stessi studi trovavansi prima di questo fortunato periodo. 

Non gia che vi fosse assoluto difetto di cultori seri ed appas- 
sionati della scienza. Ve ne furono sempre, ed in ogni provincia, nh 
mancarono fra loro gli eminenti, di cui sarebbe superfluo ricordare 
ora i nomi. Ma la loro opera, dolorosamente difficultata dalla penu- 
ria dei mezzi di studio e dallo stento delle comunicazioni, se pur 
poteva riuscire talvolta proficua alla scienza in s^ stessa considerata, 
andava in gran parte perduta quanto all' insegnamento scientifico, il 
quale era, per gli ordinamenti allora vigenti e per tristi consuetudini 
invalse, o condannato alla nullitk, o talmente commisto allMnsegna- 
mento tecnico (superficiale anche questo), che il piu assiduo e labo- 
rioso allievo non poteva trarne alcun valido avviamento alla lettura 
dclle opere classiche e mcno ancora alla riccrca originale, di cui pur 
troppo il maggior numero degli insegnanti d' allora non sentiva me- 
nomamente il bisogno. 

Pcrch^ non si creda ch' io esageri, citer6 a questo proposito 
le tcstuali parolc d' uno dei piu chiari matematici italiani del prin- 
cipio di qucsto sccolo, di Pietro Paoli, che fu pubblico c lodatissimo 
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professore nelle Universita di Pavia e di Pisa. La prefazione ai suoi 
celebri Elementi cTalgebra, dedicati al Granduca Ferdinando III, in- 
comincia cosi: 

€ Fra tutti quelli che in Italia si' danno allo studio delle ma- 
tematiche, se qualche genio sublime si eccettua, il quale colla forza 
del suo spirito abbia trionfato di tutti gli ostacoli e siasi posto a 
livello dei geometri oltramontani, pochi altri si contano che giun- 
gano alla mediocritci. N& ci6 si deve ripetere dalla mancanza degli 
ingegni, che abbondano in Italia come per tutto altrove, ma dal 
male inteso metodo d'insegnare le matematiche: poichi quivi non 
si pongono nelle mani dei giovani che elementi molto leggieri, i 
quali compariscono facili perchi sono inesatti e non trattano, in 
ciascun ramo della scienza, che di qualche caso particolare. II primo 
inconveniente che ne nasce h quello che i giovani si avvezzano a 
contentarsi di una tal quale evidenza, giacch^ una dimostrazione 
rigorosa non pu6 ottenersi che quando la cosa si considera in 
tutta la sua generalita. Inoltre h certo che niuno pu6 rendersi abile, 
se non leggendo le opere dei grandi geometri, i quali suppongono 
nel lettore la scienza portata a quel grado in cui si trova allorch^ 
scrivono. Ora chi non ha trovato negli elementi che quelle cogni- 
zioni soltanto che si avevano un secolo addietro, al primo leggere 
dei libri degli EULER, dei D'Alembert, dei De LA Grange si 
abbatte in difiicolta insuperabili. Di qui il piu delle volte succede 
che o abbandona affatto Tintrapresa carriera, o si contenta di ri- 
manere nella ristretta sfera delle cognizioni piii elementari, passando 
la vita d'eIemento in elemento; ed in ci6 fare talvolta h confor- 
tato dair imperizia de' maestri i quali, non essendo in istato di 
togliergli quelle difficoltk che essi pure incontrano, gli consigliano 
« di astenersi da certe ricerche, che con simulato ma prudente di- 
€ sprezzo caratterizzano come intralciate ed inutili. » 

Non pare che queste parole, abbastanza acerbe e pungenti, fos- 
scro giudicate ingiuste od inopportune, poichi piu tardi lo stesso 
Granduca conferiva al Paoli la sovraintendenza degli studi in To- 
scana. 

Questa deplorevole condizione di cose, durata in alcune Uni- 
versita fino al 1859, ^ra pcr verita gia andata lentamente migliorando 
in altre: ma piu per virtu di pochi chc per resipiscenza di molti. 
Adesso iion ne resta piii, per nostra grande ventura, che il ricordo 
o la tradizione; e quei valorosi giovani di cui parlavo al principio 
saranno forse meno d'ogni altro propensi a dar fcde a tale tradi- 
zione ed a rendere giustizia ogli sforzi, veramente ammirandi, di quei 
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pochi eletti che, in tempi cosi infelici, seppero tenere alto il vessillo 
della scienza italiana e riscuotere 1' approvazione non meno dei na- 
ziooali che degli stranieri. Eppure h un sacro dovere, per chi ha tro- 
vata meno aspra la via del sapere, il serbare aifettuosa e reverente 
memoria di quelli che hanno percorsa questa stessa via, quand* essa 
era irta di triboli e di spine, e quando non v' era mano amica che 
guidasse il cammino e confortasse il viandante. 

Ed uno di questi pochi fu il Chelint, al quale fece perfin di- 
fettoquella qualunque istruzione matematica che altri avrebbe po- 
tuto conseguire al tempo suo, per essersi egli dedicato fin da gio- 
vinetto alla vita monastica; sicchi si pu6 ben dire che dovesse fare 
tutto, o quasi tutto, da s^. 

La vita, semplice e modesta quanto operosa, del buon Chelini 
h stata ritratta in termini cosi precisi e cosi appropriati dal prof. Cre- 
MONA, nella Commemorazione che egli ne fece il 5 gennaio 1879 alla 
R. Accademia dei Lincei, che io non posso far meglio di qui tra- 
scriverla quasi per intero. 

€ DOMENICO Chelini nacque ai 18 ottobre 1802 in Gragnano 
su quel di Lucca da agiata famiglia campagnuola. II padre suo, 
Francesco Maria, desiderando che intraprendesse la carriera ec- 
clesiastica, allogatolo in Lucca presso una famiglia privata, lo faceva 
istruire nei primi rudimenti della lingua latina, nei quali ebbe poi 
a maestro certo P. PUCCINELLI dei Canonici Lateranensi. Mortogli 
il padre, mentr'egli era ancor giovanissimo, i fratelli del ChelinI 
desideravano che tornasse in famiglia, sia a risparmio di spese, sia 
perchfe li aiutasse ne' lavori campestri. Ma il P. PUCCINELLI, do- 
lente che il giovanetto avesse a interrompere gli studi ne' quali 
aveva fatto e prometteva fare grandi progressi, tanto fece e s*ado- 
per6 che questi pot^ proseguire nell' intrapresa carriera. Mentre 
era ancora in Lucca, pare ch' egli venisse iniziato a studi di mi- 
neralogia dallo scolopio P. PlETRlNi, professore deirUniversita di 
Roma. Cooperando il P. PucciNELLl, il Chelini, fu ben presto 
ammesso a indossar Tabito religioso in Roma, dove si rese scolopiq 
il 18 novembre 181 8 e fece gli studi del Collegio Nazareno dal 1819 
al 1826. Ivi gli furono professori in filosofia il P. Barretti, in nia- 
tematica il P. Gandolfj, ambidue deirArchiginnasio romano, ed in 
eloquenza il P. BlA^XHl, latinista di molta riputazione. Si distinse e 
negli studi scientifici e ne' letterari, cosi che, appena ebbe cessato 
d'essere scolaro, fu messo ad insegnare umanita nel Collegio me- 
desimo. Nelfanno successivo and6 professore di rettorica a Narni 
dove fu consacrato prete (aprile 1827). Cola, trovandosi in luogo 



t tranquillo e scguendo la naturale inclinazione del suo ingegno, stl 
' diedc con ardLTC a continuare da se, coll'aiuto de' soli librj, i suoi 1 
« studi matematici: impresa che poi fu sempre la principale e predi- I 
I letta occupazionc sua, e alla quaie non venne mai nieno sinch& 1 
( ebbe vita. Passd un anno a Narni, poi un altro (1S28-29) a Cittk 
t della Pievc come professore di filosofia ; e di qui fu ttasferito collo 
« stesso ufTicio ad Alatri. Nel 1831 si ammalo gravementc e and6 a 

< curarsi in Napoli. Nello stesso anno fu ricliiamato al Collegio Na- 

4 zareno, cd ivl ebbc la cattedra di matematica, clie tenne per ben 1 
t venti anni, sebbcne per alcuni anni dopo il 1S36 professasse anche [ 
t filosolia, in mancanza del titolare. Nrgli ultimi mesi dcl 1843 e nei 1 
f primi del 1S44 conobbe Jacobi, venuto in Roma per ragioni di : 
1 lute insicme con Lejeune-Dirichlet, Steiner, Schlaefli e BOK- 1 

• CKARDT, e merit6 la benevolenza e la stima di quel sommo ma- J 
« tcmatico e dc' suoi illustri compagni- 

1 Nell'ottobre 1851 andd professore di meccanica e idraulica j 

• airUniversita di Bologna; il 24 maggio 1860 fu tolto Jairuflicio | 
I pcrche s'era astenuto dall'intervenire alla funzione religiosa della I 
( festa dello Statuto; ed it 5 novembre dello stesso anno fu resti- 

• tuito alla cattcdra di mcccanica razionale con un provvedimento 

t cccezionalc sotto forma di decreio ministcriale che lo nominava 1 
1 professore straordinario, scnza limite di tempo, senz' obbligo di giu- 1 

• ramento e collo stesso stipendio di cui godeva prima come ordi- ] 
c nario. Per6 nell'ottobre 1863 si cominci6 a non voler piii rispet- 1 

< tare la posizione eccczionalc del ChelinI; gli fu mandato un decreto | 
t che lo nomlnava professorc straordinario per 1'anno scolastico im- 

« minentc, come h di pratica per gli straordinari. La qual cosa gli 
« rcc6 non poca amarezza, perch^ il CheliNI amava sinceramente 

< la patria itaiiana ed era assohitamente alicno dall' associarsi a qual- 

■ siasi atto oatile al governo nazionale: dei quali suoi sentimenti gU 
( amici intimi possono fare ampia testimonianza. E un anno dopo 
t il Ministero chicse ciregli prestasse il giuramento politico; e dietro 
( la sua dichiarazionc di non lo potcr dare per la sua condizione di 

« ecclcsiastico, venne destituito con decreto dcl 18 diccmbre 1864. ] 
« In quell'occasione i professori e gli studenti deirUoiversitil di Bo- 
( logna in diversi niodi dimostrarono quanta stlma cd afictto nutris- 
t sero pel Chelini e con quanto dolore si vedessero privati d'ogni 1 
t speranza di conservario a quclPAteneo. II CllELiNi sopport6 la 1 
c sua disgrazia con ammlrabile sereniti d'animo; si port6 a Lucca | 
c dove aveva molti nipoti e dove ricevettc con sua grande consola- 

< zione un album coi ritratti fotografici de' professori bolognesi e di | 

■ amici scicntifici d'aUre Uatversiti. 
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c Nel marzo 1865 andd a Roma dove gli si era fatto sperare 
una cattedra airUniversita; ma non fu prima del settembre 1867 
ch*egli ottenne 1' insegnamento della meccanica razionale, al quale 
diede principio nel successivo dicembre. E quattro anni dopo venne 
di nuovo dimesso, allorch^, divenuta Roma capitale d'ltalia, gli fu 
ripresentato il dilemma o giurare o andarsene. D*aIIora in poi insegn6 
nella cosi detta Universitk Vaticana, sinchi questa non venne chiusa; 
e quindi privatamente. 

€ Sperd di ottenere una piccola pensione, che avrebbe desti- 
nata a soccorrere dei parenti bisognosi; ma gli fu negata. Nella 
primavera 1878 T Ordine Civile di Savoia gli decreto un piccolo 
assegno annuo ch'egli accett6 con viva gratitudine; ma non gli fu 
dato che di riscuoterne il primo trimestre, avendolo colto la morte 
nel di 16 novembre dopo pochi giorni di malattia, nel CoIIegio Na- 
zareno dove abitava sino dal 1865. 

< Era stato ascritto alTAccademia dei Lincei sino dal 1847, al- 
TAccademia di Bologna sino dal 1854, ed alla Societa Italiana 
dei XL sino dal 1863. Apparteneva inoltre a non poche altre Ac- 
cademie e Societk minori. 

< Tutta la sua vita fu spesa in pro' della scienza e dell* istru- 
zione. Le sue pubblicazioni sono in numero di 53 e abbracciano 
un periodo di ben 44 anni. Suo primo lavoro e una Memoria Sulla 
teoria delle quantita propors^ionali letta all' Accademia dei Lincei il 
28 luglio 1834, e Tultimo una Memoria Sopra alcune questioni di- 
namiche, presentata airAccademia di Bologna il 26 aprile 1877. 
Sino agli estremi giorni ebbe intatta la forza del pensiero come 
quella del corpo. Due settimane circa avanti che morisse egli era 
a casa mia e mi parlava d'una quistione che lo teneva occupato e 
dalla soluzione della quale sperava trarre una Memoria da servire 
come penso accademico per Tlstituto di Bologna. > 

Udendo parlare d' un monaco che di proprio impulso si da agli 
studi matematici, e vi persevera per tutta la vita, distaccandosi da 
quelli pei quali era stato avviato, alcuno pu6 facilmente esser tratto 
a pensare che il suo culto per quelli studi sia stato tutto personale, 
sottratto gelosamente aIl'occhio ed alla partecipazione dei profani, 
circoscritto entro una cerchia angusta di argomenti favoriti, egoistico, 
insomma, per dire la cosa non bella con una non bella parola. Chi pen- 
sasse questo di Chelini penserebbe male e s' ingannerebbe a partito. 
In primo luogo h bene si sappia che se la matematica h stato il prin- 
cipale argomento dei suoi studi, anzi il solo nel quale egli abbia dato 
pubblici saggi del suo ingegno, non perci6 Iasci6 mai d'amare le let- 
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tere e le altre scienie in cui s'era erudito da giovane, e in partico- { 
lare conserv6 scmpre un vivo interesse per la filosofia, della qualc, 
come si t; vcduto, era stato anche professore. Anzi, negli ultimi suoi 
anni, quando per una parte gli raancava il modo di adopcrarsi comc 
insegnante e per a!tra parte gli veniva forse mcno la lcna per la ri- 
cerca originale negli studi suoi prediletli, egli traeva il niaggior con- 
forto dalla lettura di opcrc filosofiche, lettura nella quale bene spesso | 
inolto s' infervorava. Ed io ricordo come egU si animasse parlandomi, 
due o tre anni prima della sua morte, dei libri di LiTTRl^, che gH 
erano vcnuti allora atle mani e che suscJtavano nella sua mcnte una 
gran tenzone, non riuscendo egli sempre a conciliarc, come avrebbe 
voluto, ci6 che vi trovava di giuito e di vero coi principi dclla pro- ' 
pria filosofia, ben diversa da quella a cui quei libri sono informatj. 
Del resto chiunquc abbia avvicinato il Chelini pu6 attestare quanto 
larga fosse la sua coltura e quanto viva la sua partecipazione ad ogni 
importante argomento di controversia scientifica. 

Ma neppure in matematica Cheltni fu quello che potrebbe J 
cliiamarsi un pcnsatorc solitario. Non solo s' interess6 sempre, e vi- 
vamente, allc questioni scicnttfiche agitale fra i contemporanei, an- 
che sc queste uscivano piu o men fuori da quel campo che gli era J 
piii famigliare e piii gradito, ma tutti 1 suoi nobili sforzi furono co- j 
stantementc subordinati allo scopo, per lui supremo, dell' istruzione | 
scolastica, a tale da non reputare d'aver fatto opcra utilc, in qual 1 
si sia ramo di scicnza, se non fosse rtuscito a prescntarc i risultati { 
dei propri studi in una forma chc gli paresse appropriata all'insegna- i 
mento, Della quale preoccupazione, essenzialissima a tenersi presenle 
da chi vogtia rettamente giudicare l'uomo, due furono 1 moventi, 
degni entrambi di riverenza e di stima. II primo fu quell' intimo e 
squisito scnso di univcrsaic bcnevolcnza chc formava il fondo del suo 
carattcrc e che gli faceva ardentemente desiderare di mettere in co- { 
mune cogli altri ognl suo acqtiisto intellettualc, il che, nelle suc ( 
condizioni dl vita, non gh cra pos^ibile che cot mezzo della scuola. 
II secondo scaturiva dal suo carattere di Scolopio, di membro, cio£, 
d'un ordine religioso che, come tutti sanno e come dicc il nome, 4 < 
dedito principalmcntc airistruzione scolastica; ed il Chelini, cosi | 
scrupoloso osscrvatore d'ogni dovcre. non era tale da dar licve pcso 
a quello che gli era imposto dalfabilo che vestiva, e che era d'al- 
tronde. come fermamente credo, in perfetta armonia collc sue ten- 
denze, coll' indole della sua mcntc e colla sua infinita modestia. 

Ma e tempo di parlare delle opcre matematiche di Chelini, 
le qualt si riferiscono, per la piCi gran parte, atla Gcometria ed alla 
Meccanica. ] 
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Per mettere un po' d'ordine nel discorso che debbo tenerne, 
credo bene di ripartire questi lavori in quattro gruppi, comprendendo 
nel primo quelli che riguardano la geometria analitica propriamente 
detta, nel secondo quelli relativi alla geometria differenziale ed alla 
teoria delle superficie, nel terzo i lavori di cinematica e di mecca- 
nica, e finalmente nel quarto ed ultimo gruppo quelli altri scritti, 
poco numerosi, che trattano di argomenti diversi dai precedenti e 
che non rappresentano studi cosi profondi o cosi prolungati come 
quelli cui sono dovuti i lavori dei primi tre gruppi. 

Per veriti questa ripartizione non ha nulla di assoluto, perche 
in piii d'una Memoria sono trattati vari argomenti ad un tempo, e 
piii ancora perchi uno dei concetti favoriti di CHELINI, quello della 
composizione delle rette e delle aree, ricorre in presso che tutti i 
suoi scritti ed h precisamente colfaiuto di esso ch'egli si ripromet- 
teva di dare ad ogni dottrina da lui trattata quei caratteri di unita 
e di sempliciti che gli stavano tanto a cuore. Ci6 non ostante credo 
che tale ripartizione renda piu agevole il rendiconto delPopera da 
lui data alla scienza, rendiconto nel quale io mi permetter6, per bre- 
vitci, di passare sotto silenzio alcuni lavori di poca mole ed impor- 
tanza, come pure altri che, sebbene non sieno privi d' intercsse, sono 
stati da lui stesso rifusi in Memorie posteriori e non rappresentano 
che fasi un po* diverse di queirelaborazione assidua alla quale egli 
sottopose i principi della scienza, sempre col fine di agevolarne Tin- 
segnamento. 

Del resto il lettore troveri alla fine di questo discorso un elenco 
completo dei lavori di ClIELlNl, compilato con tutta diligen/a dal 
prof Cremona e aggiunto alla gia riportata Commemorazione, t.lenco 
nel quale d'ogni scrittura 6 indicato Tanno ed il luogo della pub- 
blicazione. 

GEOMETRIA ANALITICA. 

II primo lavoro intorno a questa scienza, in ordine di tempo, 
h quello intitolato Teorica dei valori delle proiezioni, Ivi si trovano 
minutamente esposti e dichiarati tutti quei procedimenti elementari 
pcr la composizione non solo delle rette, ma anche delle aree, che 
il Chelini adoper6 poi sempre in tutte le sue ricerche e che dove- 
vano, a suo giudizio, costituire come la base e il meccanismo essen- 
ziale della geometria analitica. Vi si incontrano gi^ quelle segnature 
di cui sempre si valse in seguito per indicare le proiezioni di rette 
e di aree e vi si trova gik enunciato il teorema fondamentale per 
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le proiezioni delle rette (cui Cheijni riconducieva fin d'allora quelle 
delle aree) nella forma da lui sempre preferita e che riesce realmente 
molto utile, cioe: la proiezione che una retta riceve da un'altra h 
eguale alla somma dei prodotti di ciascuna componente di quella 
per la proiezione che riceve da questa. Vi h data eziandio la regola 
per attribuire un segno alle aree generate dal moto d'una retta, e 
vi e fatta T applicazione delle regole generali per la composizione 
delle aree a quelle aree speciali che si presentano in meccanica e 
che corrispondono ai momenti delle forze. 

A questo lavoro tenne subito dietro il Saggio di geometria ana- 
litica trattata con nuovo metodo, Saggio che e distribuito in due tomi 
del Giornale Arcadico e che fu anche pubblicato in volume separato. 
II metodo cui allude il titolo di questo Saggio h. quello delle proie- 
zioni, che il Chelini applica largamente tanto nella geometria del 
piano quanto in quella dello spazio, facendo sempre uso di assi obli- 
qui, introducendo, insieme con questi, gli assi ch'egli chiama siip- 
plementari e che il Cauchy chiam6 poscia coniugati, ed adoperando 
simultaneamente le coordinate componenti e le coordinate proiezioni, 
fra le quali trov6 relazioni semplici ed eleganti. Questo lavoro, pre- 
gevolissimo per il tempo in cui fu scritto (1838), riesce forse di mi- 
nor interesse al di d'oggi, specialmente dopo Tintroduzione delle 
coordinate omogenee e di altri concetti fondamentali che hanno 
rinnovato tutta la geometria analitica; ma vi si trovano alcune parti 
molto felicemente trattate. Vi h data, per esempio, sotto una forma 
molto semplice ed elegante, Tequazione deiriperboloide considerato 
come superficie gobba a tre direttrici rettilinee (rispetto ad assi obli- 
qui diretti parallelamente a queste direttrici), e vengono dedotte 
molto spontaneamente da quest' equazione (come in altro luogo dal- 
Tordinaria equazione riferita agli assi) le proprietk delle generatrici 
e delle direttrici. 

Questo libro piacque molto al PoiNSOT cui Chelini ne aveva 
offerto un esemplare: in una lettera del 16 aprile 1839* Tillustre 
geometra, che non era facile alla lode, gli scriveva infatti quanto 
segue : 

c Je viens de parcourir votre ouvrage et je puis vous dire avec 

< satisfaction queje n*y ai rien trouve qui ne m'ait paru clair, exact 
€ et fait dans un tres bon esprit. Cette m^thode des projections est 

< en effet une des meilleures pour d^montrer et d&ouvrir. Elle a 
c le vrai caractire qui appartient k toute bonne doctrine : je veux 



* Riportata nella prefazione agli Elcmemi di mcccanica ra:^ionafe. 
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dire qu*elle est appropri^e a la nature metne de l'esprit humain. 
Car au fond tout notre art est de ramener ce qui est complexe 
ou varie a ce qui est simple et uniforme: toutes nos sciences ne 
consistent que dans une telle reduction. Or qu'y a-t il de plus na- 
turel en G^om^trie, quand on considi^re tant de lignes et de sur- 
faces diversement inclin^es, que de les ramener a d'autres qui 
tombent en quelque sorte dans le meme sens et que Ton com- 
pose entr'elles par la plus claire de toutes les lois, qui est la sim- 
ple addition? 

€ Cest ce qu*on fait partout en Mecanique, et meme dans 
TAnalyse. Car Tetude des fonctions analytiques n'a elle-meme 
d'autre objet que la reduction des fonctions si diverses k celles qiie 
nous connaissons le mieux, telles que les puissances entieres de la 
variable, et que nous regardons comme simples parce que, apres 
un nombre fini de differentiations successives, elles se ramenent a 
Id plus simple de toutes, qui est la variable uniforme que Ton 
consid^re. Cest T esprit de tout le calcul differentiel, sous quelque 
point de vue que vous Tenvisagiez. 

t II me semble donc, Monsieur, que vous etes dans la bonne 
voie et que vos Elemens de mathematiques ne peuvent manquer 
d'etre utiles. > 

Lo stesso metodo delle proiezioni venne poscia applicato dal 
Chflini alla trigonometria piana e sferica, nello scritto che ha per 
titolo: Sopra uno dei ire principi che formano t anello d^unione fra 
Calgebra e le diverse parti delle matematiche. Piu notevole ^ la po- 
steriore Memoria Sui centri dei sistemi geometrici, dove definisce il 
centro d'un sistema di punti come quel punto le cui distanze dai 
punti dati hanno risultante nulla, e svolge con molta semplicita ed 
eleganza questo concetto, deducendone con grande spontaneita pa- 
recchi teoremi conosciuti, varie applicazioni interessanti ed utili e 
specialmente la teoria dei centri armonici, che era a quel tempo as- 
sai meno famigliare d'adesso. In quesfultima parte egli era tuttavia 
gia stato prevenuto da CllASLES e da Cauchy, come egli stesso av- 
verte in una nota finale. 

A questo lavoro tenne subito dietro raltro, non meno impor- 
tante, SulCuso sistematico dei principt relativi al metodo delle coordi- 
nate rettilinee, Quivi TAutore incomincia col ridurre a termini sem- 
plicissimi lo studio di quelle doppie terne d'assi coordinati obliqui 
ch'egli aveva gia considerati prima di Cauchy e denominati sup- 
plementari, e riferendo a tali doppie terne non solo i sistemi di rette 
ma anche i sistemi di aree, ottiene molte relazioni nuove ed eleganti. 
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Poscia, dopo aver risoluto con procedimenti setn[>lici e simmetrici : 
cuni problenii elementari di geonietria analitica, passa alla trasforma-1 
zione delle coordinate, per fissare, piu complelamcnte che non avesse 
gik fatto nel Saggio, W significato geometrico dei coefficienti di trasfor- 
mazione, e soprattutto per notare le propriela invariantive di certe 
espressioni che vi si inconlrano, proprieta le quati, com'egli esplicita- 
mente osserva, si mantengono vere anche in circostanze piii generali, 
ogni volta, cioe, che i detti coefficienti sono surrogati da quantita o 
da simboH operativi soddtsfacenti allemedesime relazioni; nel che gli ] 
giova nuovamente !a considerazione delle terne supplementari, che J 
corrisponde a quella delle forme quadratiche reciproche. Anche qiilj 
s'incontrano dunque i primi germi. della teoria degli invarianti. Laj^ 
Memoria termina colla Irasformazione delle coordinate ordinarie ii^ 
coordinate ellittiche, ridotta da CuELlNl alla maggior possibile s 
plicita per mezzo di quelli stessi artiHzi che vennero piii tardi tantoj 
popolarizzati dai hbri di Hesse*. 

1 lavori fin qul accennati rappresentano il primo stadio delln 
ricerchc di ChEUNi sulla geometria analitica generale. La ; 
tenzione si portiS in seguito sopra altri argomenti, e non fu chc dopo" 
alcuni anni, durante i quali si divulgarono i nuovi metodi di sintesi 
c di analisi geomelrica, ch'egli ricomparve su questo terreno colla 
bella ed estcsa memoria Sulla Uoria dei sisUmi semplici di ccordtnate 
e siilla discussione deil' eqttasione generale di secondo grado in coor- 
dinaU iriattgolari e tetraedriche. ChelinI cbiania sistemi semplici di 
coordinate quelli nei quali un' equazione di primo grado fra queste 
coordinate rappresenta un punto, una retta od un piano, secondo il 
significato che si attribuisce alle coordinate medesime, e fonda )a 
teoria di tali sistemi sul consueto principio della risultante. Se non 
chc qul egli adotCa ancora altre denominazioni adoperate nella sta- 
lica per esprimere concctti analoghi a quclli cui egU e condotto dalle 
sue considerazioni di natura puramente geomelrica, introducendm 
cosi la nozione delle eoppie di rctle e di arce, dei momcnti di questfl 
c dei puHti risullanti. CllELiNi appHca qucsti suoi principi ai piCi ust'^ 
tati sistemi semplici, considcrando partitamente le ordinarie coordw^ 
nate cartesiane, le coordinate segmcntarie sovr'assi divergenti da udJ 
puDto o sovr'assi paralleti (gia adoperate, le prime, dallo Chasles)J 
le coordinatc triangolari di punti e di rette (o, come altii dicono, Iq 



* KcUe mic RU'trchi di geometria analilica (Bologna, 1879), dedicate »IU 
raoria di CHELmi, ho iiiostrato Ic moheplici applicaiioai ctie si possono Tire d 
principio da lui indicato. 
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lOrdinate triliaeari e tangenziali nel piano), le coordinate tetraedn- 
She di punti e di piani (ossia le coordinate quadriplanari e tangen- 
ziali nello spazio). Per ciascuno di questi sistemi egli va con molta 
eleganza invesligando le formole piii importanti, ponendo ovunque 
in chiaro il significato dei coefRcienti nelle equazioni lineari, pel 
quale si manifesta in gcomctria analitica il fecondo principio di dua- 
liti. La Memoria si cJiiude colla discussione completa dell' equazione 
di secondo grado in coordinate triangolari e tetraedriche, cosl di punti 
come di rette o di piani, e vi si deducono da un solo principio, con 

kperfetta uniformita e ndla loro naturale coacatenazione, le formole 
piu importanti nella teoria elcmentare delle lince e delle superficie 
di sccoodo grado. 
I A questa Memoria succedettero due lavori di minor mole, il 

brimo dei quali tratta DelU sesioni del cono e della prospeltiva nel- 
f insegnamento della Geotnetria analitica. Esso h d'indolc moUo 
elcnientare, ma colma tuttavia una lacuna di quasi tulti gli ordi- 
nari Trattati, e contiene alcune formole nuove, od almen poco note 

|{fra cui quelle che dcterniinano la posizione omologica di due qua- 
^rangoli in piano), dedotte coirusata spcditezza e semplicita, Nel 
\ VI di questo scritto, CiiELiNi ha manifestato dei dubbi sulla 
piecessit^ d'introdurre neIl'enunciato det principio di corrispondenza 
bi reslrizione relativa airalgebricita del!a rclazione. L'equivoco de- 
|iva da ci6, che le due punteggiate ch'cgli considera non sono, in 
Raltii, isolatc cd indipendenti, ma fanno partc di due piani puntcg- 
giati proiettivamcnte, Ncl secondo lavoro, che tratta DeWuso d-l 
prineipio geometrico della risuttante nelta teoria dei tetraedri, rAutore, 
dopo avcr richiamato Ic nozioni gih da lui stabiiite sulla compost- 
zione delle arce, applica con molta sempHcitk il suo metodo alla 
tcoria dci tctracdri e giunge molto speditamente alla risoluzione dcl 

Icelebre problema di LaGRANGE, suIIc ormc di P. Serret e di 
LCBESCUE. 
L'esp05izione pii^ sistematlca e piit completa delle vedute fon- 
patnentali di CllELlNl 4 contenuta nella Memoria SuUa composisione 
^eometrtea det sistemi di rette, di aree e di puntt, cui tenne dictro, a 
biwe tntervallo, l'altra SuUa nuova geometria dei coinplessi. Non mi 
difTondcrd a parlare di qucsti due importanti lavori, avendonc gia 
il ch. prof. RUFFINI inseriia nel Giornale di Battaglini (tomo XII) 
iin'ampia e dotta reccnsione, che vcnne riprodotta per intcro nel 
BuUelin des sciences malhematiqun et astronomiques (tomo VII), Dird 
folo che tn essi Cuelim ha dato il massimo svolgimcnto al suo pro- 
)Sito di richiamare alla pura gcometria tutti quci concetti e tutte 



quelle considerazioni che, sebbene siansi presentsite, storicamente, 
nella meccanica e nella cinematica prima clie nella geomctria, non 
ccssano perdo d' appartenerc al dominio di questa scienza. E su que- 
sto punto si deve dire chc 11 lempo ha dato picna ragione a CllELlNl : 
sotto forme piii o meno diverse, la tendenza a separare nettamente 
i concctti mcraraente geometri dai meccanici ^ andata semprc piii 
accentuandosi, non solo nelia scienza, ma c7.iandio nei libri consacrati 
all'insegnamento, come peresempio, in quelloben noto del sig.ScnELL. J 
{dove trovansi pifi volte citate e ricordate con onorc le cose del 1 
Cheijni), Un terzo lavoro di eguale tendenza e di non minore im- I 
portanza dei preccdenti ^ quello intitolato Intirpretazhne geometrica I 
lii formoU tsseiisiali (ille s<ien::e ifell' estensione, del moto e delU forse, 1 
lo scopo principale del quale e di rivocare i fondamenti della teoria I 
delle rette nello spaxio ai soliti principi di proiezione, di composi- 1 
xione e dccomposizione di segmenti, di arce e di punti, assumendo 1 
uii tetraedro a figura di riferimento. La questionc esscndo piii com- 1 
plessa delle altre analoghe, ha dato occasione a Chelini di svol-l 
gerc in piu larga misura la potenza dei suoi artllizi dimostrativi' el 
di stabilirc un gran numero di relazioni eleganti fra le coordinate 
tetracdricbe di una retta, cio^ fra le sei componenti di essa secondo 
gli spigoli dcl tetraedro, ed altri elcmenti desunti dalla considera- 
lione simultanea di questo e della retta stessa. Cosl egli ricava molto 
semplicemente da un noto tcorema di Chasles, tradotto nclle pro- 
piie formole, il concetto dei complessi lineari, e perviene con molta 
spontaneita alle due nianiere di reciprocila clie si possono attuareJ 
nello spaKio, all' ordinaria, ciofe, che si ottienc per mezzo d'una qua- 1 
drica fondamentalc, ed a quella di MOEBIUS. L'ullinia partc dellal 
Memoria, che non ha stretto legame coUa precedentc, alTinfuori di I 
qucllo che nasce dairuso costante dei punli e dellc rette risultanti, I 
ha per iscopo la dimostrazione di alcuni lcoremi sulle curve pedali J 
e cicloidali, dati da SteiNER, da CatalaN e da altri geometri. I 
I due ultimi lavori geometrici di Chelini sono la Memorial 
Sopra aUutti punti notabili nella teoria elemetilare dei letraedri e delU I 
eonicke e la successiva Nota complementare Inlorno ai poligoni in- 1 
scrilti e drcoscrilti alle coniche. Nclla prima Memoria egli ritorna sul 1 
problema di LagranGE e ne presenta nuovamente la soluzione coi I 
propri raetodi, rendendola piii sempllcc e piit completa. Passa indi | 
alla teoria delle coniche, considerandole conie rnviluppi di una retta I 
mobile, e risolvc elegantemente parecchie questioni trattate dal Dar- J 
DOUX e da altrr. Poi ritorna di nuovo alla teoria dei tetraedri e, de- I 
terminando in coordinate tetraedriche il centro d'una superficie di 1 
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sccond' ordine, ottiene varie espressioni molto notevoli del volume di 
un tetraedro e del raggio della sfera che gli h circoscritta, in funzione 
degli spigoli. La breve Nota che fa seguito a questa Memoria serve 
di complemento a quella parte di essa che si riferisce ai poligoni 
inscritti e circoscritti a due coniche, e contiene la dimostrazione d'un 
nuovo teorema sul luogo dei punti di mutua intersezione delle rette 
costituenti un poligono della specie anzidetta, luogo il quale si spezza 
sempre in piu coniche, ovvero in piu coniche ed in una retta. 

Da questo rapido sguardo sulle pubblicazioni geometriche del 
Chelini si scorge abbastanza chiaramente che Tattenzione di lui, 
piii che alla scoperta di nuovi teoremi, od allo svolgimento di deter- 
minati ordini di ricerche, fu sempre rivolta di preferenza al perfezio- 
namento dei metodi fondamentali. Forse la maggior generalita con 
cui oggi si concepiscono le basi della geometria potra far parere a 
taluno meno importante che al Chelini non sembrasse Telabora- 
zione accuratissima cui egli assoggett6 gli elementi di quella geo- 
metria analitica che si pu6 chiamare classica. Ma e certo che in 
questo campo egli ha recato grandissima chiarezza ed eleganza ed 
ha, fra le altre cose, messo in piena luce un principio che fa esatto' 
riscontro a quella del Calcolo baricentrico e che lo completa in un 
modo felicissimo. Questo principio e stato ripetutamente esposto ed 
applicato dal Chelini ed io voglio qul riprodurlo colle sue stesse 
parole, pigliandolo dalla gia citata Interpretazione geometrica di for- 
mule essenziali alle scienze delP estensione, del moto e delle forze^ che 
h una delle sue piu eleganti e perfette scritture. 

t Allorche in un tetraedro consideriamo i piani delle facce A^ 

< By C^ Z?, come liioghi di quattro aree variabili^ ed i vertici ^, b^ c, 

< //, come luoghi di quattro coefficienti variabili^ il principio della ri- 

< sultante (area e punto) ci manifesta immediatamente due notabili 
€ teoremi, non ancora generalmente avvertiti, espressi entrambi da 
ft una medesima equazione, la quale h 

lV.pP= Alx + Br^f + C^^z + D-zt 

€ dove ;r, y, jgr, / sono le coordinate Ap, Bp, Cp, Dp di un punto 

< arbitrario / e $, yi, ^, t sono le coordinate aP, bP^ cP, dP di un 

< piano P parimente arbitrario*. Questi teoremi, che lo posi in ri- 

< lievo nella Memoria sui sistemi semplici di coordinate, sono i se- 
€ guenti : 



• E dove inohre V k\\ volume del tctraedro. II simbolo p P rappresenta la 
distanza di un punto p da un piano P. * 
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f i.° I prodotti A\, i?r,, C!^, Z?t siano considerati come rap- 

< presentanti numericamente quattro aree giacenti sui piani delle facce 
i A^ By C, D (dal lato positivo o negativo secondo il loro segno ±): 

< queste quattro aree si comporranno in urC area risultante posta sul 

< piano P ed eguale numericamente a ^V, talch^ si avrJi 

3F=ris.(^;, Br^, Cl, Dz), 

< e per6 

gV'=^A'l' + 2y^ABlr^cos(xy); 

< e r equazione 

SVpP^Al.x-\-Br^.}^-\- C^.2-\-Dx.t 

< significheri : 7/ momento deWarea risultante 3 V, preso rispetto ad 

< un punto arbitrario p{xyjst), ^ eguale alla somma dei momenti 

< omologhi delle aree componenti A^, Bn, C^, Dt. 

< 2.^ I prodotti Ax, By, Cz, Dt siano considerati come coef- 

< ficienti dei punti a^ b, r, d vertici del tetraedro : questi quattro punti 

< si comporranno in un punto risultante p, di coefficiente 

ZV^Ax + By-Y Cz-^-Dt, 

< e Tequazione 

3 V.pP=^ Ax.c, + By.'fi+ Cz.l + Dt.T 

< significhera : // momento del punto risultante p, di coefficiente 3 V, 

< preso rispetto ad un piano arbitrario /'(^r, ^t), ^ eguale alla 

< somma dei momenti omologhi dei punti componenti a, 6, c^ d, di coef- 

< ficienti A x, By^ Cz^ Dt.^ 

Non h a dire qual partito il Chelini abbia tratto da queste 
vedute cosi semplici e cosi naturali. Egli le svolge sotto tutti gli 
aspetti, le combina variamente tra loro, ne trae fuori, con mirabile 
prontezza, deduzioni inaspettate, anche in argomenti cQsi elementari 
che si sarebber potuti credere esausti, e non di rado arriva, con po- 
che formole, alla risoluzione di quesiti che altri non aveva potuti 
svolgere se non con calcoli prolissi. 

lo credo che se il Saggio, pubblicato da Chelini come primo 
frutto de' suoi studi, fosse stato da lui c6mposto molti anni dopo, 
quando egli aveva piu pienamente maturato le dottrine di cui fin 
qui s' h. detto, sarebbe riuscito un libro prezioso, specialmente per 
le scuole, ed avrebbe grandemente agevolato la diffusione dei buoni 
metodi geometrico-analitici. Un embrione di t^le lavoro trovasi nella 
prima parte (p. 1-37) i€[V Appendice agH Elementi di vieccanica ra- 
zionale: ma lo scopo troppo determinato e troppo parziale di que- 
si^Appendice, come pure la necessaria brevitk di essa, hanno costretto 
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rAutore ad escluderne per rappuiito quelle parti che sarebbero state 
di piu essenziale importanza per la geometria analitica ; cosicch^ lo 
studioso che vogh*a acquistare piena cognizione de' suoi metodi deve 
necessariamente ricorrere alle Memorie. 



TEORIA DELLE SUPERFICIE. 

Chelini esordi in questa dottrina colla bella Memoria Sulla 

curvatura dtlle linee e delle superficie^ che contiene un riassunto molto 

completo della teoria indicata nel titolo, con metodi intuitivi o sem- 

plicissimi, fondati principalmente su considerazioni di proiezione. Per 

una singolare coincidenza usciva in luce appunto in quei giorni la 

nota Memoria di De Saint-Venant, Sur les lignes courbes non pla- 

nes, nella quale ricorrono considerazioni dello stesso genere. Ci6 ha 

fatto dire allo Chasles, nel Rapport sur les progrh de la Geometrie^ 

laddove allude a posteriori scritti del Chelini (p. 198), che questi 

< applic6 con successo > i metodi deireminente geometra francese. 

Ma in realtk le due Memorie sono del tutto indipendenti, e chi ha 

veduto il Saggio di Chelini, e gli altri lavori di lui precedenti a 

quello di cui ora si tratta, non si meraviglia punto ch' egli abbia po- 

tuto applicare gli stessi metodi alla teoria della curvatura. Le propo- 

sizioni dimostrate nella Memoria in discorso sono quelle di EULERO, 

di MONGE, di MeuSNIER, di LaNCRET, di DUPIN, di BertraND, di 

MOLINS, di LlOUViLLE, di Jacobi, tutte quelle, insomma, che sono 

indipendenti dalle vedute di Gauss, delle quali Chelini si occup6 

in appresso. 6 notevole, fra le altre cose, un' espressione generale 

che egli da, forse per la prima volta, della cosiddetta torsione geode- 

tica d'una linea tracciata sopra una superAcie. 

SMncontra gia in questo primo lavoro una considerazione molto 
semplice, sulla quale Chelini ritorn6 piu volte in seguito, e colla 
quale si dimostra nel modo piu semplice e piu diretto il teorema 
di Meusnier e molte altre proposizioni fondamentali sulla curvatura 
delle superficie. Questa gonsiderazione, che meriterebbe di entrare 
in tutti i Trattati, h la seguente : Chiamando A", J", Z i coseni della 
normale d'una superficie ed s Tarco d'una linea qualunquc tracciata 
sovr'essa, si ha 

dx , y^h' .'/f-__^ 

-1 p l — Y A — — O, 

d s ds ds 

epper6, derivando rispctto ad s, 

y ti ^x d'y a's IdX d x .dY dy ^. d Z dz\ 
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dove 



ds "^x ds'^ '^y ds'^ "^z ds' 



cos 
Ora il primo membro deir equazione derivata equivale a , p es- 

sendo il raggio di curvatura della linea j e Tangolo che questo 
raggio fa colla normale alla superficie; il secondo membro ha uno 
stesso valore per tutte le linee tracciate sulla superficie che hanno 
in comune il punto considerato e la tangente in questo punto. Dun- 
que la quantita 

cos9 _ IdXdr dYdy d Z d z\ 

p \d S ds d S d S d S d s) 

ha uno stesso valore, nel detto punto, per tutte queste linee ed k 
espressa nel modo indicato dalla formola. Questa proposizione, cosi 
enunciata e tradotta in equazione, pu6 servire di base a quasi tutta 
Tordinaria teoria della curvatura, senza bisogno dMpotesi particolari 
sulla posizione e direzione degli assi n^ d'aItro. 

Quasi contemporaneamente Chelini dava, in altro lavoro, le 
Dimostrazioni geometriche delle trasformaziofii degli integrali multipli 
relativi alle superficie ed ai volumi, stabilendo molto speditamente 
le formole di quadratura e cubatura in coordinate curvilinee ortogo- 
nali. L'artifizio di cui egli si vale h semplicissimo e consiste nel porre 
Pequazione differenziale della superficie che si deve quadrare, o che 
limita lo spazio che si deve cubare, sotto la forma 

dove s^, s^y s^ sono le linee d' intersezione delle superficie ortogonali. 
II significato semplicissimo che assumono i coefficienti 11^, II^, II^ per- 
mette di stabilire immediatamente le richieste formole, che TAutore 
applica alle coordinate cartesiane, alle polari * ed alle ellittiche. Alla 
fine della Memoria egli si vale del principio di affinita per dedurre 
alcune formole integrali relative air ellissoide dalle analoghe relative 
alla sfera. 

In un successivo breve lavoro, intitolato Teoremi relativi alle 
linee di curvatura e geodetiche sopra i paraboloidi, Chelini diede 
(senza dimostrazione) le formole integrali per queste linee, e stabili 



* Rispetto a queste va corretto un errore sfuggito al Cheliki neir interpre- 
tazione geometrica di una delle variabili, errore che non influisce per6 sui ri- 
sultati. 
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per esse i teoremi corrispondenti a quelli trovati da Joachimsthal 
e da LiouviLLE per Tellissoide. Neiraltra, pur breve, Nota intito- 
lata Determina^iione geometrica in coordinate ellittiche degli elementi 
ds^^ ds^y ds delle tre linee d^ intersezione s^, s^, s^, secondo cui si 
intersecano in un punto tre superficie ortogonali di secondo grado (X), 
({jl), (v) egli dimostr6 le formole indicate dal titolo tanto per ie su- 
perficie dotate di centro, quanto per quelle che ne son prive, ag- 
giungendo alla fine un metodo per risolvere i sistemi d*equazioni 
della forma 

+ -^, + ...+// = 0. 



\—a ' \—b 

Ma questo metodo, bench^ semplice, k meno elegante di quello che 
insegn6 piu tardi neiia Memoria Sull^ uso sistematico ecc^ di cui ho 
gik fatto cenno. 

Viene poscia 1' interessante ed esteso lavoro che porta per ti- 
tolo Di alcuni teoremi di Gauss relativi alle superficie curife, e che 
ha per iscopo principale di far conoscere i risultati delle celebri Dis- 
quisitiones generales circa superficies curvas, risultati i quaii, dopo 
essere passati per molti anni inosservati, specialmente fuori di Ger- 
mania, avevano in quel torno di tempo attratto vivamente Tatten- 
zione dei geometri francesi Liouville, Bertrand, Bonnet, Pui- 
SEUX, ecc. Chelini premetfe alcune sue vedute intorno ai concetti 
dMnfinitesimo, di curvatura, ecc, vedute che egli ha piu volte ripro- 
dotte nei suoi scritti (ed in particoiare nella gia citata Appendice ai 
suoi Elementi di meccanica razionale), Dk poscia facili dimostrazioni 
geometriche dei teoremi di Gauss, giovandosi piu volte delle consi- 
derazioni usate da Jacobi. Finalmente riproduce la parte analitica 
dclla Memoria di Gauss, introducendovi parecchie semplificazioni ed 
aggiungendo alcune formole importanti ed utili. Fra queste va no- 
tata speciaimente T equazione dell* indicatrice di Dupin, per la prima 
volta composta cogli elementi propri delia teoria delle coordinate 
curvilinee, e che fu utilizzata piu tardi dal prof. Brioschi nella Me- 
moria Intorno ad alcuni punti della teorica delle superficie (Annali di 
Tortolini, 1852). 

Neile Osservazioni sopra una Memoria del sig, Liouville in- 
tomo alla ttoria generale delle superficie Chelini deduce da teoremi 
noti le formole date senza dimostrazione da Liouville per esprimere 
la curvatura geodetica e la curvatura di Gauss, aggiungendo alcune 
altre relazioni utili. 

La successiva Memoria sulle formole fondamcntali riguardanti 
la curvatura delle superficie e delle linee h, un importante cJ esteso 
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lavoro, nel quale rAutore si propone soprattutto di applicare le for- 
mole date neiraltra Memoria SuW uso sistematico ecc. alla teoria 
delle coordinate curvilinee oblique. Alcune parti di questo scritto 
avrebbero potuto rendersi piu semplici colla considerazione delle 
forme quadratiche reciproche. Voglionsi notare, fra i risultati piu im- 
portanti, le equazioni relative ai punti umbilicali, utilizzate piu tardi 
<lal prof. Cremona nelia Nota Intonto cui una proprieth delie super- 
ficie curve (Annali di Matematica, tomo III della serie I), la trasfor- 
niazione generale dell' equazione di Laplace, data qui probabilmente 
per la prima volta, la deduzione delle formole per ia curvatura delle 
superficie d'un sistema triplo fteoremi di Gauss e di LAMt) e la 
dimostrazione d' un importante teorema di Liouville sull*equazione 

dx' + df + dz' = H [d,' + rfp / + ^? /). 

dimostrazione la quale pero richiederebbe (a mio avviso) d'essere 
resa in qualche punto piiu completa. 

Dopo un intervallo di circa quindici anni, consacrati dal nostro 
CnELiNi ad altri studi, egli ritorn6 a quelli dei quali sto ora parlando, 
con due ragguardevoli Memorie, delle quali la prima tratta Della 
curvatura delle superficie con metodo diretto ed intuitivo e la seconda 
e intitolata Teoria delle coordinate curvilinee nello spazio e nelle su- 
perficie. Nella prima di queste Memorie l'Autore, fondandosi sempre 
sui suoi prediletti principi di proiezione, svolge la teoria fondamen- 
tale della curvatura della superficie, il piu delle volte con coordinate 
curvilinee generali, e dimostra quasi tutti i teoremi piu importanti 
della detta teoria, riproducendo in parte, ma con maggiore unita e 
scmplicita, i risultati di anteriori sue ricerche, per esempio, i teoremi 
sui paraboloidi (dei quali da qui le 'dimostrazioni), Tequazione della 
conica indicatrice, ecc. Egli riduce inoltrc a forme semplici e mne- 
moniche alcune formole d*uso frequente, e rettifica un enunciato di 
PiCART. Si puo muovere dubbio suUa legittimitk deir introduzione di 
un certo angolo (angolo fatto da una linea qualunque della super- 
ficie con una delle linee coordinate i/, v)^ considcrato come funzione 
delle due variabili //, v: ma questa considerazione non ha influenza 
suUe formole stabilite dal Chelini. 

Della seconda Memoria, che fu l'ultima di quelle del secondo 
gruppo, si pu6 a buon diritto afi^ermare che compendia in beirordine 
tutto ci6 che si sa di piu fondamentale -suUa teoria delle superficie 
sia isolate, sia coordinate in sistema triplo. Chelini incomincia in 
essa col riprodurre le rclazioni, gia da lui piu volte dimostrate e 
messe in rilievo, fra le coordinate componcnti e le coordinate pro- 
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iezioni relative a due terne supplementari d'assi obliqui, relazioni 
delle quali molto opportunamente egli si giova nella considerazione 
d'un sistema triplo anortogonale, perche, in ogni punto dello spazio, 
le tre normali alle superficie e le tre tangenti alle linee dMnterse- 
zione somministrano appunto due terne della specie anzidetta. In tal 
modo egli perviene molto rapidamente alle espressioni piii generali 
dei parametri difierenziali sia di spazio, sia di superficie, alle formole 
di LAMfe, al teorema di Dupin, ecc. Passa indi alle coordinate cur- 
vilinee sopra una data superficie e stabilisce in proposito le formole 
piu fondamentali, tra cui quelle, allora recenti, che il prof. Brioschi 
ha dato nella Memoria Intorno alla teoria delle coordinate eurvilinee, 
che apre la nuova serie degli Annali di Matematica. Chelini fa al- 
cune nuove applicazioni di queste formole ed ottiene, in particolare, 
sei equazioni che costituiscono la generalizzazione di quelle date da 
BoNNET, insieme con altre sei che sostanzialmente corrispondono alle 
celebri formole di Codazzi : il processo che gli serve a tal uopo ha 
il pregio non solo della semplicita, ma eziandio della spontaneita, 
perch^ conduce direttamente e senza alcun artifizio alla scoperta di 
qucUe importanti relazioni. Finalmente egli considera, sempre dal suo 
punto di vista, il concetto della curvatura inclinata^ poco prima in- 
trodotto dair abate AousT, e mostra ch' esso pu6 essere ridotto a 
termini molto piu semplici, alla detecminazione, cioe, d' un certo seg- 
mento rettilineo, ben definito in grandezza ed in direzione, il quale, 
proiettato sulla normale alla superficie e sulle tangenti alle due linee 
coordinate, somministra senz'altro le componenti normali e tangen- 
ziali delle curvature inclinate. 

Questo lavoro, che corona degnamente la serie degli studi di 
Chelini sulla teoria delle superficie e che in gran parte li riassume, 
puo costituire un*eccellente introduzione per chi voglia dedicarsi di 
proposito a questo interessante argomento. 



MECCANICA. 

Da alcune indicazioni che s*incontrano qua e la nelle prime 
Memorie di Cuelini risulta ch'egli incominci6 molto presto ad oc- 
cuparsi di meccanica, sebbenc il prinio suo lavoro intorno a questa 
scienza non sia apparso die nel 1844, cio^ dieci anni dopo la comu- 
nicazione ai Lincei dello scritto col quale egli si fece per la prima 
volta conoscere ai matematici e del quale far6 cenno in appresso. 
II lavoro in discorso e quello intitolato Equazioni dijferenziali dcl 



moto ei'uH sistctna di punti materiali eJ ha unicamente pcr iscopo lu 
diniDstrazione dt^Ile equazioni di Hamilton, sulle quali, come £ noto,l 
Jacobi aveva non molto tempo prima richianiata rattenzione den 
geomctri. \ 

Alcuni anni dopo CHELtNi diede una dimostrazione del Prin- 
eipio delU vdocilh virtuali. giovandosi dei suoi metodi di proiezione, 
ma dicliiarando, in una nota, clie it concetto fondamentale della 
dimostrazione era dovuto ad AMPfeRE. il quale Taveva comunicato alJ 
P. Caraffa. Infatti questa dimostrazione, che il Chelimt HprodusseB 
piii tardi nci suot Etementi di meccantca, s' accorda perfettamente coaS 
quella che nel i86S venne inserita dal MoiGVO ncl suo volume dij 
Statique analytique ed attribuita allo stesso Amp^.re. 

Non appena fu conosciuta in Roina, ed ivi riprodolta dal P. Sec^ 
CHi, la celebre esperienza di Foucault, Cheliki ne diede una som<l 
maria teoria nella Nola sulla spiegazione deW esperiema del stg. FotJ'| 
caulT iiitorno al pendolo, ed in una successiva Addisione a questaj 
Nota diedc una nuova dimostrazione geometrica del teorema di Co-f 
liloLTS sui moti relativi. Anche su questi argomenti ritorn6 poi, cottj 
maggiore larghezza c prccisione, negli Elementi di meccanica. 

Ma il primo lavoro veramente importante, col quale CllELnfN 
prese un poslo onorevolissimo fra gli scnttori di Meccanica razionale,! 
fu la Memoria intilolata Detenninazione analilica della rotazione dea 
corpi liberi secondo i concetti del sig. Potnsot (1859). L'illustre HerJ 
MiTE, occupandosi recentemente della stessa questione nelle sue im-" 
portantissimc riccrche Sur quelques applications des fonctions ellip- 
tiques, ebbe a dire, a proposito di questa Memoria, che il Citeuni 
ha svolto in essa, * pour la premiire fois, les consequcnces analyti-i 
« qucs de la bclle th^orie de Poinsot, que son auteur ni personnd 

< n'avait tncore donii^es d'une mani(!;re aussi approfondie. > [^Coinptea 
rendus, 24 diccmbre 1877). Mi ^ grato di poter dare un' idea ; 
maria di questo bel lavoro, giovandomi dcll'estcso cd esatto reso- 
conto datone dal sig. Gtlbetit ncirinteressantc ittude hislorique eA 
critique sur le problhne de la rotation d'un corps solide autour d^Uftm 
point fixe (Bruxelles 1878). « Des diffcrents travaux publi^s jusqu'ic 

( a ma connaissance, aucun n'a plus heureusemcnt rapproch^ les^ 

< iheories de Po nsot ct de Jacobi que celui du P. Chelini. Le but 
* que le savant geom^tre italien s'est propos^ est, comme il le dit, 
t de conduire jusqu'au bout la solution du probleme de ta rotation 
« d'un corps fix^ par un point et libre de toute force, en dcveloppant 
« simplemcnt les images geomttriqucs d^couvertes par PoixsoT. II 

« C5t vrai que le travail meme de Poinsot renfermc le dcveloppc-| 
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t tiient analytique de la solution, mais seulement jusqu'aux quadra- 

* tures; de plus, la m^thode de Chelini se distingue de toutes les 
€ autres par la conduite du calcul, par la forme du r^sultat final; 
€ elle est d'ailleurs tr^s-simple. » E qui il sig. Gilbert indica il modo 
tenuto da Chelini per istabilire le formole fondamentali gik cono- 
sciute. Poi continua: c Voici la partie caracteristique de ce travail. 

< Reprenant les int^grales des forces vives et des aires, Chelini en 

< d^duit r^quation de la projection de la polhodie sur un plan prin- 

* cipal de rellipsoide central, projection qui est une ellipse, et part 
c de la pour repr^senter deux des composantes, q et r, au moyen 
i^ d'un angle auxiliaire <p, savoir Vanomalie excentriqiie de la projec- 
€ tion du pole instantane sur le plan principal dont il s'agit. Les 
« ^quations d^ja connues fournissent les expressions de la troisi^me 
c composante / et de la vitesse angulaire co en fonction de cet an- 
•' gle 9, en sorte que la relation entre oi et / devient une ^quation 
« diff(6rentielle entre 9 et /, relation de la quelle il suit, si Ton d(§- 
« termine convenablement Torigine du teitips, que 9 est une fonction 
« elliptique 9= am(;//) du temps. Ainsi se trouve donn^e la signi- 
« fication g^om^trique des formules de Rueb, car cette variable 9 
« n'est autre que Tamplitude des fonctions elliptiques dont Rueb s'est 
c servi pour exprimer /, q, r, et Chelini obtient immddiatement 
« aprfe les valeurs de/, ^, r en fonction explicite du temps, puisque 
'. d^ja il a exprim^ ces composantes en fonction explicite de 9. Le 
« mouvement du pole instantan^ sur la surface de rellipsoide cen- 
€ tral est ainsi bien connu. > Non riporter6 il resto deiranalisi del 
sig. GiLBERT, il quale passa in rassegna diligente tutti i particolari 
della soluzione di Chelini. 

Anche un altro egregio geometra italiano, il prof. SiACCi, ri- 
pigliando in due importanti Memorie lo studio Della rotazione dei 
corpi liberi^ ha rilevato i pregi singolari del lavoro di Chelini e ne 
ha tratto occasione ad ingegnosi ravvicinamenti, che meritarono di 
prender posto nel gia citato lavoro di Hermite. 

A questa Memoria tennero subito dietro (1860) gli Elementi di 
ineccanica razionale con Appendice sui principi fondamentali delle ma- 
tematiche. 

In questo libro, per molti riguardi pregevolissimo, il Chelini 
ha conservato Tantica divisione della Meccanica in Statica, Dinamica, 
Idrostatica ed Idrodinamica. Nella prima parte, egregiamente trattata, 
come tutto il resto, non si rinvengono pregi di novita cosl rilevanti 
come nella seconda, che ha un' estensione piu che tripla, e che, ver- 
sando massimamente, com* h di ragione, sulla dinamica dei sistemi 
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rigidi, abbraccia per rappunto gli argomenti pei quali il Chelini 
ebbe, come il PoiNSOT (alla cui memoria il libro h dedicato), la piu 
manifesta predilezione. La teoria dei momenti d'inerzia h esposta con 
molta larghezza e con grandissima eleganza e novita di calcoli, al 
pari di quella degli assi permanenti e dei centri di percossa, rispetta 
ai quali Chelini generalizz6 in alcuni punti la teoria di Poinsot. 
Anche la dottrina della rotazione intorno a un punto h esposta con 
molta eleganza, se non che si potrebbe forse desiderare, dal punto 
di vista deUMnsegnamento, qualche maggiore dilucidazione circa il 
passaggio dagli assi immobili nello spazio a quelli mobili insieme 
col corpo, come pure e da deplorare che TAutore non abbia creduto 
di dar posto airintegrazione delle equazioni d'EuLERO, salvo nel casa 
dei due coni circolari. Bello <^ il susseguente trattato dei moti rela- 
tivi. La Dinamica.si chiude con un capitolo di Meccanica generale 
dove k esposto il principio delle velocitk virtuah', secondo la gia ri- 
cordata dimostrazione d'AMPERE, dal qual principio, combinato con 
quello di DAlembert, vengono dedotte le equazioni generali della 
dinamica sotto le due forme insegnate da Lagrange e sotto quella 
scoperta da Hamilton: segue poscia un'estesa esposizione del prin- 
cipio delle forze vive e di quello della minima azione, con un cenno 
degli integrali hamiltoniani. Questo capitolo e molto ben fatto, ma 
sarebbe forse stato piu conveniente di fonderlo in un sol gctto col 
resto della Dinamica. L' Idrostatica e T Idrodinamica sono esposte in 
modo piuttosto succinto, e la trattazion loro non differisce gran fatto 
dairordinaria, benche oflfra anch'essa quei pregi che contraddistin- 
guono tuttc le produzioni di Chelini. 

Ho menzionato poc' anzi il principio di D'Alembert, ma debbo 
ora aggiungere che il Chelini non ne ha mai fatto uso nel suo Trat- 
tato, anzi non ha fatto allusione ad esso che una volta sola (p. 187), 
unicamente, forse, per non lasciarne ignorare il nome ai lettori. Egli 
lo surroga con un altro principio, che chiama di reazione^ continua 
od istantanea secondo che si tratti di forze continue o di forze istan- 
tanee. Per le forze continue il principio di reazione c il seguente: 
Nel moto di un sistema le forze continue sono ad ogni istante equiva- 
lenti alle corrispondentt forze d*inerzia (p. 183). Per intendere il qual 
principio c necessario sapere che il Chelini da della forza dMnerzia 
una definizione diversa dalPordinaria, prende, cioe, questa forza in 
senso opposto a quella che generalmente si designa con tal nome. 
Fino ad un certo segno si pu6 pensare che questa non sia altro che 
una questione di parole, ne io voglio qui insistere sopra un punto 
che fu frequentemente il soggetto di amichevoli dispute fra il buon 
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Chelini e me, senza che alcuno dei due abbia potuto persuadere 
Taltro. Parmi tuttavia lecito d^affermare che, quando pure ^i creda 
utile d'attribuire un nome a quella che il Chelini chiam6 forza dM- 
nerzia, si debba questo nome scegliere in modo da non ingenerare 
confusione. Per parte mia sono convinto che la principale ragione 
che ha indotto, forse inconsapevolmente, il Chelini a mutare, circa 
questo punto, Tordinaria fraseologia, si fu il desiderio di introdurre 
nella dottrina del moto continuo un riscontro perfetto di ci6 che e 
la quantita di moto in quella del moto istantaneo, affine di ottenere, 
negli enunciati delle leggi generali della dinamica, quella perfetta 
simmetria che regna in tutti i lavori del Chelini e che vi ritrae al 
vivo non solo la limpidezza del suo pensiero matematico, ma la ten- 
denza del suo animo ad ogni ordine di armonie morali. 

Di poco posteriore al Trattato e la Memoria intitolata Della 
iegge onde un ellissoide eterogeneo propaga la sua attrazione da punto 
a punto^ la quale, non meno deli* altra Sulla rotazione dei corpi^ deve 
quasi considerarsi come un complemento del Trattato stesso, dove 
non si fa parola di problemi d'attrazione (astrazion fatta da quello, 
classico, del moto centrale). Ed infatti scopo precipuo del Chelixi 
h di trattare il problema deir attrazione degli ellissoidi con metodo 
semplice, atto ad entrare neirinsegnamento, oltrech^ di presentare 
i principali risultati delle ricerche anteriori in una successione logica 
e naturale. II lavoro e diviso in tre capitoli. Nel primo, che riguarda 
la parte generale della questione, il Chelini entra in materia con un 
procedimento analogo a quello di PoissoN, ma, giovandosi molto op- 
portunamente di rappresentazioni geometriche, egli giunge piii pron- 
tamente alle conclusioni fondamentali e le chiarisce coiresemp..^ della 
sfera. Nel secondo capitolo, consacrato aU'effettiva calcolazione delle 
componenti d'attrazione, esordisce colla ricerca degli assi dei coni 
involventi gli ellissoidi omotetici secondo i quali 6 stratificato il corpo, 
la quale ricerca, condotta coirusata eleganza, introduce spontanea- 
mente la considerazione degli ellissoidi omofocali: con tali sussidi 
TAutore giunge facilmente alle note espressioni delle componenti. 
L'ultimo capitolo contiene una rassegna, che fu encomiata dallo 
Chasles nel gi^ citato Rapporto, dei principali metodi adoperati an- 
teriormente per risolvere il problema in modo indiretto, metodi fon- 
dati sulle note proposizioni di Ivory, di Rodrigues, di Gauss, di 
Chasles. Chelini si vale dei teoremi di Gauss per calcolare il poten- 
ziale deirellissoide stratificato omoteticamente, ed ottiene un'espres- 
sione di questq potenziale che h un po' meno semplice di quella che 
ora si conosce, ma che era probabilmente nuova ai tempo in cui la 
Memoria fu scritta. 



L.1 successiva Memoria Dei moti gtomctrici e loro leggi H/i/^M 
.ipostamejito d'una figxtra di forma invariabtU k un lavoro aioUoV 
esteso che il Chelini, come egli stesso affcrma, aveva compostol 
gia da gran tempo ed il cui scopo e di svolgere una corapleta dot-l 
trina, cosl geometrica come analitica, del moto geometrico finilo di fl 
un sistcma rigido. In corrispondenza a questo duplice aspetto, il la- ■ 
voro e diviso in due parti, precedute da alcuni preliminari, in cutfl 
sQno ricliiamate le nozioni piu fondanicntali dt cinematica, I! lavoral 
ha carattere anzitutto didattico e si pu6 giustamente considerare come ■ 
un'ottima introcluzione alle note ricerche di Chasles; e tale inten- ■ 
deva appunto che fosse Jo stesso Autore, il quale trasae occasionel 
dalla pubblicazione, allora recente, di quelle riccrche per dare allal 
luce il suo scritto. Del resto I' ampiezsa coUa quale egli ha trattatofl 
la questione, completando in niolti punti le ricerche dei suoi anteces-l 
sori, specialmente di Rodrigues, rcnde il suo lavoro inlcressante an-l 
che al di d'oggi. Esso h slato npetutamente citato dallo Schell,! 
nel Trattato di Meccanica. Due Note, aggiunte in fine della Mcmoria,! 
riguardano Tuna Tasse ed il centro d'equiIibrio, Taltra il central 
istantaneo delle accclcrazioni nel piano. I 

La Memoria Delf iiso delle coordinate obtiquangoU nella deter^k 
viinazione dei momenti d'incrzia e un ciegantissimo lavoro nel qualoS 
Chelini, dopo aver mostrato tin dal principio, con un esempio seni<9 
plice, come possa riuscire utile, in certi casi, di liberarc le formolefl 
rclative ai momenti d'inerzra dairordinario supposto dell' ortogona-l 
lita degli assi, si propone di ripigliare quest'argomento, gia trattatofl 
dal BiNET in modo involuto c prolisso. Ed infalti egli ne riduce lav 
trattazione a semplicita e chiarezza grandissima coITuso delle suefl 
coordinate componenti e proiezioni e di un nuovo ellissoide analogol 
a quello di Poin50T, rijolvendo elegantemente parecchi problemi sullal 
distribuzione degli assi permanenli. Uilimamente il prof. RypFlMI lutl 
pubblicato, sotto il mcdesimo litolo, un' interessante Memoria dedicatafl 
allo svolgimento ulteriore di questa dolirina. ■ 

In un successivQ lavoro Sugli assi cenlrali delle forse e del/eU 
rotasioni neli' equilibrio e nel moto dei corpi Chelini ha dimostrato,! 
con considerazioni e formole semplicissime, i cclebri teoremi di CtiA-^fl 
SLES sul moto infinitesimo d'un solido e qucllo di Cayley suI gruppofl 
ili quattro forze in equillbrio Ha stabilito inoltre le relazioni sem-l 
plici, ma poco note, che hanno luogo fra Tasse centrale dci moti 6M 
quello delle quantita di moto, e si ^ servito, in fine, det risuItaUfl 
ottcnuti per dimostrarc le proprieta generali degli assi di rotaKione^l 
trovate con altri metodi dal prof. Turazza. I 
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Gli ultimi lavori di Meccanica del Ch£LIXI riguardano princi- 
palmente la teoria degli assi permanenti e dei centri di percossa. 
Quello intitolato Sulle proprieth geometriche e dinamiche dei centri di 
percossa nei moti di rotazione contiene T esposizione completa delle 
ricerche fatte sulla percussione dei corpi da Poinsot, da Turazza e 
dall'Autore medesimo. Ho gia accennato come negli Elementi di mec- 
canica il Chelini avesse introdotto alcune questioni generali sulla 
percussione: qui egli tratta Timportante argomento con tutta la ge- 
neralita ed estende a tutti gli assi permanenti le belle ricerche che 
PoiNSOT aveva istituite per quelli che sono paralleli ad uno degli assi 
principali del baricentro, o che giacciono in uno dei piani principali 
del baricentro stesso. I risultati generali cui giunge TAutore sono 
illustrati da applicazioni e da esempi accuratamente discussi. 

Nella Memoria Intomo ai principi fondamentali della dinamica 

con applicazioni al pendolo ed alla percussione dei corpi secondo PoiN- 

SOT, Chelini incomincia col richiamare le nozioni fondamentali della 

Dinamica, con ispeciale riguardo ai sistemi rigidi. Da, per incidenza, 

un cenno elegante del moto di rotazione della terra intorno al pro- 

prio centro di gravita, semplificando la teoria di Poinsot. Poscia ri- 

torna alla teoria della percussione e riduce a maggior semplicita e 

generalita le dottrine svolte nella sua Meccanica e nei lavori prece- 

denti, considerando anche il moto elicoidale che pu6 nascere da un 

impulso comunicato al corpo. A questa Memoria fa immediato seguito 

Taltra Sopraalcune questioni dinamiche, chefu Tultima pubblicazione 

del Chelini. Quivi egli ripiglia in esame tutta la teoria degli assi per- 

manenti, introducendo la denominazione di perno per quel punto che 

egli aveva prima chiamato centro di permanenza. Questa nuova de- 

nominazione fu adottata* dal sig. Schell {Meccanica^ tomo II, pa- 

gina 462), il quale tenne molto conto, nel suo libro, di questa e 

della precedente Memoria di Chelini, come anche di altre (al che 

ho gik fatto allusione). Poi passa alla teoria della percussione, met- 

tendo in luce la polarita che ha luogo, in ogni piano principale, fra 

il centro di percossa e Tasse spontaneo, e termina col proporsi un 

problema generale, di cui abbozza la soluzione, il problema, cio^, di 

determinare il moto istantaneo che prende un sistema rigido quando, 

essendo gik in moto, incontra un ostacolo che ne rende immobile un 

punto. Questo problema, non difficile in s^, h gik stato trattato piii 

voltc, ma forse il Chelini, se ne avesse intrapreso lo svolgimento 



• Bench6 non mi scmbri del tutto appropriata la traduzionc fattane in Kno- 
Unpunkt» 
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coi suoi metodi prediletti, ne avrebbe ricavato una nuova maniera, 
semplice e diretta, di presentare la teoria della quale tanto si h oc- 
cupato. 



SCRITTI DI VARIO ARGOMENTO. 

Delle poche Memorie in cui Chelini tratt6 d'argomenti di- 
versi da quelli dei quali fin qui s' e detto, la prima e quella sulla 
Teoria delle qjtantita proporziotiali^ che fu al tempo stesso il primo 
lavoro da lui stampato, nel 1837, *re anni dopo che ne aveva dato 
lettura airAccademia dei Lincei. L'argomento h. elementare, come 
elementare ne h la trattazione. Non bisogna per6 dimenticare ch'esso 
appartiene ad un ordine di considerazioni di cui Cauchy s'era a 
quel tempo molto estesamente occupato ed a cui attribuiva molta 
importanza, come nota anche Moigno nell' Introduzione alla Statique 
analytique. La sostanza di questo lavoro h riprodotta titW Appendice 
agli Elementi di meccanica, 

La Nota intitolata Formazione e dimostrazione della formula 
che da i valori delle incognite nelte equazioni di primo grado contiene 
una bella e semplicissima dimostrazione della formula in questione, 
con diverse osservazioni sulle equazioni omogenee e sulle equazioni 
indeterminate. 

La successiva Nota sulle proprieth di alcune espressioni algebri- 
che relative alle superficie di second^ ordine e sulla riduzione di alcuni 
integrali multipli 'mcom\i\Q\3i con un'osservazione sullMnvariabilit^ dei 
coefficienti dell'equazione cubica che serve a determinare gli assi di 
una superficie di secondo grado, e di questa proprieti si vale il Che- 
LiNi per istabilire una nuova formola di trasformazione fra integrali, 
nella quale rientrano come casi particolari alcune formole di PoissoN 
e di Cauchy. 

Neirarticolo intitolato Teorema di Steiner sul volume di un corpo 
ttrminato da basi parallele e circoscritto lateralmente da una supcr- 
ficie rigata il Chelini ha semplicemente riprodotto una Nota in- 
serita da Steixer nel tomo XXIII del Giornale di Crelle, semplifi- 
cando in alcuni punti le dimostrazioni delfautore ed aggiungendo 
quelle che Tautore aveva ommesse. 

Finalmente nella Nota sulla risolusione in numeri interi delC e- 
quazione x^ -{■ y* = N il Chelini dimostra un teorema di Bellavi- 
tis su quest'equazione, presentandolo sotto i'aspetto piu generale, e 
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mostrando com' esso ne fornisca tutte le soluzioni e come il numero 
di queste s' accordi con quello assegnato da un altro teorema, dovuto 
a Gauss. Questo breve e succoso articolo fu provocato dalle nume- 
rose e prolisse elucubrazioni del prof. Volpicelli intorno al medesimo 
argomento : ma il Cheiini si astenne, cortesemente, dal fare ad esse 
alcuna ailusione diretta. 



Tale fu la vita scientifica del buon Chelini. 

Alcuno potra dire ch'egli si h occupato troppo dei metodi e 
non abbastanza della ricerca. Prima di accettare questa sentenza 
bisogna ben considerare due cose. La prima h che i migliori anni 
della sua vita caddero in quel periodo di tempo nel quale le pro- 
duzioni straniere erano quasi inaccessibili agli Italiani, che si chia- 
mavan fortunati quando potevano aver notizia delle opere e dei 
giornali francesi: Chelini dichiar6 spesso, ne' suoi scritti, d*andar 
debitore di tali comunicazioni alla bonta d'unprivato, del principe 
BoNCOMPAGNj. La seconda h che nella scienza, come in tutte le al- 
tre umane attivita, h bene che ogni intelletto si esplichi a modo suo, 
quando e sano e robusto, e che ogni indirizzo di studi sia larga- 
mente rappresentato, quando h serio e proficuo. lo sono perfetta- 
mente convinto che il Chelini avesse ingegno e studi atti a colti- 
vare ed a fecondare ogni piu elevato ordine di riccrche matematiche, 
ma non perci6 vorrei movergli rimprovero d'essersi tanto trattenuto 
intorno ai principi. Egli amava la verita, ma, come gia dissi, non si 
contentava di conoscerla da solo, voleva che diventasse accessibile 
a tutti: di qul quel suo culto profondo per Poinsot, del quale si 
sforz6 d* essere come il rappresentante fra noi. Ma egli non rest6 
indifferente, come Poinsot, alle nuove dottrine che andarono sor- 
gendo intorno a lui, e se di alcune limitossi a prendere cognizione 
sommaria, in altre si erudi tanto, anche in eta avanzata, da poterle 
far entrare nel giro delle proprie ricerche e da poter contribuire al 
loro progresso, come avvenne, ad esempio, per le coordinate omo- 
genee, per la teoria dei complessi, per le coordinate curvilinee. Ne- 
gli ultimi mesi della sua vita egli s' interessava vivamente al concetto, 
messo innanzi poco prima da Bkrtrand, di fondare tutta la teoria 
delFattrazione newtoniana sul semplice fatto delle orbite ellittiche, 
c questo sarebbe stato probabilmente il tema di un nuovo suo la- 
voro, se morte non lo avesse, quasi repentinamente, rapito airaffetto 
dci molti amici che aveva in Italia e fuori. 

Un modesto, ma decoroso monumento, ricorda le sue fattezze 
cd il suo nome nel portico deU' UniversitJl di Roma, ov'ebbe ter- 
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tnine la sua attivitk conie pubblico insegnante: airerezione di esso 
concorsero volonterosamente gli studiosi d'ogni parte d'Italia*. 

L'Accademia Tiberina di Roma dedic6 una solenne tornata 
straordinaria alla commemorazione del defunto socio, il cui Elogio 
fu letto dal chiaro P. Leonetti, Rettore del CoUegio Nazareno, 
davanti ad un numeroso ed eletto uditorio **. 

II presente volume, fregiato dell'immagine fotografica del mo- 
numento eretto al Chelini, h un'altra testimonianza d'affetto e di 
stima che i matematici nazionali e stranieri, con mirabile accordo, 
vollero dare alia memoria di quelFuomo onorando. 

Ma, oltre che nel marmo, e nelle opere di lui, ed in quelle 
dei colleghi, la sua memoria durera lungamente nei cuori degli uo- 
mini, perch^ la simpatia ch'egli cre6 intorno a s6 ^ una di quelle 
che sopravvivono e che segnano una pagina gentile nei severi vo- 
lumi della scienza. 

Eugenio Beltrami. 



• Raccoglitori dcllc oblazioni furono i professori M, Fiorini in Bologna, 
P. Tardy in Genova, G. Bardelli in Milano, A. Sannia in Napoli, D. Turazza 
in Padova, E. Beltrami in Pavia, E. Betti in Pisa, L. Cremona in Roma, E. D'Ovi- 
Dio in Torino. 

** Veggasi il volumctto, pubblicato pcr cura del medesimo P. Leonetti, col 
titolo Puhhliche tesiimonian:^e di stima e di affetto alla memoria del P. Domenico Che- 
LiNi (Bologna, 1880). 
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* Pubblioita ancbe in un volume separato. Roma, tip. delle Belle Arti, 1838. 
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al n. 768 delle Astronomischt NachrichL-tt, an. 1851, col." 397-39? uliime del volume. 
*•* Articolo bibliografico nel BmIUHh di Darboux, t. VIII (1875^ p. 35. 
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* Nel medesimo volume pp. 53^-538 c riprodotta una lettera scritta nel 1839 d» Luigi Polnsot 
al prof. Cheliiii. — Art. bibl. pel Bulletin di Darboux, t. VII (1874), p. 125, e nel Jahrbuch di Ohrtinann, 
t. V. (1873)- P-47- 

Art. bibl nel Bulletin di Darhoux, t. II (1871), p. 19. 
*** .^rt. bibl. nel BuIIetin di Darboux. t. II (1871), p. 148 e nel Jahibuch di Ohrtmann, t. II 
< 1869-70). p. 726. 

•••• .^rt. bibl. nelI'Archivio di Grunert. t. XXXVIII (i36a:, p. 7 del Bericht. 
Art. bibl. neirArchivio di Grunert, t. XXXIX fiSC^), p.S dcl Bericht. 
Art. bibl. neirArchivio di Grunert, t. XLI (1864 ^ p. 6 del Bcricht. 
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PP. 353-357. 

51. Intorno ai principi fondamentali della dinamica con applicazioni al pen- 

dolo ed alla percussion de' corpi secondo Poinsot, id. t. VI, an. 1876, pp. 409-459 
(con estratto nel Rendiconto, ecc, per Tanno 1875-76, pp. 54-63).""** 

52. Sopra alcune qucstioni dinamiche. Mcmoria che fa seguito a quella in- 
torno ai principi fondamentali della dinamica, id. t. VIII, an. 1877-78, pp. 273-306. 

IX. Opere pubhlicaie separatatnente, 

53. Elementi di meccanica razionale con appendicc sui principi fondamentali 
delle matematiche. Bologna, Giuseppc Legnani editore, 1860. 8." pp. 456, app. 

PP- 90- 



* Att. Libl. nel Jahrbuch di Ohrtmann, t. I (z868), p. 930. 
** Art. bibl. nel Jahrbuch di Ohrtmann, t. I (1868), p. 151. 

*•• Art. bibl. nel Bulletin di Darboux, t. IV (1873), p. 948, t. VII (1S74), p. 941; nel Jahrbuch 
di Ohrtmann, t. II (i869<7o), pag. 599; e nel Giomale di matematiche di Napoli, t. XII (1874^ P* 99. 

*••• Art. bibl. nel BuIIetin di Darboux, t. IV (1873). p. 950, t. VII (1874), p. 941 ; ncl Jahrbuch 
di Ohrtmann, t. III (1871), pag. 419; e nel Giornale di matematiche di Napoli, t. XII (1874), p. 94. 
••••• Art. Bibl. nel BuIIetin di Darboux, serie 11, t. I (1877), p. 81 della parte 9.* 

• Art. bibl. nel Bulletin di Darboux, serie II, t. I (1877), P- 8^ della parte 9.« 

*•****• Art. bibl. negli Annali di matematica, serie I, t. III (Roma, 1860), p. 945; e neirArchivio ] 
di Grunert t. XXXVII (1861). p. 4 del Bericht. 
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SUR LES FONCTIONS (x) ET H (x) DE JACOBI 



PAR 



M/ CHABLE8 HEBHITE. 



(Estratio di leiiera al prof. £. BeUrami.) 



Je n'ai point connu personnellement rhomme excellent et le 
gdom&tre si distingu^ dont vous voulez honorer la m^moirCy mais 
j'ai recueilli Pfloge de son talent et de ses vertus de la bouche de 
votre ^minent compatriote M'. Brioschi. J'ai pu aussi appr^cier, 
par r^tude du beau Memoire sur la rotation des corps du P. Che- 
UNT, combien il m^rite vos sentiments d'estime, et c'est de tout 
coeur que je r^ponds ct votre appel, en d^tachant d'une recherche 
dont je suis en ce moment occup6 les remarques qui suivent. 

A la page 187 des Fundamenta^ Jacobi a donn^, pour les 
inverses dfcs fenctions ^ (:r), H (r), ces formules qui subsistent dans 
toute r^tendue des valeurs rdelles ou imaginaires de la variable, k 
savoir: 



(2Kx\ I — 2qcos2x-\- q* l — 2 qi cos 2 x -\- q^ 



"t* « • • f 



1_\J!LL = ^ 4 ?* (J 4 ?*) sin y 4 g* (i + g^) sin y 

(2Kx\ siojr I — 2 q* cos 2 X -\- q*' l — 2q*cos2x-\-q* 

EUes constituent donc pour ces transcendantes un mode d'expression 



• ■ 
• ■ 

• - • •• 



• 



■ • 



■ _ _ » » 



— Ti — vr—^ 



• • 

sui genefis*^, qu* dbit d' une certaine manifere conduire a leurs pro- 
pri^t^s*«a\a3j^tiques fondamentales, contenues dans les relations 

•• • • 

• • • - • • w 

• • • -r (-r + 1 A ) 



• - • 



e(Ar + 2/A:') = — e(r)^ 



H(jr + 2/A:') = — H(jr)^ "" 
ou plutot dans celles-ci 



-^U+t-A-) 



-'-?.(• .r + iA-) 



e(jr + iA'0 = **H(;r)^ *^' 



- L3 (a x + /A-) 

H(;r + /ii:') = /e(r)^ ^ 



que j'6crirai, en prenant les inverses, sous la forme suivante: 



'-4(a X + ilC) '-3{a x + f A") 

ie''' I — />*^ 



e(;r + /Ar') n(;r) ' H(;r + /A:') e(ir) 

Pour etablir ces r^sultats, je mettrai d'abord les developpe- 
ments de Jacobi sous cette autre forme 



Oii j'ai pos<5, pour abr^ger, »i = 2 « + i ; puis 



{»m 






2 /l 



Multiplions maintenant par le facteur 



13 (a4r+, AT') 

te^ ; 



nous introduirons dans les termes g^^n^raux les expressions 



'-3(ax + ,A-) Lf,(aar + ,-Ar') 



tg j^(^ — /« ^' AT') sin _(jr — 2 ni K) 
qui se transforment comme je vais rexpliquer. Toutes deux sont 



Sur les fonctions (jr) et H (r) de JacobL 



7z X t: X 



des fonctions rationnelles des quantit^s sin — p, cos — 7>, qu'on peut 

d^composer en une partie enti&re et en 6I6ments simples, d'apr^s 
la m^thode donn<5e dans mon Cours d^Analyse^ p. 321. Et, en ob- 
servant que la premi^re change de signe, tandis que la seconde se 
reproduit lorsqu'on change x en ;r + 2 AT, on voit a priori que les 
^l^ments simples seront respectivement 



et 



sin — yAx — viiK') tg — -(;ir — 2niK') 

2 K^ ' ** 2 AT^ ' 

Un calcul facile donne d'ailleurs pour r^sultats: 

— («jr + iA) ,• -r 



— ie"' — (.x+.-A-) ig 4 



— = q , 

sin -^(r-2»/Ar') tg ^[x-2niK') 

et voici les cons^uences auxquelles ils conduisent. Nous avons 
d'abord 



m* 



.^i^,.. + .A-, V (- I)V ^ 

'"tg^(;r-«r.iir') 



fm + i)« 



^ 



•■^'"■""2(-.)-?"-.-2-'-"' '. 

sin —n,{x — mi K') 



7C 

2"a: 



«a 



Or, dans le second membre, la s^rie ]^ ( — if q * , compos^e de 
termes deux k deux ^gaux et de signes contraires, disparait, et, en 
se rappelant qu'on a pos^ w = 2« + i, on voit qu'il se reduit par 
suite k la quantit^ 

— r2(— i)" 



sin -^lx — miK') 
2 K^ ' 



C, Hermite^ 



Mais dans cette somme, qui s* ^tend k toutes les valeurs positives 
et n^gatives de «, nous pouvons remplacer n par n — i ; elle de- 
vient ainsi 



H H* 



+ /2- ^~'^^ 






sin — (;r + /Ar' — 2«/A:') 



De la d^composition du terme g^n^ral en une partie entifere et en 
el^ments simples, on tire donc la relation: 



ie''' 


tg-^^x-miJC) 






ou bien 






'■^{.i X Jr i K) 
ie''^ I 




%{x) ^[x-^-tK')^ 


Un calcul analogue nous donnera ensuite la seconde relation 




-ie'^ I 




h{x) e {x + / a: V 


en partant 


de la formule 


__ 


n * 2 



sm 



— (;r-2«/ii:') tg_(r-2«/ii:') 

»• + «+- 

attendu que la s^rie 2 ( — i)" q * s'^vanouit, comme composde 

de termes deux a deux ^gaux et de signes contraires. 

Les consid^rations dementaires que je viens d'employer s'ap- 
pliquent encore k Tetude des s^ries plus g^n^rales: 

m^ mi K <ti » «' IT oi 



-*tgJL(;„_«/A7) -~smj^(;r-2«,ii:') 
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qui donnent — r-r et en y supposant w = o. Ainsi, en faisant 

e \x) H (r) 



wi ' nt i rz f,i 



? (^, «») = 2i ;; ' 

on d^montrera de cette mani^re la relation suivante: 

<p {;r ) ^ = — 9 (^ + 2 / iSr ) + H (o)) [ I — ^' ^ J 

dont jMndiquerai en terminant une cons6quence. 

Faisons, en d^signant par 4> (;r) une fonction holomorphe, 

9 {x. w) = ' : 

^^ ' ^ e(r)' 

on trouvera ais^ment qu^on a 

O^at + ^/JlO^^^W^ ^ +H(w)[e(Ar+2iii:')+e(r)^'~|, 
ct cette equation conduit trfes-facilement k Texpression suivante: 

*W . + » (-1)-^"%"^ 
u{w) 2i 



qui repr^sente, en effet, une fonction holomorphe. 

Je montrerai dans une autre occasion qu'ell( a la propri^t^ 
exprim^e par T^quation 

= e (y) H (at — «) * {x,y — z) — <d[x) H {^y — e)^{y,x — z) 
oik X, y, z sont trois quantit^s arbitraires. 

Pam, 9 d^cembre 1878. 



L*IPERBOLOIDE CENTRALE 



NELLA ROTAZIONE DE'CORPI 



DI 



F. 8IACCI. 



Quando un corpo non animato da forze gira intorno ad un punto 
fisso, un iperboloide legato ad esso ed avente per assi gli assi princi- 
pali del corpo rispetto a quel punto, ruzzola senza strisciare sopra un 
cilindro circolare retto colV asse passante pel punto fisso e parallelo a 
quello della coppia d^impulso, Se A, B, C sono i momenti principali 
d^inerzia del corpo rispetto al punto fissg, F i la sua forza viva, G 
la coppia d^impulso, i quadrati degli assi deW iperboloide sono inver- 
samente proporzionali a G^ — 2 AF, G^ — 2BF, G^ — 2 CF. 

Se il momento medio eguaglia G^\2F, il rispettivo asse si man- 
tiene parallelo ad una retta legata al corpo, che si sviluppa sopra una 
^atenaria tracciata sul cilindro fisso. 

Questi ed altri teoremi relativi alla rotazione dei corpi io 
mi propongo dimostrare in questa Nota. Indicher6 anche la via che 
mi ha condotto ad essi, che h la soluzione del seguente problema: 
€ Dati quattro punti tirar per uno di essi tre piani ortogonali tra 
loro, e che passino rispettivamente per ciascuno degli altri tre. > 
Questo problema si riduce facilmente a quest'altro risoluto dal Pon- 
celet: cDati in un piano due triangoli, costrurne'un terzo inscritto 
neiruno e circoscritto airaltro. > Ma io prescinder6 dalle soluzioni 
geometriche, avendo solo in mira, riguardo a tal problema, le for- 
mole risolventi di esso. 



V iperboloide cenirale, ecc. 



S I. 



Siano AB CO \ quattro punti dati, ed il punto, in cui deb- 
bono intersecarsi i tre piani ortogonali passanti per Ay By C. Siano 
Xi yi ^i , Xa yx ^a , ^3 y^ «3 'c coordinate di questi tre punti rispetto 
a tre assi ortogonali arbitrari passanti per 0, ed i quali per fissare le 
idee supporremo cosi disposti: Oy td Oz orizzontali, Ox verticale 
air ingiu. Indichiamo poi con {A) [B) (C) i tre piani richiesti, I coef- 
ficienti delle equazioni di tali piani dovranno soddisfare alle condizioni : 

f a, x^ + b,y, -f r, £:, = o f ^2 ^3 + ^2 ^3 + ^» ^3 = ^ 

(i) < ^2 x^ -f b^y^ -\-c^z^ = o (2) j '^3 ^i + *3 *i + r, ^, = o 

( ^3 X3 + b^y^ + ^3 ^3 = o ^^1^72+^1*2 + ^i c^ = O. 

Immaginiamo da un punto (2> arbitrario suirasse Oy^ tirata una 
retta parallela ad Ox. Essa incontrerk i piani (A) [B) [C) in trepunti 
A B O \ e se noi poniamo 

OQ = v, QA! = r,, QB' = r,, QC = r,, 

le coordinate di A! E C saranno rispettivamente 

rx,v,o\ rajZ^jO; r^^v.o. 

Onde le equazioni dei tre piani si potranno scrivere nel seguente 
modo: 



= 0. 



X y z 




jc y z 




X y z 


Xi yi Zj 


— 0, 


x^ yi Z2 


— 0, 


^'5/3^3 


r, z/ 




r^ V 




r^v 



Quindi per le (i) avrcmo 



(3) 



tf, : ^, : r, = 

^72 : ^2 •• ^2 = — V z^ir^Zxiv x^ 



a^ : ^3 : ^3 = 



— V ZiiriZ^w Xi — r^yi 

— r, J'a 

— ^3;'3 



V Zx irrZrWX 



e da queste per le (2) 

(z/* + r2 r^) ^a ^j + [vx^ 

(4) l(«^+^3^i)^3^i + (^^3 

(t^ + r, ra) jr, a:^ + (v ;r, 



3 • ' 3 *3 

r, yi) {v Xx 



riyi) 
rO'^) 



o 
o 
o 



8 F. Siaccit 

Se ora da queste si eliminano due delle tre quantitct r^ r^ r^ , 
la terza dipende da un' equazione di 2° grado: d*altra parte due 
delle tre r sono date linearmente in funzione della terza. Dunque il 
problema avrk due soluzioni. 

CoIIa precedente analisi noi abbiamo in sostanza surrogato ai 
punti dati A B C \ tre punti A B C\ le cui coordinate dipendono 
dalle quattro quantita v r^ r^ r^. Sara dunque possibile avere i nove 
coefficienti ^x , ^i , ^i , a^ . . . in funzione di queste sole quattro quantitli. 

Portati ai secondi membri i termini delle (4) che contengono 
le z, moltiplicando poscia le equazioni due a due e dividendo per la 
terza si ricava 

(vxi — riyiY = — z,^ — 

V* -]- r^ /'3 

/ M • a f^* + ''» ^3) f^' + ^' ^») 

{vx.-r.y.Y = -z.' ^jr:^^ 

Le quali, posto 

R = \i — {v* + r, r,) {v* + r, r.) (i/» + r. r,), 
si possono scrivere nel seguente modo: 

V "^^ + r^rrJX 1^^ + r^rJ 

l ^ ^h \[ ^^3 \ 

\vx, — r, r, H — — — • — \\v X. — r,y, ; — - — 1 = 0. 

\ 3 3^5-r.^,^^^^j^ 3 3^3 v'-\-r,rJ 

Confrontando ora i fattori dei primi membri coi primi membri 
delle (i), si vede quali siano le espressioni dei coefficienti cercati in 
funzione delle sole v r, r, r^: cioe si vede che 

^7, : ^x : Tj = — z/ : r, : ± — 



(5) l a^ 162:^2 = — v:r2: ± 



^* + ^2 r^ 

R 
^* + r^ r, 

R 



a.:b.:c.^ — z/ : r, : ± — . 
^ ^ ^ ^ v^ + r^r^ 

I valori espliciti dei nove coefficienti non servono al nostro 



L iperboloide centrale, ecc. 



scopo; ad ottenerli d'altronde basta risolvere le equazioni (4). Qui 
supporremo i punti AB Cm linea retta e coincidenti con A B C'\^ 
quindi v r^ r^ r^ quantitk date. Supporremo inoltre che tali quantitct, 
oltre ad esser reali, siano compatibili con R reale. Ci6 importa che 
dei tre binomi * 

uno sia negativo (^ impossibile che lo sian tutti, se le r sono reah). 
Noi adotteremo la gradazione 

• 

Dovendo essere in questa due valori di segno contrario, sara sempre 
r, > o, Tj < o : ma r^ potrJi essere negativo o positivo. Se sark po- 
sitivo avremo 

se sark negativo avremo 

r^ Tj >r,r2> r, r, . 
Dunque in ogni caso si verificherk 
(6) 2;a-j-r^r3>o, T;*+r3rx<o, T;' + r,r,>o. 

Lo stesso risultato si sarebbe trovato se avessimo adottato la gra- 
dazione inversa ri^Cr^^Cr^t poichi dairuna si passa all'altra inver- 
tendo solo gl' indici i e 3. 

La condizione geometrica equivalente ad R reale fe, che dei 
tre angoli B C, CO A, A B giacenti ora suUo stesso piano, uno, 
ed uno solo, sia ottuso o retto — e sari il medio, st B h medio 
fra A e C* 



S 2. 

Se alle condizioni (2) aggiungiamo queste altre 

tf/ + *i" + c,^ = a,' + 6,' + ^a* = ^3" + V + ^3' = 1' 

i nove coefficienti rappresentano i coseni degli angoli fatti cogli assi 
coordinati dalle perpendicolari ai piani {A) {B) {C). Dicendo adun- 



* Se ABCO non sono nello stesso piano, pcrch^ la soluzione del problema 
proposto sia reale, k necessario che coi supplementi dei tre angoli BOQ CO A, 
AOB sia fattibile un triedro; cio^ 

cos^BOC + cos^COA + cos^AOB + icosBOCcosCOAcosAOB^i. 
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que Opy Oq^ Or tre assi paralleli a tali perpendicolariy potremo col 
soccorso delle (5) stabilire il seguente schema: 

. X y s 

V V 



Oi= ^i = ± ' (ra — rj) 



(7) \q ^. ^, = -^ c.= ±ll^[j.^-r.) 



V V 



^3 



h ^3 ^3 ju ^^^^ f \ 



V V 



dove 

^2 ^' + ^^^3 ^^ ^' + n ^- ^a «'^ + rxr, 

^i =7 n : > ^a = : r, : > ^\ 



(r, — r,) (rx — r^) (r, — r^) (r^.— r ,) (r^ — r,) (r, — r,) 

In grazia dei doppi segni di c^c^c^^ la terna Opqr pu6 avere 
due posizioni distinte, ma simmetriche rispetto al piano xOy/\\ quale 
contiene la retta ABQ ^ che, come abbiam detto, noi immaginiamo 
verticale, coirasse Ox (parallelo a quella retta) rivolto al basso. 
Di tali terne noi per6 considereremo una sola, quella che corrisponde 
ai segni superiori ed h sovrapponibile alla terna Oxyss, 



S3. 

Prendiamo ora nella retta ^j5C un quarto punto P^ sotto il 
piano y z^ e distante da questo di A. Le sue coordinate saranno 
da una parte 

x = A, y = v, z = Oi 
e dairaltra 

i/ = ^, // + ^i z/ = (A — r,) ai 
q = a^h -^- b^v = {h — r^a^, 
r = a^h -{- b^v = (lt — r^) ^3 . 

Se ora, mantenendo fissa la terna Opqr e fissi sulla retta i 
quattro punti ABCP, facciamo muover questa retta compatibilmente 
colla condizione, che AB C restino rispettivamente sui tre piani 
coordinati, P descrivera una curva; la quale otterremo eliminandoz^ 
dalle (8). 

Da queste noi otteniamo 

(9) r^ + ;i^, + r^ =-^ 

(10) />' I ^' I ^' =1 



Liperboloide cenirale, ecf. II 

Onde il luogo geometrico d\ P h V intersezione di un ellissoide coi^ 
una superficie di 2^ ordine avente lo stesso centro e gli stessi assi. 
Tiriamo per P un piano tangente alla superficie (9); la sua 
equazione sara 



// Tx // fx k — Tj 

ossia, per le (8), 

Adunque il piano tangente sara sempre normale alla retta ABCPj 
che h parallela ad Ox^ e disterk da della quantitk costante' h^ 
Donde il Teorema : Ad un ellissoide o ad un iperboloide tirando un 
piano tangente, la normale al punto di contatto ^ tagtiata dai tre piani 
principali a distanze fisse dal piano tangente, se questo resta alla stessa 
distanza dal centro. 

I luoghi geometrici dei punti ABCsx hanno dalle stesse (8)^ 
ove si mettano successivamente r,, r^, r^ al posto di h. Tali luoghi 
saranno adunque 

g^ I r^ 



(II) 



r, 


— r^ 




'3 


— »1 




r* 


j 


P* 


• 


ri 


— 

— ri 


1 - . 


'i 


1 % 

* 


^3 


' r. 


— rx 


«-rj. 



I punti A ^ C descrivono perci6 ellissi, mentre B descrive un' iper- 
bola. Queste curve si possono considerare come simili alle linee 
focali di (9). 



S4. 

hh* 
Da un punto Q s\j^Ox, distante da (essendo A' una 

costante arbitraria) tiriamo una parallela ad y. Questa intersecher^ 
O Ay OB^ OC^ e pcr conseguenza i tre piani Opqr, in tre punti A 

hU hh' hh! 

B C distanti da Ox di , , , e taglierJi (9 /^ in un punta 

r, ra rj 

P' distante da Ox ^i h\ Le coordinate di P\ adunque, rispetto ad 

una terna, saranno 

V 
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e rispetto airaltra, per le (7), 

. = ./,.(£i + i).«.(|_i)v 

Se ora noi cerchiamo il luogo di P\ quando la retta ABCP 
muove colle condizioni indicate al S 3} troveremo proposizioni ana- 
loghe a quelle gik trovate pel punto P\ cio6 P' si troveri sullMn- 
tersezione delle due superficie 

i>'* a^ r'* 

(13) — ^ 1 ^- + — = hh:\ 

^ ^' I I ' I I ' I I ' 



h r, // r^ h 1 



3 



/>'» o^ r^ 

/ 1 _ i \' ^ M I y ' / 1 I y ' 

\h~T] \h~T,] \h~T,] 

e per tutti i punti del luogo tirando i piani tangenti alla prima su- 
perficie, questi riescono tutti normali ^ P' Q e distanti dal centro 
di h\ I luoghi di A B O saranno poi le tre coniche: 



(15) 





q^ 




+ 


i 


r'^ 


I 


//* //'* 


I 




I 


rx 


rx 




/'a 




r, 




^3 




I 


V- 


I 


+ 


I 


f* 


1 


h^ h^ 
ri 


r^ 




^•3 




/'a 




rx 




I 


r 


I 


+ 


I 


^" 


1 


//* h'^ 

• 


'•5 




ri 




^3 




r^ 





di cui mentre due sono ellissi, una h iperbola. 



s 5. 

Supponiamo ora mobile intorno ad la terna Opqr^ ed il suo 
movimento sia determinato dalla condizione, che la superficie (9) 
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JBanendo tangente ad un piano fisso, parallelo ad jrOn e da esso 
Stante di //, nizzoli sopra esso senza strisciamento. 

II punto di contalto P descrivera allora suUa superficie stessa 
la curva rapprescntata dalte (9) e (10), nietitre sul piano fisso dcscri- 
veri una curva trascendcnte, il cui raggio vettore, tirato dalla pro- 
ie2ione di 0, sari v. Ncllo stesso tempo la superficie (13) rimarra 
tangente ad un ciltndro fisso di raggio &', avente per asse Ox, e 
nizzoler^ sopra esso scnza strisciamcnto : senza strisciamcnto, dico, 
poich^ OP coincidc con OP, che 6 Tassc istantaneo della prima 
superficJe. 

Mcntre poi le due supcrficie, sotidali fra loro, ruzEolano Tuna 
sul piano l'attra sut ciltndro, te rispetttve normali at punto di con- 
tatto tagliano i comuni piani principali in due triadi di punti, i cui 
luoghi sono le coniclic rapprescntate da (u) e {15): punti che nello 
spazio assotuto descHvono, quctli di una triade, traiettorie piane, 

faJlele ed eguali a quelta dcscritta da P; e quetti detta seconda, 
ettorie cilindriche, paratlele e simiti a quelia descritta da P'. 

Qucsti risuttati si applicano evidentemente alta rolazione dei 
corpi, imperocch^, grazic at famoso tcorema det Poinsot: «Quando 
un corpo non animato da forze gira intorno ad un punto fisso, un 
ellissoide legato ad esso, e avente pcr assi gti assi principali dcl corpo 
rispetto a qucl punto, ruzzola scnza strisciarc sopra un piano fisso, 

parallelo alla coppia d'inipulso. » Dicendo G questa coppia, ~G/i 

la forza viva, A, B, C\ momenti d' incrzia principati dcl corpo rispetto 
al punto fisso, requaziooc dctfellissoide centrale i 
(iG) Ap» -t- Bq^ + Cr' - Gh. 

Se adunque noi poniamo 

f) "-- = ^. '- — §■ '-" = T- 

superficie (g) riduccsi all' ellissoide centrale del Poinsot, mentre 
la supcrficic (13) diviene 

(18} [G — Ah) f>' ^ {C — Eh) q'* -\- {G— Ck)r' = Gh'\ 
chc i scmpre un iperboloide, poich^ tale h scmpre una dcllc super- 
ficie (9) e [13}, se i'altra i: un ellissoidc; e sar^ ipcrboloidc ad uoa 
pdue falde, secondochfe Bh saik mlnorc o maggiore di G, 




Possiamo adunque aggiungere aU'eIlis50ide del Foinsot questa 
iperboloide, che gode proprieta analoghe, e che dissi percid centrate. 
£ poi a notarsi cbe le due superficie si tagliaao secondo una linea 
sferica di raggio =^^' + A"», e quiodi hanno le sezioni circolaii 
parallele. 

Sc f7== Bh 1' iperboloide si muta in un cilindro iperboHco. Iu 
tal caso per6 il luogo dei punti di contatto k, sulla superficie tno^ 
bile, una scmpltce linea retta, perch^ le {13) e (14), perr, = 0, si 
fiducono a due superficie cilindriche e parallele, E tal considera- 
zione basta a definire la natura della curva, luogo dei punti di con- 
latto sul cihndro fisso di ragglo //. Abbassiamo infatti da una 
pcrpendicolarc t? 7" su quella retta, la OT sarJi una costante, es- 
sendo la retta Icgata al corpo, e la parte compresa fra 7"ed il punto 
tli contatto sara eguale ad un arco s del luogo cercato. La distanza 
del punto di contatto dal centro h l'ipotenusa di due triangolt 
aventi per cateti x ed W da una parte, s ed C? T^dairaltra, Avremo 
adunque 
(19) >- + (77'_j:'+i-': 

equazione che definisce una catenana tracciata sul cilindro. 

Da cid il secondo dei teoremi enunciati in principio, ed an-^ 
«he questo relativo alla catenaria: La sviluppante dt una catenaria 
tracciata sopra un cilindro circolare retto, avente per asse una pa- 
rallela alC a$se della curva, ^ utta curva sferica. Imperocch^ 7 
i una quanlila costante, 

Nel caso gencrale, la curva trascendente traccrata sul cilindrti 
fisso, e che per l'analogia coU' crpoloide del Pornsot potrebbe diral 
erpoloide seconda, si trac agevolmente dall' equazione polare delU 
prima erpoloide. Basta surrogare al raggio vettore v ed all'ascis3l 

angolare ^, le quantita —^ ed -rr\ ^^ allora, sviluppato il cilindrC 

in un piano, X ed Ksono le coordinate cartesiane ortogonali detll 
scconda erpoloide. 

L'equazionc dell' erpoloide del Poinsot 6 stata ricavata da Do 
MENICO Chelini nella sua Memoria: Detertniuasione analitica deth 
totasione de' corpt liberi secondo i concelli d(l signor Poinsot. Bolo 
gna, 1S60, (Vol. X delle Mcmorie deII'Acc. delle Sc. dcll'Istitut( 
di Bologna.) 

Del rcsto 1'equazione deirerpoloide, ente puramentc cine 
matico, si pu6 ricavare direttamente, cioc Jndipendentemente dall) 
equazioni dinamiche, dalle sole espressioni [7} coU'aggiunta di uiu 
considerazione ben sempHce. 



V iperboloiJe centrale, ecc. l$ 

L'asse istantaneo essendo diretto secondo OP^ le componenti 
della velocita angolare attorno ad Ox td Oy saranno proporzionali 
ad >i e a z/. D*altra parte le componenti secondo gli stessi assi» 
relative alla terna Oxyz^ sono date, com'^ noto, da 

r dc^ d c^ d c^ da^ ^^» i ^ ^^3 

^^HT-^^^—t-^^^-dT' '^—t-^^^—t^^^—t' 

le quali funzionano da Oy verso Oz^ e da Oz verso Ox. Ma la 
terna Oxyz non 6 fissa, poich^ Oy gira parallelo a v, Percid, di- 
cendo d^ lo spostamento nel tempo dt deirasse Oy^ o del raggio v 
verso Oz^ le velociti angolari assolute, secondo Ox e secondo Oy^ 
saranno 

at dt dt 

Dunque 

^didci 4- du, ICida, . rfu. Y.c,da, , ^c^db^ 

— = , ossia — - = • 

h V h V k 

E questa h Tequazione difTerenziale deirerpoloide. 
Per integrarla osserviamo, che 

, vdv . ,, r^^r^r^dv 

ai aai = ^ , Oi dOx = — 



(rx — r,) (r, — r,) z/3 (r, — r^) (r, — r,) 

Onde ponendo per compendio (r^ — r,) (r, — r,) (r, — ^a) = — ^» 

sark 

V V '^dv Cx 

^ c, da^ = — — 1 (r, — rj) — 

Ma ^a ^j — ^3 ^a = ^i I dunque 

2(^3 — r,)-'- ossia v ^ /fL-fl^^ >. ^ = _L_2a, r, ^, 
^i • Wa ^3; a^a^ a^a^a^ 



ax a^ a^ a^ a^ a^ 

Finalmente 

_. , v^dv ^, ,, rxr^r, dv 

2 Cx dax = , 1 Cx dbx = 

A ax a^ a^ a a^ a^ a^ v 

* ^axa^a^\ v* J 

\l — (v'-\-r,r3)(v' + r3rx)(v'-\'rxr,)y'^ v^ )' 
Uequazione deir erpoloide dipende cosl da integrali ellittici 



i6 F. Siacci^ 

di prima e di terza specie, i quali si riducono alle forme tipiche, 
introducendo un angolo, di cui il Chelini ha indicato pel primo la 
significazione geometrica. 



S 6. 

II Chelini, nella Memoria citata, dimostrato il teorema del 
Poinsot, ricava anche i nove coseni degli angoli formati dai tre assi 
deir ellissoide centrale con tre assi disposti appunto come Oxyz. 
Tali coseni, che equivalgono a quelli dello schema (7}, sono 

, . A , , G — Ahp , . B—Cqt 

cos (;r/) = -^ /, cos(^/) = Q—-^ cos(^/) = — —^^ 

, . B f . G — Bhq , . C—Arp 
cos{xq)=-^ q, cos(jq) = ^ — ^, cos{2q)=--^ ^, 

, . C . . G—Chr , . A — Bpq 

oos(xr) = -TTr, cos{yr)= 7^ , cos(£rr)= — 7^ — ^. 

^ ' G v^/ G V ^ ' G V 

£1 ben facile dedurre da queste espressioni l£^ dimostrazione del 
teorema relativo airiperboloide centrale. Considerando infatti che 

cos* [yp) + cos* {yq) + cos- {yr)=l^ 

e che, per essere v la proiezione del semidiametro di contatto so- 

pra Oy^ ^ 

p cos {yp) + q cos {yq) + r cos {yr) = v^ 

si possono scrivere immediatamente le equazioni 

[G — Ahy /^ + {G—Bhy ^» + ((?_ chy /> = g^ k^ 

{G — Ah) p" + {G — Bh) q'^ + {G — Ch) r'^ = G A'» 

avendo posto = ^ = - = - . 

p q r V 

E queste equazioni sono la traduzione algebrica del teorema 
enunciato al principio di questa Nota. 

Torino, ao aprile 1879. 



ON A DIFFERENTIAL EQUATION 



BY 



PROF. A. CATLEY. 



In the Memoir on hypergeometric Series, Crelle t. XV (1836), 
Kummer in eflfect considers a differential equation 

{a z^ + 2 b'z + c') dz^ _ {ax^ + 2bx + c)(ix^ 
z* {2 — ij-* X^ \^X IJ* ' 

viz. he seeks for solutions of an equation of this form which also 
satisfy a certain differential equation of the third order. The 
coefficients ^, ^, c are either all arbitrary, or they are two or one 
of them, arbitraiy; but this last case (or say the case where the 
function of x is the completely determinate function x^ + 2bx + c) 
\s scarcely considered: a', b', d are regarded as determinable in 
terms of a^ b, c\ and z is to be found as a function of x indepen- 
dent of a, b, c\ so that when these coefficients are arbitrary, the 
equation breaks up into three equations, and when two of the coef- 
ficients are arbitrary, it breaks up into two equations, satisfied in 
each case by the same value of z ; and the value of z is thus de- 
termined without any integration: these cases will be considered in 
the sequel, but they are of course included in the general case where 
the coefficients ^, ^, c are regarded as having any given values 
whatever. 

Writing for shortness X— ax^ -{- 2bx -^-c, in general the in- 
tegral 

Ndx 



j 
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where D is the product of any number n of distinct linear factors 
X — p, and iV is a rational and integral function of ;ir of the order n 
at most, and therefore also the integral 

J~~~n J D\JX ' 

where N is now of the order n — 2 at most, is expressible as the 
logarithm of a quasi-algebraical function, that is a function containing 

powers the exponents of which are incommensurable (for instance x^ 
is a quasi-algebraical function) : in fact the integral is of the form 

^ x — p ^ x — q ^ ) ^'' 
where each term is separately integrable, 

r,^,= ^^ogiax + i + sr^.^X], 



/( 



J, 






{x—p)^X \jP ^i x—p 

where P is written to denote ap^ -^-2 b p -\- c: the integral is 
thus =logn, where ft is a product of factors a x -^- b -^- yfa ■<Jr^ , 

^^ap.^b)xMbp^c)^rP.i^.^ etcraised to powers -^, ^^^^etc: 

X—p ^ yfa yjP 

hence if we have a differential equation 

N'dz Ndx N'yJ~Zdz NfXdx 
-., or 



n'slZ Ds/X D' D 

where Z^ [= a z^ -^-^b' z -\- d), and N\ D are functions of z such 
as X^ N, D are of x ; then taking log C for the constant of integra- 
tion, the general integral is log O' = log C+ log ^: viz. we have 
the quasi-algebraical integral O' — CVl=o. 

The constants a, b, c, p, q, , , , etc. may be such that the expo- 
nents are rational, and the integral is then algebraical : in particular 
for the differential equation 

\/2' + 14^ + I dz \]x^ + I4;r + I dx 

z(z — i) x(x — i) ' 

the general integral is in the first instance obtained in the form 
(^^i+fZ)(z-iY _^ {x+i+sJX){x-iY 

y]1(2Z + 2+>J ZY >/ J^ (2 ^ + 2 + yj^XY 
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which, observing that (2^ + 2)' — X-=l [x — i)*, may also be written 
(^+l) f^a_34^4- 1)4- Zv/Z ^^ (;r+l)(;ir' — 34^+1) +^\/^ 

>fz[z—\Y yjx(x—iy 

I had previously obtained the solution 






and I wish to show that this is in fact the particular integral belong- 
ing to the value C= i of the constant of integration: for this 
purpose I proceed to rationalise the general intcgral as regards z. 
Writing for a moment 

^=(^+l)(^' — 34-8r+l),' 

(2 = (2:» + 14 ^ + I) ^ ^' + 14 ^ + I , 

R = Msll{s—iYy 
where 

j^^ ^ (r+l)(;r' — 34r+l) + (4r' +14^ + 1) \/^' +114^+1 

\J'x(x—iy 

the integral is /*+ 2 + /? = o; or rationalising, it is 

(P2 _ Q2y _2R} [P^ + e^) + 72* = o j 
we have 

P^ = (i, — 66, 1023, 2180, 1023, — 66, I 5; z, i)\ 
e^ = (i, 42, 591,2828, 591, 42, I ;?f ^, i)«, 
and thence 

P' — Q' = (o, — 108, 432, — 648, 432, — 108, o\z, i)\ 

= — 108 ^(^ — l)*; 
^' + G* = 2 (I, — 12, 807, 2504, 807, — 12, I 5; z, 1)\ 

Writing the equation in the form 

(P' — Q^Y 



\{p^ + Q^)-\\r^ + 



= 0, 



it thus becomes 

(1,-12,807,2504,807,-12, i]j; 5, i)»-;^(^-i)*jj/»+ii^j=o, 

where J/has its above-mentioned value; and if we now assume C= i, 
then 

j,^_ (^+0(^' — 34^ + 1) + (^' + 14^+0 \/^^+ 14^ + 1 



108 _ {x+ 1) (;r' — 34 ;r+l) — (Ar' + 14^+1) \/;r'+I4r+ 1 
^~ ylx{x—iY 
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and thence 

,^ , (io8)^ ( ^^ loSV , ^ 



= 4 ;^ --j h2lo, 



= ^i^ M^ • (^» — ^2' ^^7, 2504, 807, _ 12, I ]J: ;t-, I)* 

and the rationah*sed equation is 

(I, — 12, 807, 2504, 807, — 12, I 5; ^, i)^ 

; TtA^^— 12, 807, 2504, 807,— 12, i;?^r, i)* = o. 

X (X — 1} 

This is a sextic equation in ^, of the form 

where 

>, pi, v = — 12 — 0, 807 + 40, 2504 — 6 

if O denote the function of x which enters into the equation ; and 
writing js -\ — =9. this beconies 



2' 



z 



93 _ 3 ^ >^ ((32 _ 2j _J. j^^ Q ^ V = O. 

But the equation in z is satisfied by the value z = x, and therefore 
the equation in by the value = at + - , = a suppose, we have 

X 

therefore 

a' — 3 a + ). (a- — 2) + a a + v = O, 

and thence subtracting, and throwing out the factor — a, 

0' + a + a» — 3 + >. (0 + a) + (A = o, 
viz. writing for \ pi, a their values, this is 

0« .4. (r + i- 12 -nj + .r'- I +ij 

— (-'«^ + j) (12 + o) + 807 + 4 n = o, 

or what is the same thing 

e» + e(;r- 12 +1- n)+ *■' - 12 4: + 806-^ +p. 



whcre 



-(^-4-^)n = o. 



" = ^tJ^ ,u (^« — ^2» 807, 2504, 807, — 12, I 5: :r, 1)«. 
X\X IJ* 
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Hence in the quadric equation, the coefficients, each multiplied by 
{x — !)♦, are 

{x— \Y\x — 12 + ij + (I, — 12, 807, 2504, 807, — 12, I :3: X, \)\ 
and 

_ L — 4 + jj (I, — 12, 807, 2504, 807, — 12, 1 3: X, \)\ 

which are respectively rational and integral quartic functions ol x\ 
and, writing for 6 its value, the equation finally is 

/ i_y_ / i\ fr. 188,646, t88. t y r, 1)4 

r + ir/ ^\'^1] i^— ir 

fi,— 644. 3334.— 644. iV^. O^ ^ 
+ 4 . =s O. 

i^— ir 

Writing 

;_V7 _>f- ^~^ ;?-l±i r— llZli /) ^+^'^ 
^_^r,^__,^___, c-^j-p^,2? = p-^, 

(/* = \/ — I as usual), 
this is 

{z — A<) (-ar— 54) (^ _ C) [z — D^) = o, 

or what is the same thing 



that is 



j? + i - (^4 + ^.)j j^ + i_ (C4 + 2?4)j= O , 



^ + j)' - (^ +. j) (^' + ^* + C4 + Z>4) + (^4 + 54) ((74 +2?4) =0 ; 
for we have 

^M. , j,.)_ (»- 28.70. 28. 1 -<r c'. 1)4 

2^ ^ ' (;»_ IJ4 ' 

l(0 + Z>4)=(^--^«-7a-28,iircM)^^ 
2 ^ ^ ^ (;^ + 1)4 

And substituting these values, the coefficients will be rational functions 
of $*, that is of X, and it is easy to verify that they have in fact 
their foregoing values. 

It thus appears that for C = i , besides the values x and - , we 

x 

have for z only the values 

viz. that the only solution is « = ( ^ 1 . 

Vi+v*; 
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' 1 

The example shows that although the differential equation 



V a'z^ + 2 b' z -\- c' dz ^ \\ ax^ 4- 2 ^;ir + ^ ^r 
J5 (2 — i) '^x ^\) 

can be integrated generally in a quasi-algebraical or algebraical 
form as above, yet we cannot from the general solution deduce, 
at once or easily, the various particular integrals comprised therein: 
nor can we find for what values of the constants a^ by c and a\ b\ d 
the differential equation admits of a simple solution, or say of a 
solution where z is expressed as an explicit (irrational) function of x. 
In the cases considered by Kummer there is a second (or it 
may be also a third) differential equation of the like form, the equa- 
tions being each of them satisfied by the same value of ^: hence 
eh'minating the differentials dx^ dz^ the rclation between x and r is 
of the form 

?L — L 

where P^ Q are quadric functions of x\ P^ Q' quadric functions 

of z. But P and Q may contain a common factor, and the inte- 

P' 
gral is then expressible in the form x —- -rrr,, the quotient of two 

quadric functions of £r; or P' and Q' may have a common factor, 

p 
and the integral is then expressible in the form ^r = — , the quo- 

tient of two quadric functions of x ; or there may be a common fac- 
tor of P, Q, and also a common factor of P and Q'^ and the inte- 

gral is then of the form z = — , the quotient of two linear functions 

of X. 

In the general case the differential equation is 

\(aP + bQ') dz^ _ (aP+bQ) dx^ 
z^(z—i)^ ~ x^[x—i)^ 

•where ^, b are arbitrary constants , >. is a constant the value of which 

can in each particular case be at once determined; sowhen the in- 

p 
tegral is « = — , the differential equation is 

\(az + b)dz^ _ (aP+ b Q) d x^ 
z^(z — \)^ ~ x^(x—\Y 

where a, b are arbitrary constants, but \ is now a linear function of 
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z the value of which can in each particular case be at once de- 
termined. When the integral is jsr =^~, the differential equation is 



z^ [z — I)* 



x^ [x — 1)* 



containing the three arbitrary constants a, 6, c; 'k is ^ constant the 
value of which can be at once determined. 

There are in all 6 integrals of the formjsr = -j>, forwhichthe 

differential equation contains three arbitrary constants: 18 integrals 

p 
of the form JS =-7^ (and of course the same number of integrals of 

P' P F 

the form ;r= — ), and 9 integrals of the form - =— , , for all of 

which the differential equation contains 2 arbitrary constants. It is 
to be remarked that Kummer, considering the values of s as a func- 
tion of ;r, obtains the 72 rational and irrational values mentioned in 
his equations (31), (35), (36), (37), (38), and (39): but the 72 values arc 
made up as follows, viz. the 18 values of 2: as a rational function 
of ;r, the ^6 irrational values obtained from the i8 expressions of x 
as a rational function of ^, and the 18 irrational values oiz obtained 
from the 9 integrals in which neither of the variables is a rational 
function of the other: 18 + 36 + 18 = 72. 

The several integrals together with the cxpressions of the func- 
tions a' z^ -^- 2b' z J^ c' and ax^ ^^bx-^-c which enter into the dif- 
ferential equation are as foUows. 



^iV-f 2^'xr + ^'== 



ax^-^-^bx-^-c^ 



I. 



X 


a3^+ 2 bz + c 


ax^-\-2bx-\-c 


I — X 




a{x— i)»— 2b[x—i) + c 


I 

X 




a -J- ^bx-^-cx^ 


I 




a — 2b{x—\)-\-c [x—iy 


I X 


X 




ax^-\-2bx [x^\)-]rc[x—iy 


X — I 


.V — I 




a (x—\y + 2bx (:c— i) -f cx* 


X 
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a'*'-{-2fi'z-{-c'= ax'-{-26x + c = 



2. 



3- 



4- 



m' 


az^ + dz 


a(x+iY + b(x— i)» 


(2:C— l)» 


» 


fl(2A:— i)« + ^ 


/^-2y 


1 


/7 (a: — 2)» + ^.r» 

1 


l ^ J 


(X + l)« 

4^ 


1 


fl(.T + i)' + 4 bx 


(2a: — i)» 
4a:(^— i) 


» 


a (2 X — ly + /^b X (x — i) 


(X - 2)^ 

4(A-— i; 


» 


a (x — 2y — 4 ^ (^ — i) 


p-iy 


/^:; + ^ 


b(x^iy + c(x+iy 


U+J 


f ' V 


» 


b + c(2X^ l)a 


\2a:— i/ 


( ^ V 


» 


b X^^ + C^X — 2)» 


U-2J 


4^ 


• 

» 


/^bx + c(x+ ly 


(x-i-i)^ 


4x(^— i) 
(2.r — 1^ 


» 


/^bx(x^i) + c(2x^ ly i 

1 


4(^—1) 

(X — 2)» 


az^ — (a + c)z+c 


— 4^(^*— 0+*'(^— 2)' 

1 


(A-— iV 
4X 


1 

a(x — ly + ^cx 


— 4A(A— l) 


i* 


^ax(x — i) + c 


4(^—1) 


» 


— /^a(x — i)+ c x^ 


4^ 


> 


/^ax + c(x — 1)« 


(^-i)' 


— I 


» 


a + j^cx(x—\) 

<7.V= — 4 c(x — l) 


4A-(Ar— I) 


4(^'- i; 


9 



5- 

6. \ same as 2, 3, 4 interchanging x and *. 

7- 
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z 



a'z^ + 26'z4-c'= ax^ + 26x + c = 



8. 



9. 



(g— 0'_ 4X 



4Z 
z^ 



4(^—1) 



4l« — 
4«(«— 1) = 



4X(Ar— i) 



4 ^ 
4(«--0 

40 



fl (jff — i)» + 4 ^ £r 
a«= + 4^(« — i) 



4az{z — i) + lf 



= 4JC (jc — i) 



— 4Jf(jf-i) 
4(^-0 



10. 



4«(s — i) = 

4«(«-0 = - 
4(5-1) 



4J^ 

"4(^-0 
4X 



a{z — 1)^ + 4^2 
a z^ — 4b(js — i) 



a{z — lY + ^bz 



4ax + b{x — i)^ 



— 4^ (jf — i) — ^x^ 
a + 4bx[x — i) 



I 



4az{z — i) + ^ 
4az{z — i) +^ 



— 4a z — i) + bz' 



4ax{x — i)+ ^ 



4a x{x — i) +^ 



4 j(jc — 1) + ^ JC^ 



a{x ^iy + 4b x 



ax^ " 4b {x ^ i) 



«(jc— i)» + 4^jc 



Tbe six functions of the set (i), that ss 



^> I — ^, -z^ 



X — I 



X^ I X^ X I * X 

fonn a group ; and by operating witb tbe substitutions of this group, 
and of tbe like group 

I I z % — I 

' »1 — z z — I z 

upon any value of z in tbe sets (2), (3), (4), for instance upon 

2=1 — ^-^1 , we form all the 18 functions of these sets. 
\x—\) 

In any one of these sets (2), (3) and (4) comparing two forms 
(the same or diflferent), for instance in the set (2), writing y (ot t aod 
then in one form ^ for x, 

,=(i±ij^,_(i±ij^(i±i)-=(£±ip 
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we obtain either the equations of the set (i) or those of the sets 
(8), (9) and (10); and whether we use the set (2), (3) or (4), the only 
new equations obtained are thus the 9 equations of the sets (8), (9) 
and (lo); these several equations presenting themselves however in 



different forms, for instance instead of the equation 



we may obtain 



4 ^ \x—i] 



4z (x—iy 



etc. 



If, to get rid of this variety of form, we multiply out the 
denominators, the 9 equations are 

0= X^Z^ — 2X'Z — 2XS^ +X' — 12XZ'\-Z^ — 2X — 2£f-|" ^ 

0= :c'^» — 

= i6:c'^' — i6x'2 — i6x^' + 

0= x^z^ — 2x'-5 +^' + 

i6x^z — 



= 
= 
= 
= 
= 



x'z^ 



16x^2 — i6x^ — 

— ^xz'^ + 

i6x*« — x' — 

16x2'+ x'^ — 



^xzJ^ 

6xz 
6xz 
6xz — z^ 



i6x+ i6z — 16 

— i 
— i6z 

+ 2Z — l 



6A--2r + 2'+ 16 X 

6xz-\~z^ — i6x 

6xz + 2JC + I 

6xz — i6z' +165 



These 9 equations are derivable all from any one of them by the 
changes of the set (1) upon x and r. 



Cambridge, ^rd June 1879. 



SULLE CUBICHE TERNARIE SIZIGETICHE 
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Notevole proprietk delle cubiche tcrnaric 6 la rcciprocita tra 
i flessi comuni alle cubiche di un fascio sizigetico e le loro polari 
armoniche, o sia le tangenti cuspidali comuni alle Cayleiane di quelle 
cubiche. In questo lavoro ho ricercato le coniche pcr mezzo delle 
quali si pu6 stabilire tale reciprociti, ho sviluppato una importante 
corrispondenza tra le cubiche del fascio sizigetico e le loro Cayle- 
iane, ed infine ho generalizzato alcuni teoremi di Clebsch intorno 
alle conichc polari, cd allc poloconiche rispetto allc medesime cu- 
biche. 

I. Esscndo t\, v^, v le coordinate di un punto Vyt V^, V^, K 
le coordinate di una retta v, rispetto ad una terna fondamentale di 
rcttc c di punti, consideriamo due linee di 3* ordine rappresentate, 
in notazione ombrale, dalle equazioni 

siano (Jf, X'\ X"') ed ( Y\ Y'\ 7'") Ic terne dei punti che -f t 'j 
hanno di comune con una rctta v, determinate su di essa dalle 
forme binarie cubichc n^ = o, e %'^ = o; se le du« terne dei punti X 
cd Y sono armoniche fra loro, vale a dire se due dei punti Y sono 
coniugati armonici rispctto alla coppia dei centri armonici di 2** ^z6o 
del terzo punto Y rispetto alla tema dei punti X, o viceversa se 
duc dci punti X sono coniugati armonici rispetto alla coppia dei 
centri armonici di 2<» grado del tcrzo punto X rispetto alla terna 
dct punti Y, si annullera (comc i noto ^r la tcoria delle formc bf- 
«aric cuWche) Tinvariante (5?/)^; quindi, pel principio col quale 



dalle proprieti invariantive delle forme binaric si passa a quellea 
delle forme ternarie, si vedra clie 1' inviluppo delle rettc v clie det»<fl 
minano nelle linee di 3° ordine 9 e tj' terne di puiiti armoniche fral 
loro e la linea di 3" classe rappresentata dflll'equazione [ABV)^ =0.1 
Ci6 premesso, supponiamo che questa equazione sia soddisfatta perl 
quaiunque retta v, vale a dire clie si abbiano le dieci equazioni di I 
condizrone espresse da {AB)^ (,AB)j (AB)^ = o, per t,j, i= i, 2, 3,^ 
, ed »-j-7 + ^- = 3i si vedra faciJniente come una qualunque di quej 
ste equazioni pu6 dedursi da tutte le altre, sicclie essendo esse lineaifl 
ed omogenee rispetto ai coefiicienti di o e y, data una di quest^f 
cubiche potra determinarsi linearmente raltra; si osservi pero cbev 
se 9 e tji sono due cubichc dipendenti fra loro ncl niodo suddetto, 1 
ed invece di esse si considerano due altre cubiche qualunque dell 
fascio determinato da f> e <|', e rappresentate dalle equazioni I 

jf ip -^ ^' ,{, = Jtf A." + jV B." =0, I 

Jif 9 + ;i^" i = M" A."' + N" B.'" =0, I 

respressione {ABV)^ corrispondente ad esse sara H 

M'M"(A'A" V)* *M'N'XA'B' Vy *N'Af"{B'A" V)' ■>-N\V"(B'S"y)*M 

ora questa espressione, qualunque siano Af : N' ed M" : N", 4 nuUq 
indipendentemente da v, per 1a supposizione fatta intorno alle cubi- 
che 7 e 4-, per la quale le formc cubiclie (A' B" V)' e {B A' Vf 
sono nulle identicamente, e per la circostanza che le forme cubiche 
{.-!' A' f')' e {B B' f')', mutando segno con lo scambio delle ombr^ 
equivalenti A,A' e B',B", sono anche nulle identicamente; adunfl 
que cssendo data una linea di 3' ordine 9 si pu6 determinare UH 
fascio di lince di 3° ordine (9, i|), al quale appartiene la cubica data ^fl 
tale che per due cubiche arbitrarie de! fascio una retta qualunqujfl 
determinera in esse due terne di punti armoniclie fra loro; lc cuH 
biche di un tale fascio si diranno cubiche sisigetkhe. H 

Se la retta v passa per due dei punti comuni alle cubiche ddl 
fascio (9, ti), le tcrne armoniche fra loro dei punti X ed Y apparfl 
tenenti a v, per due cubiche qualunque del fascio, avranno due punfl 
comuni, e quindi evidentemente anche il terzo punto comune; adui^B 
que i punti comuni alle cubiche del fascio [7, t) sono lali che lu 
retta la quale passa per due di essi passa anche per un tcrzo. Se9 
poi la retta v, in uno dci punti comuni alle cubiche del fascio {?,*}')« 
6 tangente ad una di esse y, le terne dei punti ,V' ed Y apparte«4 
nenti a k, per 7 e per un'altra cubica qualunque '^ del fascio, sonM 
tali che due dei punti X coincidono con un punto V, e quindi cad 
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esso coincidera evidentemente anche il terzo punto X^ sicch^ v sara 
tangente d' inflessione in quel punto di 9; adunque il fascio sizige- 
tico non h altro che il fascio delle cubiche che hanno i flessi nei 
loro punti comuni, o sia il fascio determinato da una cubica e dalla 
sua Hessiana^ 

Da ci6 risultano immediatamente le note proprietk intorno ai 
flessi W di una cubica ; indicandbli con W^^ W^, , . • • W^ per essi 
passeranno quattro teme di rette, appartenenti al fascio sizigetico, 
e rappresentate dallo schema 



(0 





(V) 




iv") 


1', . . . 


w^, W^, W^, 




v," ...W^, W^, W^, 


f^... 


w^, W^, w„ 




v,"...W^, W\, W„ 


c , • • • 


w^, w„ w^. 




v;'...w^,w,, w^. 




{V) 




(v"') 




. w^, w^, »;. 




<"...»;, w„w„ 




• w^, w„ w^. 




v;"...w^, w^. w^. 


t-,'.. 


.w^,w^, w„ 




v;" . . . JF, . w^ , w^ . 


endo 


i flessi a modo 


di determinante 




w„ 


IV 


;. '^; 




'^. 


u 


;. »; 




^n. 


w„ »•;. 



saranno in linea retta in {v) tre punti di una linea del determinante, 
in {v") tre punti di una colonna, in (v) tre punti che nello sviluppo 
del determinante corrispondono ad un termine positivo, e finalmente 
in [v'") tre punti che corrispondono ad un termine negativo. 

Consideriamo la terna sizigetica {v) ai cui lati (f^, t'^, v^ ap- 
partengono rispettivamente le terne di flessi con glMndici (1,2,3), 
(4, 5, 6), (7, 8, 9); si vede dallo schema (i) che le congiungenti dello 
coppie di flessi in colonna nelle disposizioni degrindici 



o pure nelle altre 



I, 2, 3 


I. 2, 3 


I. 2, 3 


4,6, 5 


6,5.4 


5,4,6 


1.2.3 


1,2,3 


1,2, 3 


7.9.8 


9.8,7 


8,7.9 



concorreranno rispettivamente nei flessi con gFindici 

7, 8, 9 oppure 4» 5. 6j 



segue da ci6 che e ciclicamente proieltiva la terna dei flessi {W^ 
rC;), come anche la tema dei flessi {IV., tV , IV^), i punti doppii pei 
cjascuna dipcndenza proiettiva essendo i vcrtici di (v) su quel lato. 
{v, o v^) cui appartengono quellc terne di flessi; lo stesso avrk luogo 
cvidentemente per la tcrna (Uj. U' , li'\): quindi, per le note pro- 
prieta delle forine binarie cubiche, se una di queste terne di flessi A 
rappresenlata da una fortna binaria cubica, i vertici corrispondenti 
della terna sizigetica saranno rappresentati dairHessiana di quelli 
fornia: se ne deduce che i lati delle quattro terne sizigetiche, chi 
passano per uno stesso flesso, formano un gruppo equianarmonico. 

Uno dei nove flessi di una cubica reale essendo sempre reale, 
qualunque supposizione si faccia sulla natura degli altri Otto flessi 
(osservando che i flessi se immaginarii debbono essere coniugati, e 
che la retta congiungente di due punti immaginarii coniugati fe reale) 
si vedra che vi e almeno una terna reale di relte, ciascuna delte 
quali passa per due di quegli otto flessi {o reali o immaginarii con- 
iugati), e quindi per un altro flesso reale; questi tre fiessi reali sa- 
ranno evidentemente in linea retta: adunque fra le quattro temi 
sizigetiche di rettc ve ne 6 sempre una reale; ma allora (osservando 
che se i tre elementi di una forma binaria cubica sono tutti 
reali, o pure uno reale e due immaginarii, i due elementi della sua 
Hessiana sono immaginarii, o pure reali) ciascun lato della tema 
conterra due flessi immaginarii coniugati ed un flesso realei adunqut 
i flessi di una cubica saranno sempre tre reali, e sei immaginarii 
Segue da ci6 che delle altre tre terne sizigetiche di rette Tuna avrJi 
reale un lato ed il vertice opposlo (punto d'incontro degii altri dui 
lati che sono immaginarii coniugati), e le altre due ternc avrann» 
i lati immaginarii, essendo quelli della prima coniugati di quelli delb 
seconda. 

rrendiamo per terna fondamentale, cui riferire una cubica J 
la terna reale dcl corrispondente fascio sizigetico; due vertici qua 
lunque di questa terria essendo rappresentati complessivamente dali 
Tequazione v,Vj = o (/,_;■= i, 2, 3), la quale deve dinotare rHessiai 
della forma binaria che determina i tre flessi della cubica / appar 
tenenti alla retta che li congiunge, requazione di questa forma bi- 
naria sara, come i noto, v/ -f* '^j' = O- Scgue da cio che 1' equazioni 
della cubica sar^ della forma 



"M 

■1 



ovvero, poncndo 

<2) f=Af^^N^ 



!Jl = 6 1/, f, &, 



o. 
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L^equazione (2) h la forma canonica alla quale pu6 generalmente 
ridursi Tequazione di una linea di 3^ ordine. 

Le equazioni che rappresentano, in coordinate di rette, i flessi 
W della cubica / saranno evidentemente (indicando con s ed e* le 
radici cubiche immaginarie deirunitk) 

w = v^— ^3=0, w = v—tV^=o, w^=v^-ev=o, 

(3)W;=F3-e^F=o, W^^V- F=o, W,= V-zV=o, 
W^=V—t F, = o, W,= V-t'V^=o, W^=V— V^ = o, 

dalle quali appariscono gli allineamenti dei flessi, essendo le tre 
equazioni che corrispondono a tre flessi in linea retta tali che una 
qualunque di esse h conseguenza delle altre due. 
Risulta da (3) che le equazioni 

V^—V^=o, F'— F'=o, F^ — F'=o, 

rappresentano rispettivamente le terne dei flessi di / appartenenti 
ai lati [v^ , v^ , v^) della terna fondamentale, e V equazione 

(F,' - F,') (F3' - F.') (F,' - VJ)=o, 

rappresenta in complesso i nove flessi della cubica /. 

La conica polare di un flesso si decompone nella tangente d' in- 
flessione della curva ed in un'altra retta, che per una cubica si dice 
la polare armonica del flesso. Per una cubica la conica polare es- 
sendo anche prima polare, la polare armonica w di un flesso W 
passerk pel punto coniugato armonico di W rispetto alla coppia dei 
punti d'intersezione della cubica con una trasversale qualunque con- 
dotta per W^ ed incontrera la cubica nei punti di contatto delle 
tangenti condotte dal flesso. Essendo la conica polare di un punto z 
rispetto ad / rappresentata dair equazione 

\'dw^ ' ^dw^ ' ^azuj ' \ dw^ ' ^dw^ ' ^awj ' 

si trovera che le equazioni delle polari armoniche w corrispondenti 
ai flessi W saranno ordinatamente in corrispondenza delle equa- 
zioni (3) 

w^ = v^ — 2/^=0, w^=v^ — £*t;^ = o, w^ = v^ — ez/^^o, 

(4) w^ = v^ — zv^=0, w^ = v^— v^ = 0, 2^/^=7/3— e*z;,=0, 

w^ = v^ — £* 2/^=0, a/g = z/, — zv^ =0, w^=v^ — v^ = 0. 



6". BaUagUm, 



Dal confconto delle eqiiazioni (3) e (4) apparisce la reciprc 
cita che lia luogo tra i Bessi e le polari armoniclie di una cubirafl 
coTne i nove flessi sono allineati a tre a tre su dodici rette, distri« 
buite in quattro terne, e per ogni flesso passano quattro di ta» 
rette, cosl le nove polari armoniche concorrono a tre a tre 1 
dici punti, distribuiti in quattro terne, cd ogni polare armonica 
passa per quattro di tali punti ; i punti di queste terne sono i 
tici di quattro triangoH, di cui quelle terne di rette sono i latij 
Le polari armoniche dei flessi appartenenti ad un lato di 
terna passano pel vertice opposto, e ciascuna di esse incontra qud 
lato nel punto coniugato armonico del flesso rispetto ai due vertid 
della terna appartenenti a quel lato. 

Risulta da (4) che le equazioni 



= o, 



rappresentano rispettivamente le terne delle polaci armoniche di j 
che passano per i vertici (F,, f"j, f) della tcrna fondamentale, 1 

requaiione 

(i'j' — v^) (t'|' — 1\') (i',' — v^) = O, 

rapprcsenta in complesso le nove polari armoniche detla cubic 

Si pu6 osscrvare che mentre i tre flessi appartenenti ad ufl 
lato della tecna fondamentale sono determinati da una forma binarfi 
v}-\-Vf=o, di cui rilessiana v.Vj = rapprcsenta 1 vertici appj 
tenenti a quel lato, i tre punti d'intersezione con lo stesso lato delle 
polari armoniche corrispondenti souo dcterminati dalla forma binaria 
Vi — i'/ = o, che h il covariante cubico della pcinia; segue da ci6, 
per le note propcieti dclle forme binarie cubiche, che la polan 
armonica di ciascuno di quei tre flessi passa pel suo punto coniugaU 
armonico rispetto agli altri due; ci6 che d'aItronde risulta evideffl 
temente dalla costruzione btcssa della poiare armonica. 

I lati delle terne sizigetiche (i'), (i''), (u"), (y'"), avranno pe( 
equazioni ordinatamente, in corrispondenza di (l), 

1', = O, V^ = O, t'j = o, 

J l'/ =tPj-|-E ti, + X'| = 0, V^ =!',+ t-'j + eu,=o, 

[ vl' =t', + , Vj + Vj^O, V," =l'_+E l'j + t.'t'| = 0, 

= t', +£.* t'j + r j = o, i','" = f I + v, + 5.' f, =0, 
t'j' = I', + '' Vi + '' f , = o, 
■ i'j" sfi+i^iJj + e VjS^o, 
t',"' = t',+£ f, + : fj=0. 
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La teraa {v) h, per supposizione la teraa reale; la teraa (t;") 
ha un lato ed un vertice reale, gli altri due lati e gli altri due ver- 
tici immaginarii coniugati, vale a dire h una terna coniugata di s^ 
stessa; le teme poi (t;') e (x;"') hanno i lati ed i vertici immaginarii, 
quelli della prima essendo coniugati di quelli della seconda, cio^ 
sono-terne immaginarie coniugate fra di loro.* 

Rammentando che 

9 = v,^ + v^^ + i'j^ e i^ = 6x\%\v^, 
si troveri 



(6) 



v[ v; f/ = 9 — i e <{; , v." vl' Vj" = <p — i ^ 
v/" iV" Vj'" = ? ~ - ^' 'r' • 



(7) 



Riferendo la cubica / ad una delle terne (v'), (v"), (v"') 
come terna fondamentale di rette, ed indicando con (■p', ip", 9'"), e 
{•y, 4'", <}'''') espressioni simili a ip e i{», si troverk per le corrispon- 
denti equazioni di f 

f = M' 9' + iV i^' = o, /" = M" 9" + N" <{/" = o, 

/"' = M'" o"' + N'" ij" = o, 

essendo 

/'=9^/, /"=9/. f"' = 9^\f. 

l M =Mt -\-2N, N =Mz — N] 

M" =M + 2 iV, N" =M — N. 

M'" = Mt' ■}- 2 N, N'" = Me — N; 

?' = 3 (? + 2 'i'), «j/' = 3 (2 ? — s <;.) 

?" = 3 (? + <{'). r = 3 (2 ? - -^) 

?'" = 3 (? + s' '{'). <{/" = 3 (2 ? - e* <}.) . 

Le equazioni dei vertici V delle terne sizigetiche, corrispon- 
denti rispettivamente ai loro lati opposti, saranno ordinatamente in 
corrispondenza di (5) 

^. = 0. v, = o, r, = o, 

' K =K + ^' K+V, = o, yj =f^+ F, + 8'F,=o. 

K" = K+ v.+ v, = o, F." = v, + e V, + t V^ = o, 

r8W ^'"'^^' + ' ^.+ ^5 = 0, F;"=r.-h f; + 6F3 = o, 

^^^ F3' =V, + t F.+e r, =0, 

F/' -F. + e F. + e*F, =0. 
l r/"=F, + e*r, + e'r3=o; 



sicchi ponendo 

*= r,'+ 1-",'+ ';'. 

si avri come sopra 

y v< i" == j, _ i i^r, F 

11) 2 ' 

K'" F,"' I^,'" = 



Consideriamo ora tc nove linee di 2." ordine e di 2,' classe, 
coniugate alla terna fondamentale, rappresentate rispettivamente dalle 
cquazioni 

'0/ =i;/ + ei>/ + i'^' = 0, e,' =v/+ ii/+i;r,' = 0, 
= v' + ii/ -|- v' = o, 6j" = v' + £ I',' + t' V ' = o, 
= v' -\- E° V,' + Vj' = o, 9,' '' = v' + v/ -|- e' 1J ' = o, 
9,' = v' -)- e' ['j* -\- (.' v^ = o, , 



(9) 



(10) 



(*/' = ■!',' + £ ^'/ + £ ^'^' = 0, 

in coordinate di punti, e quindi dalle equazioni 

e/ =v,'-\-ev;-\-v; = o, e; =F,'+ K' + £'IV 
e/' = v^ + F,* + r,' = o, ©," = F/ + e' r/ + e r/ = o^ 
&■" = f .' + E K/ + F,' = o, ©,'" = f ,' + f'/ + 6 p;^ i 

e/ =V^'-\-z V; + ( F," = o, 
e^' = f/ + E ^;' + e' fj* = o, . 
e^' ' = r,' + L» K/ + 'J v^ = o. 

in coordinate di rette. 

Si vede in primo luogo, confrontando le equazioni (s) cd (8), 
che in ciascuna terna di rette e di punli (-/, V% (v", V"), {v'", V' 
ciascuu lato h la polare del vertice opposto rispetto alla terna fon- 
danientale: inoltre rispetto ad una Iinea qualunque (0,©) di 2." or- 
dinc e di 2." classe dcl sistema (9) e (10) i nove punti F(8) hanno 
per rette polari le rette v (5), ed uno stesso punto V lia pcr rette 
polari rispetto alle nove coniche (0, (*) le nove rette v. Adunque 
ciascuna di queste coniche stabilisce la duahta che ha luogo fra i ver- 
tici ed i lati delle terne sizigetiche, c quindi tra i flessi e le polari- 
armoniche della cubica, Rispetto a ciascuna conica, dcllc tre tcrni 
sizigetiche, diverse daila tcrna fondamentalc, due sono tra loro po- 
lari coniugatc, e la terza, coniugata di se stcssa, h bitangente dellaj 
conica, cioc ha due lati tangcnti della conica, essendo il tcrzo lato] 



I 



I 
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corda di contatto; questo lato ed il vertice opposto in questa 
tCT2aterna sono Tasse ed il centro d'omologia delle altre due tcrne, 
le quali sono omologiche. Facendo corrispondere ordinatarncnte Ic 
coniche (^, ft) . . . (9), (10), alle rette v ... (S) ed ai punti V. . . (8), 
conica (^, H) corri^ponde ad una retta v, o ad un punto V^ 
appartcnente al!a tcrna (r") o {V) coniugata di s^ stessa, rispetto 
ad essa le allre due teme (i;'), {v"% o (f"), (F"'), saranno pokri 
coniugate tra loro, e quindi omologiclie, Tasse o il centro d'oinolo- 
^ia essendo la retta di (i'") coniugata della retta t\ o jl punto di 
^I"') coniugato del punto V, chc corrisponde alla conica (^.6); 
raltra terna {,v') o { V") sari poi bitangente di (0, 6), la corda di 
contatto, o il suo polo. essendo queirasse o quel centro d'oniolo- 
gia, delle altre due terne. Se la conica (S, 8) corrisponde invece ad 
una retta i', o ad un punto V, appartenente alla terna [v) o (I"), 
che ha per coniugata [v'") o {V"). o viceversa, sara questa terna 
^t>"') o (K'"), o viccversa (v) o {V), quella che l- bitangcnle della 
[conica (^, ®), mentre rispetto a questa con:ca Ic attre due teme {v), 
iv") o {¥'), {V"), o viceversa (i'"'), (r") o (/■""'), [v"), saranno po- 
lari coniugate tra loro, e quindi ocnologiche, i'asse, o il centro, di 
-omologia di queste due terne essendo scmpre la corda di contatto, 
o il suo polo, dclla terna bitangente dcila conica, retta coniugata 
della rctta i', o punto coniugato del punto V, che corrisponde a (fi, 0). 
Ciascuna delle lince di 2.° ordine i la conica dci quattordici 
punti relalivamente al quadrilatero che ha per vertici i punti d'in- 
contro dcUa retta v, coniugata di quella cui corrisponde la conica 
propo.sta, con i lati della terna rondamentale, cd i loro coniugati 
armonici rispetto allc coppie dei vertici di questa tema appartcnenti 
a quei lati; analogamente ciascuna delle linee di 2.' classe © i la 
conica delle quattordici rettc relativamente al quadrangolo che ha 
per lati lc congiungenti dei punto V, coniugato di quello cui corri- 
spoade la conica proposta, con i vertici della tcrna fondamentale, e 
le loro coniugate armoniche rispetto alle coppie dei lati di qucsta 
terna appartenenti a quci vertid. II gruppo di quei quattordici punti 
c costituito datle quattro coppie di punti, che su i quattro lati dcl 
quadrilatero formano gruppi cquianarmonici con t tre vertici del 
quadrilatcro appartcncnti rispettivamente a quei lati, c dallc tre cop- 
pie dei puiiti doppii dclle tre invpluzioni dctcrniinate sullc tre rette 
diagonali dcl quadnlatcro rispcttivamente dai due vertici dct qua- 
drilatero appartenenti a ciascuna retta diagonale, e dai suot clue 
punti d'incontro con Ic altre duc rettc disgoiuli; analogamente il 
gnippo di queilc quattordici rettc c costituito dalle qaattro coppic 



di rette che pcr i quattro vertici del quadrangolo formano gruppi 
equianarmonici con i tre lati del quadrangolo appartenenti rispetti- 
vamente a quei vertici, e dalle tre coppie dellc rette doppie dellc 
trc involuzioni determinate pcr 1 tre puntl diagonali del quadran- 
golo rispettivamente dai due lati del quadrangolo appartenenti a 
ciascun punto diagonale c dallc sue due rette congiungenti con gti 
altri due punti diagonali. 

Su ciascun lato della terna fondamentale le coniche (9, 0) haono 
tre a tre doppio contatto, il vcrtice opposto essendo il polo della 
corda di contatto; qucste terne di coniche bitangcnti saranno pel lato 
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Le coniche di ciascuna delJe terne (9', 6'), (0', 6"), (()*', 9") sono 
fra loro nella rimarchevole relazioue che i." rispetto a ciascuna di 
esse le altre due sono polari rcciproche tra loro ; 2." ciascuna di 
esse i: il luogo dei punti dai quali le coppie delle tangcnti alle 
altre due sono armoniche Ira loro, ed 6 1'inviluppo delle rette per 
le quali le coppie dei punti d'incontro con le altre due sono armo- 
niche fra loro; 3.° a ciascuna di esse si possono iscrivere, e circo- 
scrivere, inHniti triangoli che siano conlugati airuna, o alTaltra delle 
altre due; 4.° a ciascuna di esse si possono iscrivere, e circoscri- 
vere, tnfiniti triangoli che siano circoscritti, ed iscritti, airuna o al- 
Valtra delle altre due. Chiameremo una tale terna di coniche Urna 
coitiugata. 

Analoghe considerazioni valgono partendo da ciascuna dellc 
quattro terne sizigeliche, prcsa come tcrna fondamentale; si avranno 
quindi 36 coniclie C), «), distribuite in quattro sistemi di 9, e che 
avranno, rispctto a queste terne fondamentali, equazioni in [v!, K'), 
{Vi, yi),{,Vi", V'') dcl tutto simili alle (9) e (10); esse saranno evi- 
dentemcnte in generale tutte distinte fra loro, poich^ mentre le co- 
niche di un sistema sono coniugatc ad una stessa terna sizigetica, 
non ve ne e tra csse alcuna rispetto alla quale, come si k veduto, 
un'altra dclle terne sizigcticlie possa essere coniugata. 



Riferendo tutte le 36 coniche (9, u) ad una stessa tema sm- 
getica, come terna fondamentale, le equazioni di quattro sole fra 
esse avranno 1 coefficientt reali; per ]a terna sizigetica reale csse 
sono 
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' »',* + *•/ +<=o. 

y v' -\- 2 1\ i'| = 0, 

f i*/ + 2T'|r, =0, 

\ f,* + 2V,V, =0, 



r,'+ r/ + /7 = o. 
i;' + 2 F, /; =0, 
rV + 2 1\ i-\ =0, 

y,' -\-2 V, V, = o, 



aelle quali la prima dinota una conica immaginaria, ma le altre tre 
rappresentano coniche rcali; queste tre coniche formano tnoltre una 
terna coniugata. 

Indicando con (9)', ('^y, e ('l')'t (Tj' ci6 che diventano 9, ■^, e 
I, T cambiando r, e V, in i',' e l',', si troverk analogamcnte a (6) 
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e,' »; »,' = (*)■ - j '■ CT. «,' ».' «,■ = ( '•)' - j (f) . 
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Trasformando tutto il discorso precedente col principio di 
dualita si avranno le proprieta corrispondenti perlc linee di 3.' classe 
sizigetiche, cio^ per la schicra di linee di 3." classe, che hanno le 
loro nove tangenti comuni per tangcnti cuspidali; le formole eorri- 
spondcnti alle formole precedcnti si scriveranno scambiando le let- 
tcre minuscole con le maiuscole, e mutando t in e', e viceversa: 
cos) sostituiranno le tangentt cuspidali i flessi, i poH armonici delle 
irime le polari armoniche dei secondi, i vertici ed i lati delle teme 
pzigetichc nella schiera dclle linec di 3* classc i lati cd i vertici 
nclle terne siEigetiche nel fascio delle linee di 3," ordine, e final- 
Biente le 3O coniche chc stabiliscono la rccrprocita tra i vertici cd 
I lali dcllc piimc tcrnc, c fra le tangenti cuspidali cd i loro poli ar- 
taonici, sostttuiranno le 36 coniche che stabiliscono la reciprocitil 
i lati ed i vcrlici dellc seconde terne, e tra i flessi c te loro po- 
pri annoniche. 

2. Considcriamo ora simultaneamcRte una linea di 3," ordine, 



ed una linea di 3.* clasae, rappresentate rispettivamente, in nota- 
ztone ombrale, dalle equazioni 

siano Z Q s nn punto ed una retta tali che le loro conidie polati 
rispetto ad / e ad F, rappresentate da 

f^ = U, U; = o, ed F: = ii^ iiy' = o, 

siano armoniche tra loro, vale a dire che alla prima si possano' 
iscrivere tcrnc di punti coniugate alla seconda, o viceversa alla se- 
conda si possano circoscriverc terne di rette coniugate alla prima; 
si annullera l'invariante simultaneo delte due coniche clie 6 di , 
primo grado nei coefficienti delle loro cquazioni, onde la condizione 
(Uu)' U.ii;i = o: quesla equazione, di primo graclo tra lc coordinate ' 
del piinto Z e della retta z, dimostra che, preso ad arbitrto il j 
punto Z, la relta s passera per un punto assegnato, e quiiidi tutte 
le coniche polari delle rettc 3 rispelto ad F, che sono arnionichc 
con la conica polare di quel punto ^rispetto ad/", avranno quattro 
tangenti comuni; analogamente presa ad arbitrio la retta s, il 
punto Z percorreri una retta assegnata, e quindi tutte le conichc 
polari dei punti Z rispetto ad /, che sono armoniche con la conica 
polare di quella retta 3 rispetto ad F, avranno quattro punti co- 
muni. Ci6 premesso, supponiamo che siano armoniche tra loro le 
coniche polari del punto Z e della retta z, rispctto ad _/ e ad F, 
qualunquc slano quel punto e quella retta; allora la condizione 
{Uu)' U,Uz = o dovendo essere soddisfatta indipendentemente da Z ' 
c da s, si avranno Ic nove equazioni espressc da {Uii)' Uifj^^O, 
per i,j= I, 2,3; queste equazioni essendo di prinio grado nei coef- 
ficienti di / e di F, detcrmincranno lincarmente una di queste cubi- 
che quando fe data TaUra. Le cubiche f ed f, per le quali si veii- 
5ca che una linea qualunque di 2." ordinc appartenente al sistema 
delle coniche polari dei diversi punti del piano rispetto alla cubica/ 
sia armonica con una linea qualunque di 2.' classe appartenente al | 
sistcma dellc conichc polati dcllc diverse rette del piano rispctto alla 
cubica F, !c dircmo cubiche associa/e. 

Siano/ed F due cubiche associate. Sc A^ed Ksono punti cor- 
rispondenti della Hessiana di /. vale a dire punti coniugati rispetlo 
a tuttc le conichcpolari rispetto ad /, le loro conichc polari /t',// 
si ridurranno a coppie di rette concorrenli rispcttivamentc in ¥ ed 
in X, e queste coppie di rette, insieme alla retta congiungentc dci 
punti X ed Y, apparterranno alla Cayleiana di /; da un'altra parte. 
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pcr essere f tA F cubiche associate (osservando che se una linea di 
secondo ordine h annonica con una linea di 2.^ classe, e si riduce 
ad una coppia di rette, questa h coniugata airaltra conica) quelle 
coppie di rette saranno coniugate rispetto a tutte le coniche polari 
rispetto ad /% e quindi apparterranno alla Hessiana di /% ed i loro 
rispetiivi punti dMntersezione JTed F apparterranno alla Cayleiana di 
F\ analogamente se jr ed ^ sono rette corrispondenti della Hessiana 
di /% vale a dire rette coniugate rispetto a tutte le coniche polari 
rispetto ad /% le loro coniche polari F* ed F^ si ridurranno a 
coppie di punti appartenenti rispettivamente ad ^ e ad ;r, e que- 
ste coppie di punti, insieme al punto dMntersezione delle rette x 
ed y^ apparterranno- alla Cayleiana di F\ da un' altra parte, per 
essere F ^A f cubiche associate (osservando che se una linea di 
2.^ classe h armonica con una linea di 2.^ ordine, e si riduce ad una 
coppia di punti, questa h coniugata alPaltra conica) quelle coppie 
di punti saranno coniugate rispetto a tutte le coniche polari rispetto 
ad f quindi apparterranno alla Hessiana di /, e le loro rispettive 
rette congiungenti x tA y apparterranno alla Cayleiana di /. Adun- 
que per due cubiche associate THessiana e la Cayleiana deiruna 
sono la Cayleiana e la Hessiana deiraltra. 

Sia la linea di 3.^ ordine / riferita ad una delle quattro terne 
di rette del fascio sinigetico cui essa appartiene; ponendo 

? = t'/ + if/ -f v^\ 6 = 6 v, v^ t/j , 
Tequazione di / avrk allora la forma canonica 

/ = Mff + N^ = o. 

La cohica polare /'^ del punto Z rispetto ad / sari 

(I) M^Z^V.^-^Z.V^ + Z^ V^^) + 2 N[Z^V^ V^-^Z^V^ t/^ + iTj v,v^) = o\ 

se Z appartiene airHessiana h di /, esprimendo che questa conica 
si riduce a due rette x, y, cambiando jar in x;, e ponendo 

(2) P= — 6MN\ Q = AP + 2N\ 

si troverk per equazione di h 



(3) A = 6 



= P<p + N^ = o. 



Mv^, Nv^, Nv^ 
Nv^^ Mv^, Nv^ 
Nv^p Nv^^ Mv^ 

Si avranno poi tra le coordinate del punto Z e quelle delle 
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rette X ed y (te quali appartengono a)la Cayleiana A' di /) le 1«' 
ladoni 

Afs, = A\ y^, Ms^ = x, K, J/«, = a; y,, 

2A>, = x, K.+^Yj r,, 2jva,=^, >; + -*; >',. 

2Wir, =.v; r. + x, \\; 

sicch^ eliminando le 2 c le X, oppure le s e le 1', cambiando 1', 
pure X, in F; e ponendo 

(4) / = ;!/' N, G 1; = J/' — 4 A", 

■^ = r- + /'7 + r,', *■ = 6 r. v, v, , 

si trover^ per equazionc di K 

I 2 AT,, ~Ml\, — j/r. 

(5) A'= j —A/J\, 2NV^. —MV, 

, —MV^, ~MV,, sAT, 

Apparisce da queslc forraole clie le CayJeiane A" delle diverse 
linee di 3.° ordine / di un fascio sizigetico costituiscono una schicra 
sizigetica di linee di tcrz.a classe, che haiino per tangenti cuspidah 
coniuni le polari armoniche dei flessi comuni alle linee /, e quindi 
quelle quattro tcrne di relte e di punti, che con i loro lati costitui- 
5Cono le terne sizigetiche del fascio delle /, con i loro vertici co- 
stituiranno le terne sizigetiche nella schiera dellc A'. 

Analogamcnte sia la linea di terza classe F riferita ad una 
delle quaitro ternc di punti della schiera sizigetica cui essa appar- 
tiene; ponendo 

•i' = /7 + /7 + /7, '1' = 6 1\ ;; r , 

reqiiazionc di /■' avrk allora ia forma canonica 
F^iii -I' + ti '1=0. 
La conica polare /*', della retta ; rispetto ad F sari 

(6) fft (z, r/ + z, v; + z^ r,') 

+ 2 « (^, r, r, + z^ r, r, + z, r, r,i = o ; 

se s appartiene aIl'Hessiana // di F, esprlmetido che questa coaica 
si riduce a due punti X, Y, cambiando Z in /', c poncndo 

(7) f, = — 6m„\ y = w' + 2«', 
si trovera per equazione di H 

'i r,, « r,, « r, 
H=6 « r,, m !\. « r, 

ti V,, n V, , m V, 



t») 



1. + j I' = o. 



5i avninoo poi tra le coordinate ddia rctta x e quellc dei 
mtt ^ ed }' (i quali appartengono alla Cayleiana /■ di F) le re- 
lazioni 

»2 «^ =^,7, + r^y,. 2 n ^. = J-,>. +r,>,. 
accbi eliminaDdo le ^ c lc x; o pare le if e le j , cambiando }• op- 



pure X io %', e ponendo 

I) ? = i-/ + ^v + ^■,' 

/*= w" H, 6Q 
troveri per equazione di k 



1 = 6 1'_ r. r, 
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Apparisce da queste forniole clie le Cayleiane k delle divcrse 
lince di terza cUsse J^ di una scliiera sizigetica coslituiscono un 
fascio sizigetico di linee di terzo ordine, che lianno per (lessi co- 
niuni i poli armonici dellc tangcnti cuspidali comuni allc linee /", 
e qulndi quelle quattro ternc di punti e di rette, che con i loro 
vcrtici costituiscono ie terne sizigeltclie nella scliiera delle /•, con 
i loro lati costituiranno le terne sizigctiche nel fascio deile X-. 

Se Ic cubichey ed /■" sono associate, rHessiana /t di / coin- 
cidera con la Cayleiana k di F, c THessiana H di F con la Cay- 
K di /; il fascio sizigetico delle / e la schic:ra sizigetica 
lelle /■■ avranno quindi lc stesse terne sizigetiche di rclte c di 
punti, c per consegucnza rispctto ad una qualunque di questc terne, 
presa per tcrna fondamcntale, le cquazloni di / e di J^ avranno en- 
trambc la forma canonlca 
(I I) /=M'^ + JV']- = o, r= M -J- + «<»•= o. 

Dinotino / ed F una linea qualunquc di terzo ordine cd una 
linea quaUinque di tetza classe, appartenenti lispcttivamente a! si* 
smi sizigctici (^, ly), c ('!', I") nppresentati (variando M:A' ed 
: n) da queste cquazloni, c ciascuno dci quali i costituito dalle 
l!aylciane dclle cubiche dciraltro. Se le conichc polari (l) c (6) di 
Te di £ rispetto ad / e aO /'' sono armonichc fra loro si nvrk la 
ibnditione 



H'") 



(.)/»! + 2 .V«) (Z, !, + X,S,+ /., !|l = 



adunque se Mm -{■ 2 Nn = o, le coniche / ed F saranno associatd 
e quindi, per mezzo di questa relazione tra M:NtA m:n, peP 
ogni cubica / del primo sistema si determinera la cubica associata 
/i" del secondo sistema, e viceversa; i due sistemi stessi si diranno 
perci6 associali. Rimanendo poi arbitrarie/ ed F, Tequazione (l2)l 
sara tuttora soddisfatta quando il punto Z e \a. retta e appatt> 
ranno Tuno airaltra. 

Siano W, e Wj due qualunque dei flessi comuni allc cubicl 
/, w, e Wj le loro polaci armouicbe corrispoudenti ; saranno a 
Wj due delle tangenti cuspidaii comuni alle cubiche F, IV, e MJ 
loro poli armonici corrispondenti; siano inoltre «,, ttj le tangenti 
d'inflcssione di / in tV. e Wj, ed i^„ Uj le cuspidi di i^ su ic, e 
2Vj; se lc cubiche / ed /^ sono associate, la conica polare di W, 
rispetto ad /, che h costituita dalla coppia di rette («,, v,), sara ar- 
monica con la conica polare di Wj rispetlo ad F, che e costituita 
dalla coppia di punti {Uj, W,), sicche quella coppia di rclte sarj 
coniugata nspetto a questa coppia di punti; segue da ci6 evtdei 
temente (facendo che gli indici i e j siano i medesimi) che la tai 
gente d'inflesstone « di / in un flesso W passeri per la cuspide 
di F sulla tangente cuspidale w che corrisponde a quel flesso. 

Siano il punto W e la retta xv uno qualunquc dci flessi di 
e la polare armonica corrispondente, o cio che vale lo stesso 
la retta zv ed il punto W una qualunque deile tangenti cuspidi 
di F ed il polo arnjonico corriispondente; siano (v, v , v', v") 
Jati delle qualtro terne sizigetiche di rctte, nel fascio (7, i^), cl 
passano per W, e [F, V, F', V") l loro vertici opposti (apparti 
nenti quindi a w), o in altri termini siano {¥, V, V", V") i verbV 
delle quattro terne sizigctiche di punti, nella schiera {<v, 'I'), appar- 
tenenti a tc, e [v, v', v', v") i loro lati opposti (che passano quindi 
per W); per le cose dette 6 equianarmonico il gruppo G delli 
quattro rette {v, v, v', v"), come anche il gruppo ^ dei quatl 
punti {V, V, V", V"'y, siano [a, b) Je tangentt d'inflessione in 
di una cubica qualunque / del fascio (-1, D e della sua Hessiana 
ed [A, B) le cuspidi su di zc di una cubica qualunque F della 
schtcra (*, '1') e della sua Hessiana H; 6 chtaro che nel fascJo 
dclle tangenti delle cubiche / (di cui fa parte il gruppo G) le rette 
fT e ^ si possoiio intendere determinate dai valori dei parametri 
M-.N e P:Q (2) corrispondenti ad / e ad //, e che nella punteg- 
gtata delle cuspidi delle cubiche F (di cui fa paite il gruppo g) i 
puDti A & B s\ possono intenderc determinati dai valori dci para- 
metri »1;« t p:q (7) corrispondenti ad T^ e ad H. Ci6 postQ^ 



ndi 
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suppontamo che/, oppure F, si riduca ad una dclle tcme sitigeti- 

che dcl {»sc\o {-f, v), oppure dclla schicra (<F, T); dovia evtdentc* 

aienle coincidcre / con M, oppure F con H, ^ avr^ quindi la coit* 

dizioae 

(13) G= MQ — ArP=MiM* + 8 A") = o, 



OppUfC 



f = t» q — n fi = m{ih^ -\- 8 »') = o, 






^dG 



dg 



^ -rr, = O, oppure f -^ (^ ^ _i. = o. 



e per le formole (2) e (7) si avra tra i parametri M: X e P: Q, 

Ecmnqre tti : m ^ p:q, corrispondenti ad una cubica qualunque /, op- 
F^ ed alia sua Hesstana h, oppure H, ia relaxione 
Fer le notc propr:etk dellc fornie binaric, osservando che 1 
Ta.u^ri di M'.N, oppure di m-.n, che annullano la foroia biquadra- 
tica G, oppure g, sono quelli che determinano lc rettc (f, f', f", v""\ 
del gruppo G, oppure i punti [}', V , V'\ V") dcl gruppo g, Ic 
formolc (14) rendono manifesto che la retta b k Tasse armonico di 
primo grado di a, e qutndi a asse armonico di terzo grado di b, 
rispelto al gruppo G, oppure che il punto i> ^ il centro armonico 
di pnmo grado di A, e quindi A ccnlro atmonico di terzo grado 
di B, rispetto al gruppo g\ si vede da ci6 comc data la cubica /. 
o F, resti determinata, in modo unico, la sua Hessiana //, a H, t 
comc data !a cubica //, o //, si possano trovare tre cubichc /, o 
F, di cui I.i cubica proposta sia l'Hess)ana. Osservando che la tan- 
gcntc d'inl1cssioiic in uii Besso de]l'Hessiana di una Hnca di terzo 
ordine i^ tangentc alla cubica stcssa, si vedrk che le trc rctte a, assi 
armonici di terzo grado dclla rctta b rispetto al gruppo G, sono lc 
trc tangcnti condotte dal flesso W alla cublca /, ed i loro punti 
d'incontro con la polarc armonica corrispondente w saranno 1 ri- 
spcttivi pnnli di contalto, ossia i punti d'intersczione di tv con f\ 
analogamente, osservando chc la cuspide sopra una tangente cuspi- 
dalc dcll'Hessiana di una.linca di tcrza classe ^ un punto della 
cubica stcssa, si vcdra che i tre punti A, centri armonici di tcrio 
grado dcl punto B rispetto al gruppo g, sono i tre punli d'incontro 
dclla tangcntc cuspidalc ic con la cubica F, e le loro congiungcnti 
col polo armonico corrispondcnte IV saranno le rlspettive tangcnti, 
isia le tangcnti condotte da II' aj F, 

Stano/ cd /^ cubiche associatc; « la tangcnte d'inflcssione di 



f in W, cd U la cuspidc di F 



; per I 



: delte la rclta 



» passa pel punto [/, quindi osscrvando che la Cayleiana K di f 
THessiana f/ d\ F, e che la Cayleiana k di F b rHessiana k < 
si vedra che sc di U si prende il centro armonico di primo gra 
rispetlo a1 gruppo ^ csso sara la cuspide su di w delia Cayleiw 
^ di /, oppure se di u si prcnde Tasse arnionico di primo graiS 
rispetto al gruppo C esso sara la fangente d'inflessione in /F della 
Cayleiana K di F; se poi di 0' si prcndono i centri armonici di 
terzo grado rispetto a ^, le loro congiungenti con IJ' saranno lc 
tangenti d'inflessione in JJ"delIe tre cubiche / di cui la F sia la 
Cayleiana, oppure se di « si prendono gli assi armonici di terzo 
grado rispetto a G, i loro punti d' intersczione con if saranno lc 
cuspidi su di ly delle tre cubiciie F di cui la / sia la Cayleiana. 
Scguc da ci6 ehe per una cubica / di cui la cublca associata F 
coincide con la Cayleiana JC, la tangcnte d' inflcssionc w nel flesso 
W apparterri al gruppo IV [f, V, V", V"), e per una cubica F, 
di cui la cubica associata / coincide con la Cayleiana k. la 4 
spide U sulla tangente cuspidale w appartcrra al gruppo w (v, 1 

""' '■'"'■ 

f le formc binarie Hessiane rispj 



tivamente delle forme biquadrattcbe G e f (13), e con — J 

le altre forme btnarie che sono i detcrniinanti funzionali di [G, 4 
c di {g, s); sari 

^ ' 24 ^ ' 24 * ■" 

^ T= 8 A'" + 20 A"' M^ —M\ ^i = ^ «* + 20 «' ot' — 
o o . * 

Se la tangente b di h \n W coincide con una delle rettel 
del gruppo G, vale a dire se 1a cubica h si riduce ad una dey 
ternc sizigetiche di rette, questa cubica incontrer^ w nel punto t- 1 
«d in due punti coincidenti col punto /' del gruppo g\ adunq^ 
in tal caso dei tre assi armonici di tcrzo grado a d\ 6 rispetto a 
G, uno coincider^ con v, e gli altri due saranno coincidenti con 
1a retta WV, sicche una terna sizigetica del fascio («, '^) e Hcs* 
siana di s^ stessa e di due altre cubiche del fascio coincidenti con 
una di quelle cubiche / di cui Tassociata F coincide con la Cayle- 
iana A'; per questa cubica / si vedra facilmente clie le tangeid 
d'inf1essione nci tre flessi appartenenti ad un lato della tenia siztgl 
tica, che rappresenta la sua Hessiana h, concorreranno nel vertu 
opposto dclla medcsima terna. Inoltre, per le note proprieta dell 



forine iMnane bicjuadratiche, in tal ca^o il panmetro M: N che (te- 
tertaina la tangenle d' inAessione a di / in H' deve annullare Y Hes- 
siana ^ dell;i forma binaria G\ segue da cid che L'equazioiic 5= o 
determina il gruppo delle quattro relte W {l'. (", /"', l""). Final- 
mente, osscrvaudo che un elemcnto deirHessiana di una forma bi- 
naria biquadratica forma con i suoi tre elementi atmonici di terzo 
grado, rispetto alla forma, un gruppo equianarmonico, si vedra cbe 
per ciascuna dcile quattro cubichc /; di cui Vassociata J' coincide 
con la Cayleiana K, il gruppo di rette costituito dalla tangentc d' in- 
flessione in un flesso W e dalle altre tre tangenti condottc da il' 
ad / (c quindi il gruppo costituito dalle quattro tangenti condotte 
ad / da un suo punto qualunque) e equianarmonico, sicche le cu- 
biche /sono le cubiche equianarmoniche del fascio (9, y). 

Analogamcnte si troverk che una tcrna sizigetica della schicra 
(•■>, <f*) t Hcssiana di sh stessa e dl due altre cubiche dcUa schicra 
coinctdenti con una di quelle cubichc F di cui l'associata / coin- 
cidc con la Cayleiana k ; pcr questa cubica P le cuspidi sulle trc 
tangenti cuspidali concorrenti in un verticc dclla terna siiugctica, 
cbc rappresenta la sua Hessiana //, appartcrranno al lato opposto 
della mcdcsima tcrna. II paramctro m : tt clie detennina la cuspide A 
di/="su ;i' annnilera rHessiana j di ^, c Tcquazionc j = o dctcrmi- 
ncra il gruppo dei quattro ptinli .\' {v, v, v", v'"). Finahncnle queste 
cubichc /•■ saranno le cubichc equianarmoniche dclla schicra {^V. '1'). 
La forma canonica deirequazionc di una cubica cquianarmo- 
nica t la somma di trc cubi. 

Se per niczzo della relaKionc Mm -[- 2 Nn = o, che ha luogo 

_fra i parametri M: N ed m:tt che dcterminano la posizione di una 

Bntta tt pcr \V e di un punto U di m che appartcngono Tuna al- 

^^&Stro, si elimini il pnmo, oppurc il sccondo, di qucsti paiametri 

^6all' cquazionc S = o, oppurc da * = o, si trovcrii g = 0, oppurc 

^/=0; in confcrma della propricti che le formc binarie Gtg 

(csprcssc con le stesse variabili) sono l'Hessiana Tuna dell'altra. 

■T Supponiamo chc la cubica / c la sua Hessiana /1 siano tali 

^Hfiie, per lc loro cubiche associatc F ed //, sia anche // l'llcssiana 

^^mJ^; Sirh i relemcnto armonico dt primo grado di a rispetto al 

^Hnippo G, c B I'eIemento armonico di prinio grado di A rispetto 

^^Sigruppo g, quindi siccome A apparticne ad « e ^ .ipparticne a 

^Kit U parametro ;1/:.V, o tn:n, chc detcrniiiia a, o A, dovr^ an* 

nullare il detcrminante funzionalc dclle due forme G c g, espresse 

entrambc in MiNom tn-.n, valc a dirc il determinante funzio- 
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iii tal caso (per le note proprieta delle formc T c t) anche a,\ 
A, k V elemeRto armonico dt primo grado di i, o di B, rispetffi 
al gruppo G, o g (sicclie si avri anche per b, o B, la condizionc 
T=o, o t = d), quindi ciascuna delle cubiche _/" o A coinddera 
con !'Hessiana dclla sua Hessiana h, o H. Finalmente osservando 
che ciascun etcmento di T, o di /, forma con i suoi tre elementi 
armonici di terzo grado rispetto a (7, o a ^, un gruppo arroo* 
nico, si vedri che le sei cubiche f F, per le quali si lia T= 
o t=o, sono le cubiche armoniche del fascio (9, <}}, o della schiJ 

Ciascuna delle equazioni T=Q, t = 0, si cambia neiraltl 
eliminando il parametro Jil: N, o m : », per mezzo detla relaztol 

Mm -\- 2 A'« = 0. 

3. Consideriamo le cubiche 

(I j / = J/(k/ + v,^ + f,') + 6 Ni\ V, Vj = J/? + ^ -l- = c 

/r= ,„ (r_J _|_ ^^» ^ ^^'j _|_ 6 n ^^ r. F, = w * + « T = O, j 

appartenenti rispettivamente ai sistemi assoctati (p, ^) c (*, T). 
coniche polari del punto Z e dclla retta 2 rispetto ad / ed J 
avranno per equazioni 

(2) M{t, v' + Z, l'/ -f 2, V^) 

-j- 2 N{l^ 1\ l'j + Jj t'j V, + 2, U, Ujl : 

'« (^, ^/ + 2. f'.' + ^, ^■'j') 

+ 2 » (z, r, K, + z, r, F, + z, f , r,) = o, 

ed in coordinate di rette, o in coordtnate di punti, le loro equai 
saranno 

(3) {M' z, a, — A" z ') r,' + , . . 

+ 2 [N' 2, z, — MNz,') f, r, + . . . =0, ' 
(»«' Z, Zj — n' Z^) 1'^' + . . . 

+ 2 («' Z, Z^ — mn Z^) », t', + . . . =0, 

Ordinando queste due ultime equazioni nspetto alle x, o 1 
Z, e poi carobiando z t Zia v e f , e viceversa, si avra 

(4) — {N' Z; + 3 MNZ, Z^) I',* + . . . 

+ {M' Z' ~\-zN'Z^ Z^) V, ■y, + . . 

-[,/2,= + 2«/,2,2,}f.' + ... 

+ («' 3,' + 2 «' 2, 3,) r, f, + . . 



Come i noto, ]a prima dclle equazioni (4) rappresenteri la 
polare conica della retta z rispetto alla cubica /, cioi il luogo det 
poli det!a retta a rispetto alle coniche polari dei suoi punti nspetto 
ad /, o il luogo dei punti di cui le coniche polari rispetto ad y 
toccano 3: aiialogatnentc !a seconda delle cquazioni (4) rappresen- 
tcra !a polare conica del punto Z rispetto alia cubica F, cioi rinvi- 
luppo dellc polari del punto Ji rispetto alle coniche polari delle 
rctle che passano per esso rispetto ad /~, o Tinviluppo delle rette, 
di cui le coniche polari rispetto ad F passano per Z. Ci6 posto; 
considerando due cubiche / ed /' dcl fascio (9, y), supponiamo che 
la conica polare del punto /^ rispetto ad /' (in coordinate di punti) 
sia armonica con la conica polare di ^ rispetto ad / (in coordinate 
di rette), vale a dire che si possaoo alla prima conica iscrivere teme 
di punti coniugate alla seconda o alla seconda conica circoscrivcre 
teme di rette coniugate alla pHma; dovendosi annullare perci6 Tin- 
variante simultaneo dcUe duc coniche, di piimo grado nei coefficienti 
dclle loro equaziuni, si avra la condisione 
/ = — 2 {Af N' +2N' MN) * 

+ (J/ M' + 2 A'' A'') *^ = //; 9 -I- A', -t = o, 
^cchc il luogo del punto Z sar^ la cubica /, del fascio (p, i^). Si 
rri intanto tra i paramctri M:N, M':N' ed M^-.N^, chc detcr- 
ninano nel fascio le tre cubiche /, /' ed /^ la relnrione 
|(5) M' .■!/, iU" + 2 {M' N, + A" M,) N' -f 4 ^V N, M N 

= J_f^/' A4..V' j£.\f,W JL + n~]g = o: 

e da ci6 chc le tangenti «, «' ed u, di /, /' ed / in uno qua- 

loque Il'dei loro flcssi comuni sono tali che s ed u' sono coniu- 

^te armoniclie rlspctto alla coppia degli assi armonici di secondo 

grado di u rispctto al gruppo G: requazione (5) esscndo simme- 

trica rispctto ad M' : N' ed M,: i\ la relazione fra te cubiche/' 

tf, 6 reciproca; se /' ed /, coincidano in una stessa cubica /,' 
it allora w,' assc armonico di secondo grado di », c quindi m 
e ar monico di secondo grado di i/,' , rispctto al gruppo G, aicche 
sara rcciproca la relazionc fra Ic cubiche / cd /'; finalmcnte se/,, 
o /', coincidc con /, «' o w,, diverrji asse armonico di primo grado 
di « rispetto al giuppo G, c quindi /', o/,, sari THcssiana di /, 

La cubica /, ^ indcterminata, valc a dire Z pu6 csscrc un 
punto qualunque, quando si hanno le condizioni 

M'N'-\-2N'MN=^o. ed M' M' ■{• 3 N' N' ^ o. 




/ sara allora una delte cubiclie equiaiiarmoniclie dcl rascio (^, i), < 
/' la tema di rettc che nc i l'Hessiana, 

Sia la poioconica della relta z rispetto alla cubica /, artnoni 
con 1a conica polare del punto .^'(in coordinate di rette) rispetto a 
stessa cubica; si avr^ la condizione 

N{N' — AP) [Z, 3, + if, «, -[- Zj ij)' = o, 
sicch^ iii generale il punto Zdovra appartenerc alla retta s, o via 
versa; ma se la cubica / ^ equianannoiiica il pitiito e la retla soi 
indeterminati. 

Analoghe considerazJoni valgono per le cubiche F della schiej 
(*, "f)- 

Supponianio ora che la conica potare del punto Z rispeU 
a!la cubica /' del fascio (p, <^] sia annonica con la polare coniq 
dello stesso punto rispetto alla cubica F della schiera associata ( 
1); si avia come locale del punto Z la cubica/, del fascio (ji, 'f) raa 
presentata daU'cquazione 
/, = (N' m' — M' m') ? + (N' «' — J/' in »} ■]> = Af, '^ + iV, 1 = 

e quindi tra i parametri »t : n, M' : N' ed M, : N, che determtnaii| 
le tre cubiche F, f cd / si avra la relazione 

(6) M' M, m n — [M' N\ + .V M^) n' -f N' N, m' = 0. 
Ora se 

F' = m' * -|- «' 'F = o, cd F, = m, * -|- tt, T = o, 
sono le equazioni delle cubiche della schiera (*, V) associate tispd 
tivamente alle cubiche/' ed/,, si avranno le relazioni 

M' m' 4- 3 N' «' = o, ed M^ m^-\-2 N^n, = 0, 
onde eliminando da (6) M' :N' ed M^iN^ vcrri 

(7) w' w;, m' + 2 (;«' «, -\- n' tii^ «' + 4 «' w, m n 
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equazione dcl tutto simile a (S); adunque se le cubichc F, F' ^ 
F, deila schiera (*t, T) sono tali che la conica polare di una I 
gente quatunque z di F^ rlspetto ad F (in coordinate di punti) ! 
armonica con la conica polare di z rispetto ad F' (in coordinate l 
rette), sicch^ siano le cuspidi W ed U^ di /^ ed F,, sopra una tad 



ite cuspidale comune jv, punti coniugati armonici rispetto alla 
ippia dei centri armoaici di sccondo grado della cuspide [/ di F 
) al gruppo ^, e sono ./" ed J\ le cubiche associate di J'' 
si avra che la conica polare di un punto qualunque /f di ^^ 
(in coordinate di punti) rispetto ad /' c armonica con la polare co- 
nica di Z rispetto ad F. Viceversa se ic cubiche /, /' ed /, del 
tascio (^. 4") sono tali che la conica polare di un punto qualunque 
if di /| rispetto ad / (in coordinate di rette} sia armonica con la 
conica pot.ire di 2 rispetto ad /' (in coordinate di punti), sicchfi 
siano le tangenti u ed h, di /' ed /^ , in un ftesso comune IV, 
rette coniugate armoniche rispetto alla coppia degli assi armonici 
dt secondo grado della tangenle d' inflcssione u di / rispetto al 
gruppo G, e sono F' ed F le cubiche associate di/' ed/, si avri 
che la conica polare di una tangente qualunque di F^ (in coordi- 
nate di rette) lispetto ad F' h armonica con la polare conica di 2 
rispetto ad /. i 

Sc u ed Kj sono rettc coniugate armoniche rispetto alla coppia 
degli assi armonJci di secondo grado di « lispetto al gruppo G, e nello 
stesso tempo {/' ed W^ sono punli coniugati armonici rispetto alla 
coppia dci centri arnionici di sccondo grado di 0' rispctto al gruppo 
^, le cubiche /' ed/,, e Ic loro associate F' ed F^ avranno rispetto 
alle cubiche/ ed F (sia.no o no queste associate) ambedue le pro- 
prieta di cui sopra si ^ trattato. 

Ponendo le condizioni 



JVn 



^Bl modo che ad 



-M'i 



-«') = 



, ed 
ed 



N'K' — Jrmn 
,V(.V'' — vT/') = 



= 0, 



tisponda 



.V = o, N'=Ar,^ N' = l 



N' = M't, 



!a conica/ risultera indeterminata ; adunqiie le cubiche equianarmo- 
niche/' cd F 6ai sistcmi (-p, i) e (<I>, 'l) si possono far corrispondere 
tra loro in modo che per un punto qualunque Z la conica polarc ri- 
spctto ad /' sia armonica con la polare conica dello stcsso punto 
rispetto ad F. Analogamente per lc stesse cubiche equianarmonicbc 
' ed/ dei sistemi {'I», t) c (9, i^), corrispondenti allo slesso modo 
\ lorOi la contca polarc di una retta qualunquc x rispctto ad F' 
ira armonica con la poloconica della stessa retta rispctto ad/. 

Le proprictii precedcnti relativc alle cubichc /', f^ cd / rcggc- 




ratmo ancora sostituendo alla cotiica polare di un punto Z rispi 
ad y {in coordinate tlt rette) raltra conica che e rinviluppo del 
rette che segano le coniche polari di Z rispetto a due altre cubicl 
/" ed/ del fascio (9, li) in quattro punti armonici, ed alla poloci 
uica di una retta s rispetto ad/ Taltra conica che e il luogo dei 
punti di cui lc coniche polari rispetto ad/" ed/^ incontrano la retta 

z in quattro punti armonici, quando le tangenti u, k, , «", w, delle 

suddette cubiche nel ilesso comune W formano un gruppo di qua 
tro rette armonico col gruppo G, vale a dire, quando due qualui 
que di quelle tangenti, per csempio, u, u^ siano coniugatc armoD 
che rtspetto alla coppia degli as<;i armonlci di secondo grado di l 
rispctto alla tema degli assi armonici di terzo grado di u" rispetl 
al gruppo G. Si ha in tal caso la relazione 
(8) M- M^ M" M, + 4 (M- N, + N' M) N" N, 

4- 4 (vl/" K + ^" K) ^ ^, 
d 



--./.) 



(«•,^+^-^)(^.7^ + ^^-;^)'^=°- 

Aaalogamente per quattro cubiche F', F^ , F", F, della schief 
associata (*, U). 

Finalmente osserveremo che ia conica polare di un puoto qua 
lunque Z rispetto alla cubica/ (in coordinate di rette) e la polai 
conica dello stesso punto Z rispetto alla cubica F coincideranno fj 
loro allorch^ si hanno le relazioni 



M' 



onde 



iV 2 M ;V 



M(Af' + 8iV') = o. ed w(«i' + 8b') = o; 

sicch^ le cubiche / ed ,/^ si ridurranno alle terne sizigetiche di retl 
e di punti; esse si corrisponderanno fra loro in modo che per 
M=o, M = — 2N, M=—2Nt. M = — 2Nt; 
si abbta 

m = o, wi = — 2 H, tn = — 2 « E% m = — 2 « s ; 
iit tal caso anche la conica polare di una retta qualunque s r 
spctto alla cubica F (in coordinate di punti) e la poloconica ddl 
stessa retta z, rispetto alla cubica/, saranno fra loro coincidenti. 

ROH, lluEDO iGn' 
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GENERATION, AND PROPERTIES OF THE GENERAL COMPLEX. 

1. From the general definition* of a correlation between two 
planes a, p it foUows that if the line a corresponding, in the for* 
mer, to a point B in the latter, pass through any point A then, 
conversely, the line b corresponding to A will pass through B, Two 
points A, B so situated are termed conjugate points of the corre- 
lative planes. In like manner two lines a^ b in these planes, are 
said to be conjugate lines when either, and consequently each, con- 
tains the point which corresponds to the other. 

2. Each point of one of the two planes a, ^ being conjugate 
to every point in its corresponding line, the total number of pairs 
of conjugate points in a and ^ will be triply infinite, and the lines 
which^ individually, pass through iwo conjugate points will constitute 
a complex C 

I propose to consider the complexes which may be thus ge- 
nerated. Their nature and singularities will, clearly, depend upon 
those of the correlation established between the planes, as well as 
upon the relative positions of the latter. Unless the contrary is di- 
stinctly stated, however, no exceptional character is to be as- 
signed to the correlation or special positions to the correlated 
planes. 



• On the correlation of two planes, Proc. of the Lond. Math. Socicty, 2874. 
Vol. 5, p. 40. 



3- To the intersection ot p of the two planes will coiresp* 
a point Ao in a, and a point Bo in ?. These points are the centrt 
of two homographic pencils, the corresponding rays of which a( 
conju^jate Hnes of the correlation. Of two such corrcsponding ray 
each meets the intersection a.[i in the point which corresponds t 
the otherj they determine upon a p, therefore, a pair of conjugat 
points of the correlation, as well as a pair of corresponding pointa c 
two homographic rows. From the last mentioned property it fol 
lows, by a well known theorem, that t/icre are ahvays Iwo, real 
coincident, or imaginary, points C^, C^ in a |i (if more than two an ia 
finite number), wilh each of which two conjugate points coincide. The! 
will be termed the self-cimjugate points of the correlative plane: 
and tlie conjugate rays of thc pencils {A^ and (^o) which ; 
through C^ and C^ will be denoted by it,, i, and a^, bx, respe< 
tively. 

4. If, in place of Ar, and Bo, any two points A and B wha 
tever be taken as the centres of two pencils whose correspondta 
rays are conjugate lines, the latter wili again meet the intersectioi 
«[4 in corresponding points of homographic rows, tJiough thes 
will not, in general, be conjngate points. As before, however, tll 
homographic rows in « (i wiU have two double points, through ead 
of which two conjugate lines of the pencils {A) and {B) will pas 
From this we at once conclude that through an arbitrary line ^71 
pass two real, coincident, or imaginary, planes each of whicli con 
tains a pair of conjugate lines. In othcr words the envehpe of t 
plane of ttco incidcnt conjugate lines of the given correladve plane. 
X, ^ is a surface of the second class. 

j. This theorem is identical with the well known one of Scy 
dewicz;" since the plane of two conjugate lines is, of cours^ 
identical with that which contains a line and its corresponding 
point. We will denote by 5' the quadric surface thus generated- 
It obviously touches thc given planes a and p io A^ and Ba, and 
passes through each of the self-conjugate points C,, C, ; indeed it 
contains wholly each of thc four lines a,, a^, b,, b^ , since eactt 
corresponds to the self-conjugate point tlirough which it passes, and 
therefore each is conjugate to every line, in the plane to which i6 
does not belong, that passes through that point. 



* Gruncrfs Archio. 
AbilieiluQg, 1S68, p. 16. 



I. 9, p. i}8. See oISD Rtyi'i Geomelric ilc Lagt, Zwell 



6, If the arbitrary points A and H of art. 4 correspond, re- 
tively, to the iines b' and a in which tlie glven planes p and 

a arc intcrsected by an arbitrary plane ;;, any tivo corresponding 
rays a and b of thc homographic pencils {A) and {B) wiU cut d 
and b' in two points A and 5 which are not ooly corresponding 
points of t\vo homographic rows, but also conjugate points of the 
given correlative planes, sincc to each corresponds the line which 
passes through the other. The line AB. therefore, belongs to the 
complex C uoder consideration and it has for its envelope a conic 
c' which touches d and b' in the points conjugate to the intersec- 
tioo of these Hnes, lo other words tke compUx C is ef the second 
degree and includes every line situated either in the plane % or JJ, at 
-iveil as every line which passes eithcr through the self conjugate 
point C^ or C*. 

7. We have already seen that to each of the conjugate hnes 
a, b corresponds the point B, A in which the othcr picrces the 
plane s. The planes {A b) = {A B B) and {B a) = [B A A'), there- 
fore, whose common intersection with the arbitrary plane " is the 

iplex-line A B, are tangent planes of the quadric S' generated 
the given correlation (art. 5)- Hence we infer Ihat tbe comp/ex- 
any plane - is the common intersectton, with that plane, 
«f tke tivo cones, circumscribed to the quadric 5'. ivhick have their 
vertices at the points, A and B, corresponding to the iines, b' and d, 

^which the given planes, ^ and «, are cut hy t., 
8. The two tangent plaoes to the quadric S' which pass 
ough thc hne A B' joining the vertices of the above circum- 
scribe'd cones, bcing common tangent ptanes to the latter, obviously 
cut TT in lines, each of which is a tangent, at a common point, to 
the complc.K-conic c^ as well as to the quadric surface 5'. The 
abovc two planes, morcover, are tlie only ones which ccntain a 
pair of conjugate lines of the pencils {A) and {B). Kence we con- 
cludc that every complex-conic e' has donbU contact with the qua- 
drie S', and the common tangents are tfu only tivo lines in the plane 
Ti of that conie whick individitally connect a pair of conjugate points 
corresponding to incident conjugate lines of the given correlation. 

9. In e\'cry plane - passing through the potnt^ Aa and Bo 
which correspond to sTp, the complcxconic <• touches, ai ikese 

• Pllt<kcr, in liis Ntu€ Gtomclric dii Ranmii (p. J09, *n. (Ij), brtcfly refer- 

p[ » poinu ond plaoci of 4 coinplcx haviog ihc pcopcr6cs of C,, C,, ■, jS 

t Ihem « auspitnhtitu I'uncte iind Eber 
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points, the quadric S' ; for the vertices of the two circutnscribec}! 
cones lie in ati, and their common tangent planes are the planeaa^ 
% and p themselves which, as we have secn in art. 5, toudi S* ia« 
A^ and B^ . 

10. Should TT be itself the plane of a pair of incident cob- 
jugate lines a\ b' , in other words be a tangent plane of the quadritf' 
5=, the points B', A which respectively correspond to them " 
lie in the Unes l>, a themselves, and the homography of the peiw 
cils {A) and (fl'), whose corresponding rays are conjugate linesi 
will be of an exceptional character*; that is to say to every raJ 
a of {A), not coincident with a wiU correspond the ray #' of (£'» 
whilst to d itself will correspond an indeterminate ray b oi (£"). Th(l 
complex-lines of this plane therefore, will all pass eitlier througlr 
A or B', and the two which by art. 8 ordinarily touch the quadric 
S' will coincide in A B'. In short f/tf compUx-cottic in every tangettt 
plane of the quadric S' degenerates to a point-pair, whereof the poitU 
correspond to the conjugate lines iit which the plane cufs a. and p 
are coUinear with ike point of contacl of that plane. 

11. Thc only other case where degeneration occurs in a com 
plex-conic is when the plane t: thereof passes through one of th^ 
self-conjugate points. Two corresponding points of the homograplii) 
rows in a' and b' then coinclde in the self-conjugate point {a' h"A 
and by a well known theorem the complex-Iines joining the r 
ning pairs of corresponding points in d and b' are concurrent. Tld 
point of comurrsnce, togetker ivitk the self-conjugate poitit, cottslituA 
the point-pair to wMch the complex-conic now degenerates. 

This result may be conlirmed, and tlie position of the*poind 
of concurrence determined, by aid of the theorem in art. 7. FoJ 
since the line d passes through a self-conjugate point, the point Bm 
corresponding to the fonner, must lie in the generator of 5' whicl| 
corresponds to, and passcs through t!ie lattcr (art, 5). This being thJ 
case the cone circumscribed to 5', and having S as vertex wilf 
break up into the pair of generators of 5" which proceed from j 
But by the theorem above referred to, this cone cuts the plane 1 
in its complex-conic. Not only is the latter a point-pair, therefore, c 
already stated; but tlte poinls tJiereof lie on the quadric S'. 

12. The connector of the points of the complex-point-pair ia 
any plane 1: through a self-conjugate point is thus seen to be, i 



• On tbe dtgentrale Ferm of Cotiics. Proc. of Lond. Math. Society, : 
Vol, 2. p, 167, art. 4, 
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^HpMra], uttiquely detennined. The ooly exceptions are wben tlie 
^^^ftne touches 5' in a self-conjugate point, and whcn it coincides 
with ooe of the given planes x, ^. In the jirst of thoc cascs the 
points of the cocnplex-point-patr coincide in t!ie scir-eonjugatc point, 
aod iheir connector becoines inJrterminaU in iHrectitiH. Such a plaoe 
b termed a douhle ptane of the complex. * In tbc seconJ case tbe 
connector is -whaliy inJeterrmnate ; for every line in the plane * oc 
- bctng a complex-Une (art. 6), ever>' pair of points in the pUnC 
niay be regardcd as a complex-poinl-pair. 

13. Conversely every line through a self<on]ugate point is, 
in general, the conacctor of the points of a complex-point-pair in 
ooc and only one plane -. Tbe poiats of tbe point-pair arc its in- 

^^prsections with S'i through them pa&s a pair of generators which 
^^■ersect in a point A' (or B) of z (or '^), and the line i' (or a) cor- 
^^Eqwnding to the latter, in the given correlation, lies in. and de- 
tennines -. The only exceptions are the linc » f^ and the four gene- 
rators «,, rt, . ^^, ^^, each of which is a douiU line of Ihe complex 
since it connects the points of the complex-point-pair situated in 
every plane which passes through it. ** 

14. Although the nature and singulanttes of the complex C are 
readily deducible froni the foregoing analysis, it will bc instructive 
to consider the subject frora anothcr point of view. By projccting 
the points and lines of thc plaues x and 'it from any point /' tn 

^^tace we obtain two concentric pencils (Z',) and (P^, each consi- 

^Hfaig of Itnes and planes. Between thein an ordinary correlation 

^^Bll exist, provided Ihe correlation betwcen x and ^ is of an ordi- 

^^mry ^tind, and P ts not situaleJ in ettker of these planes. To any 

line p, through P, considered as a ray of (P,), that ts lo say as 

pTOJecting a point A in «, will correspond the planc t:, in {P^ 

liich projects the line i in ii corresponding to A ; and to the samc 

E p considered as a ray of (/•,), projectiog a point B in p, wLlI 

Espond tbe plane x, , which projecls thc corrcsponding line a in 

b And in like manncr to each plane -, through P, will correspond 

Iray p^ or p^ according as that plane be conceived to project a line 

< or one of x \ tbat is to say, accordtng as :; is regarded as a 

plane of the pencil (/*J or (/",). 

15. Should the two planes ::, and tc, which thus correspond 
t a ray p coiocide in onc and the same plane t. then, obviously, 



* PlQckcr, loc. cit., p. )oS, on. }ii. 

• Plitcker, loc. cit., p. JO9, irt. \\\. 
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tiie lines ;», snd p^ which correspond to this plane t: witl coincidd 
in one and the saroe ray p and vice-versa. 

Should a line p lie in either of its corresponding planes T.,k 
::,, it will neccssarily lie in both; it will in fact pass through a paifl 
of conjugate points of oc and |i, aiid consequently be a line of th^ 
complex C. 

Lastly should a piane ir pass through either of its two cor^ 
responding lioes/»,. p^ it will necessarily pass through both; it wiUj 
in fact, cootain a pair of incident conjugate lines of a and I 
therefore be a iangent plane of ike quadric S'. 

Tlie convcrse of cach of the last two theorcms is obviously true] 

iG, Hence the comp!ex-cone c' at the point P, which 
art. 6 must be of the second order, and the circumscribed cone ■; 
at P to the quadric S' correspond to one another. as correlafi, 
figures, in tv\'0 distinct ways, but always so that the generator < 
the former and tangent plane of the latter to which it corresponda 
are mutually incident, 

We may add that every complex-cone & passes through the self 
conjugate poinls C,, C^. 

17, It foUows at once trom the double relation just rcferred 
to, that the complex-cone (? a7td tke eircumscribed cone ^' 
point P have double contact wilh eack otker. In fact if p be one < 
tlie common generators of the two cones, the two planes ::, an^ 
T.^ which pass through, aiid correspond to it will nccessarily coin- 
cide in the tangent plane -^ of the cone o' which has / for its ge- 
nerator of contact, But undcr thcse circumstances, as already indi> 
catcd in art. 15, tlie two lines />,,/'. which correspond to, and li« 
in n, as well as in <?', will also coincide in the generator p\ ifli 
other words the cone c' will Ukewise be touched by the same plaDH 
t; in the same generator p. ■ 

18. It should be noted that each of the two generators, aloofl 
which the complex-and circumscribed cones at P touch each othen 
obviously passes through a pair of those conjugate poinls of ot anfl 
p to which incident conjugatc lines correspond (art, S). They srd 
the only complex-lines passlng through P which possess this prol 
perty. Each, as shown in art. 10, passes tlirough the points of ■ 
complex-point-pair, and touches the quadric S'. I 

At a point P on the line A^B^ (art. 3) tlie complex-and cIm 
cumscribed cones obviously touch each other along tlie generatoia 
wliich join /"10 ihe selfconjugate points C^, C, . I 



rg. Thc coRipl«x-and circumscribed cones c' and ■3» at any 

^oint P (not in x or ^) being coirclative figures (art. 16) tlie dege- 

neration of either will necessarily involve that of the otber. Thus 

the formcr wi!l break up into a pair of a planes whencver the 

latter breaks up into a pair of lines, that is to say when thc 

point P is on the quadiic S', and wlienever this accurs the in- 

teraection of the pair of planes will lie in the plane of the pair of 

lines. Hecce at tvery point P of the quadric surface S^ the complex- 

cofu degenerales to a plane-patr iv/tose planes are coUinear with tht 

tangent plane at that point. Thc iiitersection of tlie planes of this 

plane-pair obviously coincides with the connector of the potnts of 

the point-pair to which the complcx-conic in thc langent plane 

^^t P degenerates (art, 10). It is, according to Pliicker, a singular 

^Hktf of the complex, the tangent plane and the point of contact 

^HRreof being tts associated [zugeordnete') singular plane and singular 

^point. • 

20. To the points P of the planes x and ^, and to these points 
solely, the conclusions of the preceding art do not all apply; the 
reason being that the correlation between the pencils (/',) and (/*,) 
becomes excepttonal when their comraon centre is situated in either 
of thesc plancs. 

The pencils now possess, in fact, a pair oS. singular planes;'"' 

one of tliese being the planc a or fl in which P Hes, and the other 

^^he tangent plane of 5' which passes through P and its correspon- 

^^hg line io [1 or k. With these singular planes coincide, respect- 

^^Kly, the two planes 77,, 77, corresponding to any Irne p situated in 

^^roither of them; no such line, of course, can be a coraplex-Iine, 

since it lies in neithcr of its corresponding planes (art. 15}. But to 

a lioe p situated in cither of Uie two singular planes correspond 

plancs TVj, T.^, of which one coincides with the siiigular plane in 

question, whilst the other is an indeterminate plane through a defi- 

nite line p in the singular plane associated with that in which p is 

supposcd to be situated. Of these two lines p and /}' one necessa- 



• Loc. cii,. p. [07, art. )ii. In ordcr to indicate tbc orieio of a singuUr 

t will be conveDieni occasionally to rctain ilic expressions « iiitersection d 

E pldnes oO 3 planc-pair ■ and » coDaecior of (ihc poinu of) a poim-pair. ' 

\ doing so, howc\'Cr, thc ihrec words bctween btickets will, for brtviiy, be 

" Bctwcen any plane sections o( two auch pencils wc shoulii havc ilie cxcqi- 
1 eorrcUtion wlih siagular tines dcicrlbcd in tny paper ■ O» terttlation ef 
•s (loc. cit. p. 44. an. (6.) 




rily passes through the point which, in the given correlation, cor4 
responds to the other, and the indeterminate plane, in one o/ its posim 
tions, passes through both and thus touches S'. In short although tit 
complex-cone at every poiiit in the plane a or {J breaks up iitlo tiai 
plaite and the tangent plane of S' wkich passes through the poinl «J 
guestion and its corresponding line in % or «, the circumscribed eon 
at ifie poinl docs not {as in art. 19), in general, dtgenerate. 

21. The intcrsection of the planc-p^r to which the complei 
cone at a given point of « or ^ degenerates is, in general, uniquelu 
determincd. 

The only exceptions are whcn ihe point coincides with Aa 
Ba (art. 3), and when it coincides with one of the self-coniugatd^ 
points C , C^. In the first case the point A^ or £0 is a douhU poitU 
of the coniplex; that is to say, the planes of the complex-plane* 
pair thereat coincide, 1* a or p, and their intersection becomes i' 
terminaie in direction. * 

In the second case this intersection is whoUy indetertninate ; fon 
every line through a self-conjugate point being a complex>Iine j 
every pair of plaoes through it may be regarded as a comple)» 
plane-pair. 

22. Conversely, a given line in the plane a or fl is, in general 
the intersection of a complex-plane-pair at a definite point thereofd 
at the point, in fact, which corresponds to the hne wbich is cQa.4 
jugate to, and incident with thc givcn one. The only exceptioni 
are, as in art. 13, the lines a [i, »,, a^, b^, b^, each of which is 1 
dottble line of the complex, seeing that ihe planes intersect in it whicl|| 
constitute tlie complex-plane-pair at each one of its points. " 

23. The singular surface of a complex of the second degre 
as Pliicker has shown,*** is of the fourth order and class; it is i 
once the locus of a point [singular point) at wliich the complex-cond 
degenerates, and the envelope of a plane {singular plane'] in whid 
the complex-conic breaks up. For thc complex C, under considtrt, 
tion, the singular stir/ace obviously breaks up into two surfaces of l 
second order and class; one being the quadric S' generattd by thk 
given correlative platies cc, ^, and the other tke degenerate quadric cot 
sisling of tkese two planes, and tke two self-conjttgate potnts C , i 
situated in their intersection. 
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34. The itHgular lines of a cocnplex of the second degree 

, in gencral, &a irreducible congrucnce of the fourih order and 

; each line being at once an iiitersection of a complex-planc- 

, and a connector of a complex-point-pair, For tfu compUx C, 

'Vtr, this (oiigruence (4, 4) of siiigular Uties breaks tip iiito five 

■s; two being of Ihe order I and class o, two ef tke order O 

, and one of the order 2 and elass 2. The lines of each 

"ongruence (i, o) pass through one of tlie self-conjugate points C,, 

C^; they are ordinary connectors of complex-point-pairs, but excep- 

ttonal as intersections of complex-plane-pairs. The Itncs of cach 

congruence {o, l) fiU one of the given planes a, p; they are excep- 

tional as connectors, but are ordinary intersections. The hnes of 

the congrucnce (2, 2) alone are froper singular lines, each being at 

'ncc a connector, and an interscction of the ordinary kirtd. They 

■rcsent themselves as Unes passing, individually, through the pohtls 

^^ikich correspond to a pair of incideiit and conjugate Unes of tlie cor- 

^^tMatijv planes, and it has been aheady shewn, in arts. S and 18, 

^^Bkt two of them lie in an arbitrary plane -, and two pass through 

^To arbitrary point P. 

Thc quadric 5* is touched at each of its points by one, and 
in general only one, of these proper singular lines; thc only cxccp- 
tions being tlie four points A^, B^, C^, C^ at each of whtch S* is 
tonchcd by a pencil of thcm. The quadric 5', in fact, forms a con- 
stituent part of the focai surface of the congruence (2, 2) under con- 
sideration; its residual constiluent, as will be seen in art. 38, beJng 
another quadric i."' wbich passes, with .S', through the double lines 
^j, <*,, ^j of tlie complex. * 
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25. Between the incident conjugate IJiies a, b of tbe correla- 
tive planes a, fl a quadric cerrespondence exists; that is to say, to 
: a (or^) corresponds one and only one Une b (orit), whilst 
: lincs which pass through a point /• in a (or f;) correspond 

* Tbe coniplci O which iwo correUiivc pUo» generatc, is Ideotical wiih 

I dcscrlbcd by Weilcr !n ari. ij of liii valuable Mcmoir 0» tbt various Hudt 

mpiMti of thc iieond Hegrei (Malh. Annalen, 187^, BJ, VIl, p, 177). I am rc- 

ined liy tlie Auihor 10 itate, howevcr, tliai thcre, as well 11 ai p. ig£, Ihe sin- 

: aurracc or ihe complcx 15 crroDcously dcscribcd u brcaklng up inio • a 

: of ihc second dcgree, togcUicr with two of its polnii, and the ungcni 

I tb/sc painlt ». 



lincs in p (or a) which envelope a cottic, — the trace, in fact, of tl 
cone circumscribed to the quadric surface 5= at the point P in qu«|^ 
stion. Every such conic corresponding to a point in a. (or p) touJ 
ches a |i as well as the getierators Ir^ , b^ (or a, , a,). These, there 
fore, are the principal lines of the quadric correspondence. It wffl 
be convenient to denote a |i b)' Oa or bo according as it is i 
ded as a principal line of a or %, aiid ihe vertices of the principai 
triangles in these planes opposite a^, a^\ b^, b^ by A^, A^\ B^, B^i 
respectively; so that by art. 3, with one of the self-conjugate poiati 
C,, the vertices [principal poinls) A^ and B^ will coincide, and ■witB 
the other C, the vertices A^ and B^. ■ 

26. A quadric correspondence between the lines of two pla^ 
ncs X, p represents, as I have elsewliere shewn, a one fold systenf 
of correlations betwecn those planes*; that is to say, the planfli 
may be correlated in a slngly infinite number of ways so thafl 
each pair of lines in quadric correspondence, shall be a pair " 
conjugate lines in «v/y correlation of the system, and moreover sqs 
that in every correlation of that systeni each principal line a,- (or ^,-)J 
((■ = 0, 1, or 2) of tlie quadric correspondence shall correspond I 
one and the same principal point /1, (or Ai). Every correlatioaj 
of the system is uniquely determincd wheu the point A in any lind 
rt is given that is to correspond to the line b which is in quadrii 
correspondence with a, for we have then four polnts Ao, v4,, A^, j 
givcn, to which, respectively, four given Ymes b,,, 6,, b^, l 
correspond. 

27. The lines of every pair, in the quadric correspondence c 
art. 25, being, incideniwitli each other, ic is obvious that evffy eef\ 
rflation cf the systetn wHl generate one and the same quadric surfac^ 
S', ahhough the complexes C generated by them wiU differ, ■ 
also the congruences G of proper singular lines of these complexes.fl 
We shall, in fact, have a onefold system of compkxes of ihe seconA 
degree hainng a commoH singular snrface. AII the lines of the planed 
a, p, and all Ihose which pass through the self-conjugate points CVJ 
C^ will be singular lines in everj- compiex of the systcm. 

But in any tangent plane r, of ^', and passing through itd 
point of contact P, there will be one, and only one proper singulan 
line of each complex, so that (he rays of the pencil of tangents t 
any point P of S' 'viil scme to individnalise the several cotnpiexeA 
pf the system. 
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It ts further obvtoiis that the lincs of the one fold system cf 
fngmtnees G, /ormeii by tke proper singular lines of the several com- 
Piexes C f/ t/ie system. together constitute Ihe speciat complex o/ the 
second degree /orined by all tke tangents o/ the qnadric sur/ace S'. * 

zS. In the system of correiations under consideration three 
cxceptional ones present thcmselves; each having for singular lines, 
a pair of associated pnncipal lines of the quadric correspondcnce 
whence the system procceds. ** Now since to a singular linc of every 
pich correlation corresponds a petfectly arbitrary point, whilst to 
Wry other line corresponds a point in a singular line*'*, it is clear 
that cvery line of the gcnerated complex raust be incidcnt with one 
or othcr of the associated singiilar Hncs. 

tln othcr words each o/ thc three exceptional complexes o/ the 
tens havittg a cottmon stngnlar surface breaks up into two speciaL 
tar complexes ■tvhereo/ Ihe axes are a pair o/ associated princtpal 
es o/ the quadric correspondence whence the system originates. In 
one of these complexes, say Co, tlie axes Oo, b^, are coincident in 
a{J, in a sccond C, thcy are the gcnerators a,, b,, of the qnadric 
S', and in the thJrd C, they are represented by the gcncrators 
b^ of ihis surface. 

29. Although, !n cach of the threc cases under consideration, 

»ny compiex-conic degcnerates to a point-pair and evcry complex- 
le to a plane-pair, we can only regard tliose lines as proper sin- 
lar lines of the complex which, individually, conncct a pair 
points whose correaponding lines 111 the exceptional corrclation arc 
both incident and conjiigate (art. 24}. Now in genera! the points oi 
^^nch a pair he in the associated singular lincs. But if one of two 
^^fedent conjugate hnes should coincide with a singular line, its cor- 
^Hsponding point in the other will be indcterminate wlitlst, that ol 
^iBe latter will be a determinatc point of thc singular line in que- 
stion. Every line through the latter point in the piane of the two 
conjugate lines, tlicrefore, must be regarded as a proper singular Une 
of the generated coniplex. 

30. It is now sufiiciently manifest that the congrttmee Ga o/ 
firoper singular lines 0/ tke compUx C^ consists 0/ ail tangrnts o/ 

► which are incident witk iTp. It is in fact one of those congrucn- 



* PlHflEcr, loe. cii., p. j;4. 

* This follows, tiy thc Prittciplc of DitaJiiy, ffom irt. 18, of my paper aii 
I ^rrdalioa 0/ Iwo plancs, loc. eit.. p. 4S. 

* IHJ. p. AA, 3n. 9 (iceond casc^. 



CC3, with a focal line and focal surface of the second order, whicl 
Kuttimer has described in his masterly Memoir Wri^r efu algekrc 
schen SlrahUnsysUme. * 

31. In each of thc two remaining exceptional complexes 1 
tlie system under consideration the congruence G brcaks up inM 
two lincar congruences. each of which has its pair of directric* 
coincident with a generator of 5'; in fact the pendls of tangents J 
S^ at the several points of tke generators a^ and ^, , form tbe « 
gruence Q, for the complex C, , whilst the pencils of tangents to i^ 
whose centres are distributed over the generators a^ and b^ constitu, 
the congruence G, for the complex C^ . Each of these two congrueHCt, 
ebviously includes a systetn of generators of S'. 

32, lo the system of complexes having a common singulaj 
surface ihcre is a fourth C which merits notice. £ac/i cf its prapi 
singular lines is inddent witk the line A^B^ . As has already be« 
stated in art. 27, each complex ofthesystem isdetermined by therafl 
of the pencil of tangents at any point of S' which is to be a prop< 
singuiar hne thereof. If no^v we select for this purpose the ray J 
which is incidcnt with AoB^ in /*, it is easy to show that all j 
per singular lincs of the complex C, so determined will Hkewise I 
incident with A^Bo. In fact, from the observation at the end ■ 
art, 18, it follows that the complexand circumscribcd cones at thi 
point P are identical, since besides having double contact along th) 
generators PC^ and PC^, they have tlie generator;) in common.coi 
sequently cfery generator of this cone is a proper shigular lint of tm 
compkx Cj. Again it follows from art. 9 that the complex-conic l 
in the plane {A^B^, p) is identical with the scction of S' raade b^ 
this planc ; since the two conics, besides having doubte contact, tfl 
Aa and Ba, have p for a common tangent. Every tangent of tH 
conic £» thtrcfore, is a proper singular Une of C, ; whence, 
junction with the previous results, we conclude that the/w/*#' s 
gular lines of the particnlar complex C^ constitute a congruence G^ ^ 
thg second order and class kaving A„ 8^ for focal liiie and S • foi 
focal surface. 

This congruence, although in every respect similar to 
(art. 30), belongs to a very different complex. The complex Cj, 
gcnerated to two special linear complexes whose two axes wer^ 
coincident in the focal line iTp of its congruence €?„. 



" Ahhandhtngtn dtr K. Acad. dtr WisienichdfUn, ju Bcrlin. iS66, p. =3. 



la the present case the focal line Aa Hc, of the congrueoce O, 

mply the double linc of a compUx surface* of tlie fourth ordcr 

dass which breaks up into the plane-and point-pair (i-, , y, ; 

, B^ where y,. y, touch S' at C,. (T,, together with the quadric 

' generated b}' the same corretation as that whence the complcx 

itself proceeds. ** 

33. The incident conjugatc lines a, h of any given correlation 
being in quadric correspondencc (art. 25), it follows at once, corre- 
latively, that the points A, B, which, in that correlatioo, respecti- 
vely correspond to those lines arc themsclves in quadric correspon- 
dencc. The associated principal points A^, B^\ W,, B^\ A^, B^ of 
tl)is quadric correspondence are idcntical wJth those of the former 
one. The lines which pass, individually, through a pair of corrcspon- 
ding points of this quadric correspondence are, as we have seen in 
art. 24, the proper singular lines of thc complex C gcnerated by 
the corrclation in question, and constitute a congruence G of the 
sccond order and class. 

34. Such a quadric correspondencc bet^veen the points of at 
and ji, reprcsents a onefold system of correlations, in each of which 
everj- pair of points A, B in quadric correspondence, is a pair of con- 
jugate points, and every principal point Ai (or Bi\, corresponds to 
one and the same principal line bi (or a^. *** 

35. The comple.xes gencrated by Uie sevcral correlations of the 
system form a pencil; their common intersection being the con- 
gruence (4, 4) composed of the lines of the congruence G, Uie 
lines of the planes oc, ^, and the lines of the self-conjugate points 

c,. r,. 

36. The singular surfaccs of the several complexcs of this pencil 
theinsclves form a pencil. The degenerate quadric (x, P; C", , C^ Js a 
common constituent of all the surfaces in question, whilst thcir resi- 
dual constitucnts are the quadrics 5* generated by the several cor- 
relations of the system, all which, as we have seen in art, J, contain 
wholly the four lines u, , u, , i, , i,. 

37. The quadric correspondcnce of art. 33 is detemined, and 
that uniquely, whcn, in addition to the thrcc pairs of associated 

* PlGcker, loc. cit, pp. }}7 and 342, art. }4i, VIL 

** W hen the complex C\% thc genera! one of art. J, t!ic complcx-surfjce, ha- 
\\ri^A^B^ for doubte linc, breahs up Inio tlic same plane-flnJ pomi-pnir (y, , 
7,, (^, C,), togcihcr with a quadric iUffirent froiu ihc surfacc 5* whidi the 
ccrrclatlon gcncratcs, through ahaiing w-illi the lattcr ihe sanie gcneraton o, , 

• Carnlalm i>/ Iwo pUncs, lot cii., p. 6;, arc Al- 
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principal points, any two corresponding points A and B are gJvcn. 

A correlation of the system representcd by tliis quadric correspoa 
dence, is also uniquely determined when. in addition to thc above 
the line b, through B, is given which is to correspond to A (art. 26) 
Every such line b, therefore, and the line a, through A, which cor 
responds to B in the same correlation, are corresponding rays of t 
homographic pencils (/?), {A). The planes (.^ Bb) and (/} A a), whicl 
are obviously tangent planes of tlie quadric 5' generatcd by thi 
correlation iii question , ar^, consctjucntly, corresponding plai 
tiVQ homographic pencils of which A B is ihe common axis. 

3S. These pencils, as will be shewn in art. 42, are in invo 
lution; but at present Jt will suffice to note, that each of the t 
double planes which they possess, determines a correlation in whicf 
A and B (and with them evcry pair of points in the quadrii 
spondence) correspond to incident conjugate Hnes. EacA Une of /Ai 
cotigruence G, therefore, is a proper singstlar line of both the c 
plexes determined by thcse two correlalions, and as sucli louches hotl 
the guadric surfaces generated by ihgse correlations. One of thcse COP 
relations of course is the origioal one whence the complex C prc 
ceeded (art, 33) and one of the two quadrics is the constitucnt S- 
of its singular surface. Designating the other complex aod quadric b] 
C and 5- I observe that S' and Ji' together constitule ihe compUti 
focal surface, of the fourth ordcr and class, of the congruence K 
formed by the proper singular lines of each of the compUxes 1 
and C. 

39. Sincc the tangents common to any two quadric surEitcej 
form a congruence of the fourth order and class, wliereas G ij 
onty of Uie second, it follows, of course, that the common tangenb 
of S' and 5' form a congruence which breaks up into G and j 
second congruence G of the same order and class. The latter, i 
fact, consists of the proper singnlar lines of a sccond complex < 
which has, in common with C, the singular surface S', (x, ^; C, C,); 

40. The truth of the last stalement will be most readily scei 
by resuming for a moment the consideration of the system of coia 
plexes which have a common singular surface (art. 27). 

It was seen that in every tangent plane t: of S', and passinj 
through its poiot of contact P, there is one and only one propei 
shigular line of each complex of this system. Let p bc the line i 



* Cerrelalion of l:vo pUnit, loc. eit,, p. 64, art, 47. 



ion when thc complex to be individualrsed is C. Thc quadHcs 

and J>' are clearly thc two, betonging to the pendl {<j, *», ^, ^,). 

rhich touch fi.* The former cuts ;: Ln a line-pair, ihc lattcr in a 

lic to which not only /> but another tangent p can be drawn 

mP. 

It is this second tangent p which detcroiines, and is a proper 
singular line of the complex V referred to in the last: art. In other 
words tAe proper stngttlat Hms of C and this associaled cempUx V 
ferm tlie two congruences G and G into ■which the congrutnce (4, 4) 
breaks up whose lines exhaust the common tangents of ike guadric S' 
a>fdir\ 

41. It thus appears that the system of cemplexes of arl. 27, 
having a common singular surface S', («, ^; f, c^), may be regarded 
as consisting of pairs in imolution; those tomplexes C, C being pairs, 
ttiiose coHgniences G, G of froper singular iines together make up 
the entire eongruence (4, 4} of common tangents of S^ and any qua- 
dri£ 5* whatever ef the pencit (a, a, b^ b^). The two congrueaces G, 
G coincide when .S* resolves itself either to the plane-pair (a, fi) or 
to the plane-pair (■■^ , y.). The correspondJng complexes d , Cj , which 
are thosc described in arts. 30 and 32, respectively, may bc regarded 

the double complexes of thc involution. When lastly, .V coincidcs 
S' itself, we have the pair of exceptional complexes C,, C^ de- 
ibed in art. 3 1 . 

42. Returning to the system of correlations in art. 34, I ob- 
servc that three exceptional ones again prcsent themselves ; each 
of these, however, has a pair of singutar poinis. coincident with a 
pair of associated principal points of the quadric correspondencc 
whcnce tlie system procecds.** The self-conjugate points C,, C, repre- 
sent Ivio of these pairs, and thc points A^, B^ tlie third pair. Kow A 
and B heing any two corresponding points in thc quadric correspon- 
dence (art. 33), if tlie llnc b through tlie latter, whicii by art. 37 is 
to correspond to the former, pass tlirouhg C-, , regarded as a principal 
point B^ , thcn the corretation thereby dctermincd is necessarily of tlie 
above exceptionat Idnd '*•, and in it the linc a corresponding to B 
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* Tbey do so, u is «-ell known, in points whicb arc ]iarmaiii<; conjupni» 
nivc to the pbnc-pain (a, |!) Jknd (y, , 7,] of tbe pencil. 
" £0^1^(1011 ('/ ftuo plnnti, loc. cit, p. ,(8, arl. 28. 
" IWd. p. 41. an. 7 to 10, 



will pass through C^ , wilh which point the principal point A^ 
ciated with B^ , coincides. But if, on the other hand, b pass througl 
C,, regarded as a principal point B^. then a will pass ihrough C, 
wjih which the associated principal point A^ coincides. Hence io th< 
two coaxal and homographic pencils of the last art., the planes (^A BC^] 
and {A B C^ correspond to each other no matter to which of the two, 
pencils the first be supposed to belong; in other words, as already' 
stated, the pencils are in tnvolulion* 

Any two conjugate planes tiicreof will determine two associated 
correlations, which generate two complexes having the same siogular 
surface. 

43. The quadric 5* generated by each of the correlatioi 
whose associated singular points are C,, C^ degenerates to the poiot^ 
aod plane-pair (C], C^; tt, fi), and that generated by the corrdation 
whose singular points are Ac, and B^ to the point-and plane-pair 
(A^. B^; V , Vj). To the last mentioned degenerate forni the quadric 
likewise reduces itself, according to the last art., which is generati 
by the correlation associated witii the last one, and w'herein to A aiw 
B correspond respectively the lines i' and a in which fJ and 
respectively intersected by the planes {ABA^ and {A B B^. 

44. In the last nanied correlation every poinl of t.'^ is a stij 
conjugate point; for to the intersection of Kp = i*„ and b', for 
stance, corresponds the tine A^ A which, as we have just seen,* is ii 
cident with h' in the plane {A B A^. Tke complex C° generated by 
this correlation breaks up into ttvo Ihtear complexcs, one of ivhieh is 
special, having a [i for axis (directrix), whiUt tke other is of a ge- 
neral kind and contains the congrttenee G of art. 35. ** 

45. The complex C, of the pencil in art. 35, which is associa' 
ted with 6'^", having with it the same singular surface {A^^ ^aitt* T; 
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' This also follows from the facl, mentioned in Art. 37, ihat correspondiq 
planes of the iwo peucils louch ooe anJ the same quaJric ofthe peuci! (a[ 
whence wc may furtlicr conclude that the douhle planes are harmonic coajugatai 
relative to each of the poini-pairs i|,r, and v(j,5(. 

■• That thc secood of thc above lincar compkxes is not spedal, foUow 
from thc circumsiancc that any ivio corrthtive pianti vihaltver may bc so pUh 
as to havi an infinili nainbtr of itlf-conju^ate poinls. In (act if B,, B,, B, be a 
three points of a line h„ in a plane ^, and a, , a,, o,, meetiag in A„, iheir c 
rcsponding lines in a corrclativc plane a, it is easy to find a uansversal o, 
the latter such that the three points ti„ (u,, 0,, a,) shall he superposable on thd 
threc points B,, Bj, B^. When so superposed, howcver, the two planes will liavi 
IbTft, and thercfore an infinite number of self-conjugate-points (art. 3). 



I gencrated by Ihe correlation whose singular points are /J„ and B^. 

The latter may be regarded as centrcs of two liomogfaphlc pencils, 

any two of whose corresponding rays a, b are so rclated ihat each 

corresponds to every point in the other. * Every line incident witli 

a and by tlierefore, is a line of tlie coniplex f.'°, so that the latter 

may be defined as tke aggregale of all the linear congruences 

w kose directrkes are pairs of eorrespoitding rays of the above bomo- 

^^kraphic pencils {A^ and (B^). Two of tliese pairs arc the incident 

^^Baes a^, b^, and it,, t, ; hL-nce every line in the planes y, and y^ 

^^Miich they respectively determine belongs to Uie complex C", in 

^^plort thc latter has acquired, in addition to a, ^, C,, C^, the aus- 

^^Ktseic/ifiete planes and points T,. y,. A^, B^ (art 6). Tiie comptex 

^^fj" is thus recognised to be tetrakedral ** ; the vertices and faces of 

the tetrahedron A^ A^ C, C^ constiluting ils singular sur/ace. Since 

evcry complex-conic obviously touches these faces, and evcrj' com- 

plex-cone passes tlirough these verticcs, the well known property 

13 at once deduced that every complex-Une determines with ihe 

faces four points, and with the vcrtices four planes, which have a 

constant anharmonic ratio. This proferty is shared by every sirtgu- 

lar line of the original complex C, since thcse lines are common to 

every contplex of ihe pencil under eonsideration (art. 35), 

46. The complexes are also tetrahedral ones, ihough of a spe- 
cial kind, which are generated by Ihc two correlations having the 
sclf-conjugate points C", , C. for singular points (art. 42). The honio- 
graphic pencils having these points for centres have a common ray 
a.'^^a^ = b^ to which correspond in the one correlation a, and #,, 
in the other a^ and b^. Passing to the associated complexes C, C", 
generated by tlieae correlations, it is easy to see tliat in C every 
complex-conic touches the planes 2, ^ at points on the lines 17,, b^, 
and every complex-conc toucbcs these same lines at the points 
C,, C^; in the complex (.'" the lines a^, b^ takc the placcs of d,, b^. 
In both C and C", as compared witl) thc complex C dcscribed 
in the last ait., two faces of thc tetrahedron coincide in each cf 
the plancs a, p. The singular sur/ace, in fact, o/ each o/ Ihe Izco 

mplexes C, €'' resolves itself into tke degmerate quadric (a, |.; 
I C^ counted tuiice. "* 

47. The pcncil of complexes dcscribed in arl. 35 as havidg 
1 thc congruence G may, accordingly, be regardcd as 

planti, loc. dt« p. 4). Ati. iC'. 
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consisting of pairs Jn involution; the complexes of cach p^r faav^ 
a. common singular surface 5*, (at, ^; r,, cj; 5' being any quadii 
of tlje pencil (", c, ^, i',). The only two comptexes of the penci 
for which the lines of G are proper singuiar lines (art. 38) are t 
double complexes C and (.' of this involution. The pair having fol 
common singular surface (a, ^; C, , C,), twice counted, are the spw 
cial tetrahedral complcxes C, C" described in the last art. ; 
the pair for which ihe common singular surface is (■;_, y,; A^, £^ 
{x, [i; t~, Cj) consists of the ordinary tetrahedral complex (.'" < 
scribed in art. 45, and the complex tJ° which breaks up into th( 
two linear complexes described in art, 44. 

COMPLEXES GENERATED BV CORRELATIVE PLANES 1 
SPECIAL POSmONS. 



48. Hitherto no special positions, relative to one anoAet^, 
have been assigned to the correlated planes k and fJ. When tliia 
is done, however, special complexes and surfaces are generated, not-^ 
withstanding that the correlation between the two planes may r< 
tain its ordinary character. The three cases whicU most merit al 
tention, and which shall now be briefly noticed, are _/?«/, when thi 
self conjugate points C~,, C^ coincide; secondly when the points A^ 
B^ lie in ap; and (kirdly when tbe points A^, B^ coincide. 

49. With respect to the first of these cases, I may observe 
that it follows from the analysis given in Notes A and B of my 
paper on * The degenerate forms of conics >,* that whatever the 
nature of the correlation may be between the planes a, p, and nqJ 
matter what lines a^, h^ may be selected for coincidence in a: [iJ 
it is aiways possible so to place these two planes that the self-- 
conjugate points C^, C, therein shall be coincident. This being dooe 
the principal points A,,A,, //, , B^ of arts. 25 and 33 will aU coincide 
with C_ and tT in a point C^; A^ and B^ alonc remaining distinct. 
But the principal lines a^ and a^ being coincident 111 ,-J^ t ,, = 
^, and #, in B^ t„ = ^,,, and the planes y, and •.-^ with (fii^iJ^Voi 
it is evident that fvery qiiadric S' of tke pencil {a^a^b^b^ xoii 
degenerate, eilher to tke doubUd plane y^,, bottnded by a conic 
■wkich toKckes «,j and {\^ tn A^ and B^ , or io tke doubled point C^ 
bounded by a cone c' xukich touches a aud t^ along tke lines «r, 
and (^,, . It is moreover obvious that the latter contingency 
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• Ptoc. <■! Lond. Malh. SoeUly, 1S69, vol 2, p. 171. 



' otHy wbcn th« corrclation is exceptional and has a pair of 
ibgular points colncident with C^. 

50. Assuming Uie correlation to be of an ordinary kind, 
every pair of incident conjugate lines a, b thereof wiU determine 
upon (7_,, b,, a pair of corrcsponding points A', B' of two homo- 
graphic rows, whose connector A Ji will be 3 tangent of the co- 
nic s' to which the quadric S' may bc said to dcgcnerate. The 
point of contact P of the plane {a l>) with fhis quadric is, of course, 
identical wJth that of tlic line A S, and the conic s'. Through P, 
moreover, will pass, as usual, the propcr singular linc, of the ge- 
fterated complcx C wliich is situated in the plane {ai). Thts sin- 
gular h'ne, it will be remembered, connects the points A and i> 
that correspond, respcctively, to i and a ; which points constitute the 
point-pair to which tlic complexconic in {a b) reduces itself. Every 
(proper) complex-conic cuts, and evcry complex-cone touchcs thc 
conic s' in two points ; the coroplex-cones likewise touch « |s 
in C^. 
1^^ 51. The above points A, B, it should be observed, are thc 
^^fitersections with a, b of the lines a' , 6' which pass through C^ 
^^Bd correspond, rcspectivcly, to B', A'. When tlic tangcnt plane 
^^^, /'] lo s' turns round '-]' B', its points of contact P, as well as 
ihe lines a', b'. remain unaltered; whilst the proper singular line 
A B oi the compiex desciibes a pencil with centre P in the plane 

■, 6). But this plane cleatly envclopes one of tlie cones n', alluded 
in art. 49, whcn .']' and B' describe thc above mcntionend ho- 
ographic rows in a^^ and b^^\ whcncc wc coucludc that Ihe con- 
j^THence G of prcper singular tinrs 0/ the compUx C nnder eonside- 
ration has the cenic s' for focal ctirve, and tke <ont o' for focal 
^^Mr/act. * 

^^fe 52. Thc singular surface of the complex C, \a the prescnt 
^^ftac, breaks up into thc planes ix, {i with the point C^. counted 
I^Twicc, and into the planc y^, countcd twice, and bounded by the 
conic s'. Thc complex C which has, wiih C, thc samc congrucnce 
G of proper singular lines (art. 38) is generated by an exccptional 
corrclation whosc associatcd singular points coincide in C^, and it 
[mssesses a singular surface which is composcd of the same plancs 



* Tlie stnpilnr lurface of this eomplcx O \s corrcclly Jucribcd by Wcilcr 
n art 40 (S) of Iiit MoniQir (loc. cii., p. 194). He ert», howcx-cr. in Mcribing to 
i congnience O ilic ftxal Um A, B^- 



X, p together with the doublcd point C^, and of the cone i' togetha 
with its doubled vertex tT,, Thc comples lines of C fiU the tan( 
planes of o\ 

The congruence G, composed of the proper singular '. 
common to C and C, is a special form of tlie very interesting oni 
described by Kummer in his Theorem XIV which I will here trac 
slate : * 

* Excluding right lines which merely pass through the verteid 
of a given quadric cone, atl those which touch that cone and at thel 
same time cut a curve of the «** order, passing n — 2 times throughj 
its vertcx and twice toiiching it, form two dififerent ray-systcr 
(congruences) of the second order and n" class. > In our case h = 2,1 
and tlie plane of the curvc (conic) passes through the vertex olT 
the cone. The second congriience referred to in the theorem ( 
tains, in our case, thc proper singular hnes of tlie complex C as- j 
sociated with <.' in thc involution described in art. 41. 

53. The second case of art.. 48 presents itself whenever an)?i 
two conjugate lines a^, l<^ of the correlated planes a, p, but notl 
their corresponding points, are made to coincide with each other.l 
The self-conjugate points C^, C^ now coincide, respectively, witltl 
A^ and B^, the principal points A^, A^, B-^, in fact, all coincide iol 
C,, and Bg, B^, A^ in C/, whence it foUows that the principatl 
lines a^, a^, /'^, b^ all coincide in « |i, although fl^ and b, inay stiU-l 
retain arbitrary positions through C^ and C^ respectively. We at onccT 
iiifer that the quadric 5' gfiterated by the correiated plah 
kyperbohid of zvhick a^ and l\ are directrires and «p a ffeueratorM 
and/urt/ier thal the pencil of quadria {a^a^b^b,) of aris. 41 and ^7A 
consists of hyperbeloids having contact wifk each other along . 
common generatar a |5, The two plane-pairs included in this pencitJ 
coincidc, of course, with (x, {!). 

54. The complex-conics and cones possess no special featuresj 
and the propcr singular hnes of the complex consdtute in th«:l 
present, as in the general, case an Jrreducible congruencc G, of thel 
second ordcr and class, whose focal surface breaks up into two-f 
quadrics 5' and i". But t!ie latter being now hyperboloids, having^l 
contact along thdr common generator ap^ the congruence (4, 4)! 
formed by their coramon tangents breaks up into the congruence G \ 
above mentioncd. aiid tlie special Unear congruence, counted tivice, \ 



' Kuninicr, loc. 



., p. 5^. 
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:A (ousists of those tommou tangents of S' attd S' whose points 
%f contact Ue in « p. With this latter congruence coiocides each of 
the two G„, G^ described in arts. 30 and 32, as well as one of 
the iwo dcscribed in art, 31, — namely the one, denoted by G,. 
wbose doublcd directrices a^ and b^ are now coincident with each 
other in a[5. 

55, It is, in fact, with rcference to the system of coniplexcs 
haviog a common singutar surface (arl. 41} that the gencral theory 
suRers most modificatioii in the present instance. Tkis singular 

rface is composed o/ the hyperboloid S^, the tzoo tangent ptanes 
Ihereof, which intersect in tke generalor k [i, and the potnts ef 

i/act C^, Cj of tkese planes. The system of complcxes, as already 
explained, consist of pairs in involution, those complexes C, C 
being paired whose congrucnces G, G of proper singular lines to- 
gether include all tangents commoo to S', and any other hyper- 
boloid S'' of the pencil (a,a^6,6^). The profier stngular lines of 
eack of the double comptexes of tke invotution, as wetl as of one of 
ttu compUxes of eviry pair,/orm the doubted linear congtntence descri- 
btd at tke end of the last art. 

56, I may add that of the three tetrahedral complexes describeil 
,arts. 4j and 46, thc onc C", that is generated by tJie correlatlon 

ich has A^ and B^ for associated singular points, retains its spe- 
.1 form {art. 46} ; a second C", generated by thc correlation whosc 
Igular points are A. and B^, coincidcs with i'" \ and the third 
", generated by the corrclation whose singular poiots are A^ and 
degenerates still farther into two linear complexcs one of which 
special, haviog a js for directrix. These are thc complexes whicli 
art, 47 have for connoon congruencc the one whose lines arc 
ic proper singular lincs of thc more gencral compltx <'. * 

57, Wc arrive lastly al the ihird casc of ait. 48. It presents 
itself whenever two conjugate lines ci^. b^ of ihe correUted planes 
«, ^, as well as their corresponding points £^, A^, are brought to 
coincidence. 

lo one aod the same point C^ coincide now, in fact, oot 
only the points A^, B^, but also ihc self-conjugatc points C,, C,, 



' The £omplcx C wliich ronn& (bc subjcci o( ihc tast foiir ans, is givcn by 
Weilet in art. 10 of his Memoir. Thc cotnplcx-conies and complex-conca, howe- 
ver, arc ihcre inaccuraicty dcsciibcd U hiving contaci tviih ihc hypcrboloitt 5* 
^JtoinJi cn its gcHttalor ti J3. 



and, wilU thera. the principal points A^, A^. B^, D^; moreover aU I 
six principal lines «q, (»,, (7,, (4^, ^,, b^ are likewise coincident witbj 
one another in a '^. We at once iofer that every quadric of the pea^k 
cil (Oj a^ b^ b^ degeneraUs eitker to a doubled plane y^ , tkreug^k 
« [i, bounded by a conic S* which touches ir^ at C^, or to a double^k 
point C^ , regarded as the verlex of a cone which, toiiching « atui ^M 
along the line * [i, necessarily reduces itself to a line-pair, of wkicl^ 
one constiiuent is « [i, w'iilst the posilion of the otker c^ varies un/A 
the correlation existvtg beiween « and |5, xvhich latter has necessarilym 
two singiilar poinis coincident in C„. H 

5S. The correlation being of an ordinary kind, every pair of confl 
jiigate lines a, b, passing through a g^ven point C on a [i, wiU b« 
corresponding rays of two concentric homographic pencils; and sincdl 
the rays of one such pair obviously coincide in a (^, the plane (a^)l 
of every other pair will necessarily pass through a fixed .txis s. Thisl 
is, in fact, a generator of the quadric 5' and therefore a tangeiiH 
to the conic j' to which that quadric may be said degenerate. Tol 
the given point C correspond, in the assumed correlation, twofl 
lines a' and b' passing through (7^; they intersect each pair of ] 
lines a, b in tlie points A and B which correspond, respectively, ' 
to h and a, and their connector A B, which is a proper singular 
line of the complex f generated by the correlation, will clearly 
intcrsect s at the point P of contact of the plane (ab') with the 
quadric 5', that is to say of the line s with the conic .(', Hencqa 
rach point P of Ihe conic i' is the cetitre of a pencil, in tke plani^ 
{«', b"), of proper singular lines belonging to thc congruence 6. I 

59. But when C raoves along 1 p its corresponding lineSH 
a', b' describe homographic pencils, and when C reaches C^ twal 
correspopiding rays of these pencils coincide in z j; ; hence tke plaM 
nes {a' b') all pass through a fired axis c^ , ivith "which evcry propefU 
singulai- line is necessartly incident, I 

This axis c^ and the intersection a [i constitute one of th^ 
degenerate cones referred to in art. 57; it is generated by an ex4 
ceptionaL correlation having its associated singular points coincidencfl 
in C„\ it forms with (a, ^; C^^C^ the singular surface of the complea 
C which has, in common wilh C, one and the same congruence £W 
of proper singular lines (art. 3S). ■ 

It may be added in conclusion, that this congruence G break^ 
«/* inlo an irreducible congruence (i, 2), and a congntence (l, o)fl 
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since it has for focal curves the conic s^, and the line c^ which is in- 
cident with s^ as the point C^* 

60. The complexes considered in the foregoing arts. may be 
generated by a second, and equally fruitful method. The latter 
being derivable from the former by the Principle of DuaHty, howe- 
ver, a simple enunciation of the following theorem will suffice: 

The inUrsections of a pair of conjugate planes, in two corre- 
latrue pencils {A) and {B) , form a compUx of the second degree 
whose singuUir surface breaks up into, 1° ihe two centres A^ B of the 
pencils^ 2° tlie two selfconjugate planes y,, y^ and 3° the quadric 
S^ locus of the intersections of pairs ofincident conjugate lines. The 
two first constituents are < ausgezeichnete > points and planes of 
the complex, and the third is touched by all the proper singular 
lines of the complex, which latter present themselves as intersec- 
tions of the pairs of planes w^hich correspond to incident conju- 
gate lines. 

Greenwtch, July 1879. 

• Thc complcx C considercd in thc last two arts. is identical with that 
briefly described by Wcilcr in art. 45 {A) of his Memoir (loc. cit., p. 198). 



NOTA 
SOPRA ALCUNI IPERBOLOIDI 

ANNESSI ALLA CUBICA GOBBA 

DI 

ENBICO D'OTIDIO 

Professcrc nella R. Universiid di Torino. 



La presente Nota comincia col richiamare sommariamente le 
notazioni e formole fondamentali da me adoperate nello Studio sulle 
cubicke gobbe (presentato airAccademia di Torino il 9 marzo 1879); 
nel quale trovansi svolte le principali fra le gia conosciute, ed altre 
forse nuove, proprieta delle cubiche gobbe, mediante la notazione 
simbolica delle forme binarie. 

Segue immediatamente la trattazione di alcuni fasci e di alcune 
schiere di superficie di 2.° grado, che si presentano nella teoria delle 
cubiche gobbe. Fra tali superficie spicca Tiperboloide individuato da 
tre Gorde di una cubica gobba ; del quale e caso particolare notevole 
riperboloide per tre tangenti della cubica, gia studiato dal chiaris- 
simo prof. Beltrami (Rendiconti deiristituto lombardo, serie 11, 
volume I). 

I. Una cubica gobba h il luogo di un punto \ le cui coordi- 
nate omogenee possano assumersi come assegnate funzioni cubiche 
di un parametro ^^ : ^^ variabile col punto \ : ossia simbolicamente 

X, = (a^ \ + a^ \^^ = a,^ = ay^ = . . . , 
x^ = b}} = ., . , x^ = cx^ = . . ,, x^ = dx^ = ...; 
sicch^ sara 

o = a\' f, + bx' ?, + cy' t^ + dx' l^ =px' =fx' = . . . 
Tequazione del punto 1 in coordinate di piani c^ c^ ;^ l^. 
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La cubica h gobba quando non h nuUo rinvariante 
\ = {ab) (a c) (ad) [bc) (bd) [c d) 

= - J ((^ ^)' (f d? + [a cY {dby + (a dy (b c)^ . 

Allora, introducendo accanto alle quattro forme ax^ b^ a^ d)^ 
le seguenti, che ne sono covarianti: 

\ai'= (bc) (bd) (cd) bxcax = — ^ [{b cY d)} + (c df bj + (d b)\ c.'\ 
l^i' = — {ac) {adi {cdi ax cxdi=^ - {{c d)' ax' + (da)' cj + (a c)' di'} 
Ci' = {ah) {ad) {bd) aihdx= — ^ [{day bx' -{-{ab)'dx'-{-{bdyaJ] 

^Di'=—(ab) (ac) (bc) axbxcx= 7 [(abf cx' -^-^bcy a)' + (ca)' bx'], 

\ 3 

sark 

= A\' X, + Bx'x^ + Ci' X3 + D,' x^ = F,' = P'J == ... 
r equazione del piano osculatore nel punto X (piano a). E sara 

o = ^; ^^ ^v ^. + . . . = /^A /a /i 
r equazione del piano pe* tre punti \ ^. v, e 

= d:A/?/A^v?, + ... =plpii.P^ 

Tequazione del punto comune ai tre piani >. [j. v. Onde in partico- 

lare le 

o = Ai'A^x^+..,=Px'P^ 

o = rt/ a^ 'j -f- . . . = px^ pii 

rappresentano rispettivamente : un piano per la retta \ (tangente alla 
cubica nel punto \ e generatrice giacente nel piano \ della svilup- 
pabile osculatrice della cubica), e un punto della retta \ medesima. 
2. Gli Hessiani delle forme i^^ p)}: 

Qx' = (PPyPxP'x = (AAyAxA'xx; + ...'\-2(AByAxBxx^x^ + ,.. 

qx' =(ppypxp'x -(aay axax^; + ... + 2(abyaxbxlX +•••» 
cguagliati a zero, quando >,: >, ^ fisso rappresentano rispettivamente : 
il cono circoscritto dal punto \ alla cubica (cono \), e la conica trac- 
cia della sviluppabile sul piano \ (conica \ iscritta nella sviluppabile.) 

1 discriminanti di /^\ /i^od anche di Qx^, gx^: 

:l = (q Qy = (ppy (/>" p^'y (pp'') (p p'") = ... 

^={9 9y =(ppy(ffy{pfwr) =•... 



eguagliati a zero rappresentano rispettivamente : la sviluppabile ( 
3* classe e 4" ordine osculatrice della cubica, e la cubica gobba. 1 
Se>/:>j' e >,":>," sono le radici dcUa equRzione quadraticf 
o = w' = (>V)(>V'), 
le 

0={Qt>)' = (pp^y [Pt,) (fv^^Q^. Qy. = (PPyPi- P'y = ., 

o = (y^)'= {fifi')'{p'^]lP'-^) = 9*' i?v ={ppypyp'v =. 

rnppresentano due iperboloidi passanti per cntrambe Ic rette V >'') 
e r uno circoscritto al!a cubica, 1' altro iscritto nella svilitppabile. Sd 
jjrimo Ic rettc dcl sistema delle V >" secano la cubica in coppie dfl 
punti costiluenti un'involuzione di cui sono V V i punti doppl; 
sul secondo le rette del sistema delle V V godono la proprieta ( 
trovarsi ciascuna in due piani della sviluppabile, le quali coppie < 
piani costituiscono sulla sviluppabile un' involuzione di cui sono V V( 
i piani doppi. Griperboloidi circoscritti a!la cubica costituiscono i 
rete, e ciascuno corrisponde ad una delle cv^ coppie di rette >,' i^ 
od anche a una delle 00' involuzioni quadratiche di punti | 
sulla cubica; gl' iperboloidi tscritti nella sviluppabile formano un i 
stema lineare, tx', ecc. 

3. Detta corda >[t della cubica la retta pe' punti 1 y., e asA 
>[/- della sviluppabile la retta ne'piam > [i; le equazioui 

o=(3i' o = yj', 
quando il punto .i:(x\ .1;^ .x, .\J c il piano £(=1^1?,^.) son dati, dw 
t<:rminano i paramctri dcH'unica corda per x c dcllunico 2 

I piani per una corda o tangente variabile della cubica e f 
quattro punti fissi >>'>">'" lianno lo stesso rapporto anarmonicoj 
che dicesi rapporio anarmonico dei quattro pimtt > >' >" >'". E i pUDtl 
d'incontro di un asse o di una generatrice variabile della sviluppabila 
con quattro piani fissi >>,'>" V" hanno uno stesso rapporto anarm» 
nico, che dicesi rapparto anarmonico dei quattro piani > >' >" >."fl 
. f>>").(>V") 

^ ■ \K^X)\^ -,'■)■ 

sistemi di forme 
j.' t/ <■/ J;' Ai' A'/ t">' D? 
introdotti nei calcoli, fanno pienamente riscontro alla nota dualjd 
i pu6 stabilire fra gli clcmcnti punto e piano dello spazio md 



L'uno e Taltro rapporto h - 
4. I dm 



che s 



diantc la cubica gobba. in virtii del teorema: che il punto comuaj 
ai tre piani osculanti la cubica nei trc punti in cui un piano la sea 
giace in questo piano {fuoco e piano /ocale). Inf^Iti: a ogni punto coi 
risponde un piano per csso (il focale), e ad ogni piano un punto \m 
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esso (il fuoco); onde il punto o=pip^p^ e il piano o =PiP^P^ 
sono corrispondenti, come pure il punto X e il piano \ (o =p^ e 
o = /\^). A ogni retta-raggio corrisponde una retta-asse, e sono re- 
ciproche; per esempio, alla corda \]l h reciproco Tasse \}l, Le oo' 
rette reciproche di sfe stesse (fra cui le rette >.) fanno fascio in cia- 
scun piano intorno al fuoco, e formano un complesso lineare 

e sono equianarmoniche le quaderne di punti in cui secano la svi- 
luppabile, come pure le quaderne di piani condotti per esse a toc- 
car la cubica. 

5. La corrispondenza accennata fra le forme fli' ^x' o' <^i' e le 
A-J /)'i' Ci' D-J spicca ancora nelle seguenti identit^: 

{aA)^ = {bBy = (f O' = {dDy = 4; 

o = {aBy == {SAy = {a C)' = {cA^ = {aD)' = (dAy 

= {bcy = {csy = {bDy = {dBy= {cDy = {dcy, 
- 3 (^ABy = i^(cd)\-i {A o' = A {dby, -z(ADy = ^ {bcy, 

I— 3 {CDy = A(aby, — 3 (DB)i = A (acy, -s{Bcy = & (ady-, 

i A' = (AB) (A C) (AD) (B C) (BD) (CD) 

= -i [(AB)' (CDy + (Acy (DBy + (ADy {nav, 

— l^' ay = {BC)(BD) (CD) Bx Cx A 

= -l{{B cy A' + {CDy B).' + (DBy ci'i 

JaV'>'= (AC)(AD)(CD)AxCxDx 

= — i {(CDy A-j + (DAy Cx' + (A cy a'i 

— 1a' c-y = (AB) (AD) (BD) Ax Bx Dx 

= — i {{DAy Bx' + (ABy A' + (BDy A-y\ 
i A' ,/; ' = (AB)(Aq(BC)AxBx Cx 

= -i {(AB)' a' + (BCy Ax' + (CAy Bx^; 

rti' Ax'^ + Cx' By' + o' Cx'' + dx' A'' = A (X V)', 
rti a^ «, AxiA^'A^-\- = A . S (XV) ({aja') (vv') 
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(la somma 2 estendendosi alle permutazioni di V (jl' v') ; 

ai^Au)"^ + . . . = — {(a«)3 A)^ + . . .) = — Afci^ 

(indicando con u^ = u\^ = . . . una forma cubica). Ecc. 

6. Terminiamo questo rapido cenno delle formole di cui ci oc- 
correr«i far uso, col notarne alcune altre relative a un sistema di tre 
forme quadratiche 

A2 ff 2 2 2 

Posto 



V 


-\\ 


V 


< 


m^m^ 


< 


< 


».«, 


«/ 



L\ = {mn) mx «i = Jacobiano {mx", »>') = 

Mi'={nl) Hxh =... 
iVi* = {Im) hmi = ... 



^ = — {mn){n!){lmy, 
si ha 

{L If = {Mmy = {Nnf = S , 

{Lmy = {Mn,' = {Nl)' = {IM)' = {mN)' = {nLY = 0; 
// Lv' + mx' My' + «>' M-' = S (XX')', 
A /^ Zv Z^' + . . . = X ^{X X') (p: (;t') + (X (*') (piX')) , 
S /i' = (//')^ Z;,' + {/mY Mx' + (/«)' iV,' 
S wi* = («« /)* Zi* + (»« «')* M)' + (««)' iVi' 
S nx' = («/)'Z/ + («»*)' Mx' +{nn'yNx', 

S Zi' = {L L'y ix' + (Z My mx' + (ZiV)' «i' 
S J/i' = (JJ/Z)* /i' + {MMy mx' + (i»/iV)* «i' 
S iVi' = {NLy h' + {N My mx' + {NNy nx'. 



— (iJ/iV) {NL) {LM) = i 8*. 



/ I 



iX/i' ={MN)MxNx 

iSf«i*= (NL)NxLx 

l^nx'={LM)LxMx, 
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iLL'y = (mn){L'm){L'n) 

= -{tnn) {m' n')[{m m') (««') + ('« «') («««')} 

= \[{mmy .{nnj — JP^'"] 



(MNY = - {nl){l!m') [{nP) {Im') + («/«') (//')j 
= i \(niy . {[ mf — (mnY . (11')'] 



7. Premesse queste varie spiegazioni, passiamo ora ad occu- 
parci della questione speciale che forma V argomento della presente 
nota. 

Sieno dati sulla cubica gobba tre coppie di punti a a', p P', y y'. 
Esse danno luogo a tre fasci d'iperboloidi, cio^: i.° il fascio d'iper- 
boloidi passanti per le due corde aa' 6^' e pe' punti y y' (e quindi 
per le due rette che passano rispettivamente pe' punti y y' e si ap- 
poggiano alle corde a a' p fi'), 2.0 il fascio per le corde p P' y y' e 
pe' punti a a', 3.*" il fascio per le corde y y' a a' e pe' punti p P', 
Consideriamo il primo di questi fasci. 

Ogni iperboloide del fascio contiene le quattro rette comuni 
alle due coppie di piani 

= PaPa'Py = P^P^P^, = P^P„!Pi 0=PpPpfPy, 

onde la sua equazione sark 

= k^.Pa.PafPy.P^P'^'P'y^^k^.Pa.Pa:Py^ .P^P'^'P; 
= Pa Pa) P^ P'^' {k^ Py P'i + k^ Pi P'y) . 

Per meglio trasformare questa equazione, supponiamo che i pa- 

rametri delle tre coppie di punti a a', p p', y y' siano determinati 

dalle tre equazioni 

o = li = m\ = ni\ 
ossia poniamo 

i: = (Xa) (XaO m' = (XP)().p') ni' = (Xy) (Xy'): 
allora la precedente equazione diviene 

o = (Plf (P'my [k, Py P'y> + K P-t P'-,\ : 
e poiche Py /"/ — A» P^i = {PP') M> 

o = (Pl)' {P'my I*. (r r') (PP') + {k, + K) Py P'y] ; 
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e potendosi scambiare simultaneamente y con y' e k^ con k^ , 

o = m (/"«)' \K (fy) KPn + (*x + 'f J ^v^'vl; 

e sommando le due ultime, 

o = {Pif (P'my p. - k,) (r r') {pp') + (^'. + ^.) (p^ P'i + -P/ /'Vl; 

e poiche 

2 «i «^ = (X r) {^ r') + (^^ Y') ^ Y) onde 2 {Pri) {P'n)= P^ P'i + P,- P'., . 

o = {p/)^ (P'my p. - /6J (r r') (pp') + 2 (/-. + ^) (Pn) (P'«)) 
= (Piy (Pmy {{k, - K) (r ro {pp) + 2 (>t', + *,) (/"«) (/'«)i 

= i (^. - K) (YY') (^-P') 1(^0' (z^'»)* - {P^' {P^)n 
+ (^. + K) m' {P'*»T + {P'^' (^'«)'l (^«) (/"«) 

= \ {K -K) (Y y') {PP') m {P'»') - {P'^ {P»*)) m (/"«) - (/"0 {P'»)] 

+ (^. + >&,) {(/'^ (^''«) - (^O {P*n)y {Pn) P-n) 
+ 2 (/&. + ^,) (Pt) {P't) (Pm) (Pm) {Pn) (Pn) 

=-\{K- K) (Y Y') {PP'r {Im) m {P'm) + {P'l) (Pm)] 

+ {K + K) {M' {PP'f {P») {P"») 
+ 2 (>&. + K) {P^ {P'0 {P*») (^''«) {Pn){P'»)l 
e infine, osservando che dalla Qy' = (PP'y Py Py si trae 

(Qny^^PP^y (Pn) {P'n), (QNy = (PPy (Im) [(Pl) {P'm) * (/"/) (Pm)], 
e ponendo per brevitk 

R = (Pl) (Pt) (Pm) (Pm) (Pn) (Pn) , 
si ottiene Tequazione 

o = {K- >&J (yyO {QNf + {K + K) {i«'r {Q»r + 2 (^. + K) R 

per un iperboloide qualunque del fascio. 

8. Consideriamo alcuni fra questi iperboloidi: 
Per k^: k^=oo s\ ha la coppia de' piani a a' y P P' y' J ^^ ^^ 
equazione pu6 dunque scriversi cosi: 



= - \ (r rO (Giv^)* + i (/;«)' (G«y + ^. 
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Per k^:k^ = si ha la coppia di piani aa'y' P{i'Yi* la cui equa- 
zione sara 

o = (/•/)* (/'';«)' P.f /''y 
= \{Plf {Pnif KvY') {PP) + 2 (/'«) (/'•«}1 

= \ i-n') (Q^T + \ {i*"Y «2«/ + R' 

Per A, : /r^ = — i si ha 

o^{QNY, 

che rappresenta queir iperboloide del fascio che h circoscritto alla 
cubica; esso corrisponde a quella involuzione quadratica di punti sulla 
cubica in cui a a', ^ p' sono due coppie di punti coniugati, mentre 
la o = Ni determina i due punti doppi. 
Per i'j ik^= i si ha 

o = {Plf (P'mf (PyP'./ + P/ P'y) 

= 2 [Plf {P'mY (Pfi) P'») 
= {/m)'{QnY + 2R, 

di cui ci occuperemo tra breve. 

9. Per ottenere Tequazione delPiperboloide che ha per gene- 
ratrici le tre corde della cubica aa' PP' yY» basta cercare fra gli 
iperboloidi del fascio di cui e parola quello che contiene un punto 
qualunque della retta y Y» *^'0^ ^ — ^l Pi + ^l P^i • 

Essendo (S 5) 

{A /)' Ay (/'.' ^./ + >&; rty'') + . . . = K^ /)' A; «■/ + . . .) /',' 

+ [{Ai)' A, «./' + . . .) k: 

{A /)* A./ (/•/ a,> + >&,' a,y) + . . . = A (y y') i-/ ■ X',' 

{A'mY A'./ (>&>'./ + /•/ a'./) + . . . = A (y'y) m/ . Jk', 

{A' m)' A', {k; «'./ + k: «'./') + . . . = A (yy') f"-f • k', . 

avremo la condizione 

o ^ h^ l/ vi'l + k^ /./ ;//./* , 
onde 

k^ : /r^ = /y'* /;/y* : — /y* in/ , 

c 

/.^ 4. jf.^ : /.^ _ /.^ = l;^ nt/ — l/ ;//./ : /y' ///./' + /./' ///y^ 

== (r i ') ('''0 (/y ^"y- * '/ '^h) ' ((y yT ('^^')' ^ ^ 'v '/ '''v '''vl 

= 2 (y yO i\^/ A^/ : {(y Y'/ (''«)' + 2 /7 // ^y /^'y ); 



1 
,2 
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e poich^ 

(y Y^ = _ 2 {nfj)\ NyNy' = {NnY = S , /y // = {ln)\ Wy my^={fn n)\ 

sarci 

sicch^ Tequazione deU' iperboloide per le tre corde aoc' p^' yy' sara 

o = (Zjl/)^ {QNY + i S (/#;/r {QnY + S i?, 
od anche 

o = {MNY {QL) * + - S {m»y {Qtf -^l R, 

od anche 

o = {NLf {QMf + i S («/)' {Qvif + S y?, 

o infine sotto forma del tutto simmetrica 

o = {MNf (QLf + {NL) {QMr + (iLJ// (fiiV/ 

+i s {(;««r (G^r + («^r {Q^^r + ('^o' (c«rj 

+ 3^^. 

10. ]fe notevole il caso che le tre coppie a a', p p', y y' appar* 
tengano ad una medesima involuzione. AUora si ha S = o, e Tiper- 
boloide per le tre corde aa' ^^' yy' si riduce al seguente 

o = {QLf = {QMf = {QNY* 

cio^ quello che h circoscritto alla cubica e corrisponde alla supposta 
involuzione. 

Un altro caso notevole si verifica quando i punti a' ^' y' ven- 
gono a coincidere rispettivamente con a p y , vale a dire quando lc 
tre corde aa' pp' yy' divengono le tre rette a p y. Aiiora si pu6 
assumere 

/, = «, 'a = — «11 ^', = Pi ^'^ = — P„ «, = r. ^^ = — Vn 
e quindi 

V = (P Y) (^ P) (^ Y) ^i'^ = (Y «) (^ y) (^ «) ^N = («iP) (>^ «) (^ W 

s = -(Py)(y«)(«W 

(ZiJ/)' = i(pyr (y«)», (ifiV)' = ^ j(y a)' (a ^)^ (iVZ)'= i(«^)MPY)'; 

* Si ha precisamente, per 5 = o, 
(AfN)2I2;^ = (>^i:)8Af«;^=,(IAi)>N«\, (MN)« (21)« « (iy/I)2 (g Af)^ = (i:Ai)'(j2 W 
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cosicch^ si ottiene V equazione deir iperboloide per le tre rette a p y 
sotto le varie forme: 

O = (a p) (ay) Q^ Q., + (? y)' Q^ + 2 JV^/ 
= (P Y) (P «) i2v (2. + (y «)* <2^* + 2 .^lp^/ 

= (y«) (yP) G. Q? + («P)* G/ + 2 ^T^; • 

E se osserviamo che 
(a p)' (2/ + (y a)* 0?' + 2 (a P) (y a) Qp Q, = (p «)' 0.^ ecc. ; 

avremo sotto forma simmetrica 



II. A questa equazione si pu6 dare un^altra forma, supponendo 
che i punti a ^ y siano determinati da una equazione cubica o = ui\ 
cio^ ponendo 

«/ = (X«)(Xp)(XY), 

e denotando con Va^ PHessiano di ui\ ciofe ponendo 

2//== [uu')^ uiu'i. 
Infatti allora si ha primieramente 

e inoltre 

3 «/ u^ = ().«) (Xp) (ftY) + (> P) (^y) (!* «) + (>^Y) (>^«) (f*P). 

6 tn 11 ^ «. = (Xa) (fip) (v Y) + (>P) ((^y) (^«) + (^Y) (f^«) (^W 

+ (Xa) ((*Y) (vp) + (>P) ((*«) (vy) + (>^Y) (kP) (v«), 
onde 

3 (« «')* (Pw) = — «'« «> Py — «> «'y /'« — «'•/ «'« /> , 

6 «'.«'^ (/"«')=- (ap) (?a)/"v-(aP)(?Y)^'«-(«Y)(?«)^/' 

= 2(aP)»P', 

6 «/ «./(/"«') = 2 (?y)'/". 

6 «',«'.(/"«')= 2 (Ya)'P>, 
c 
9 (««')' (/'«) (P'«') = - (|i y)' P^ P'a. — (y«)' ^P P'^ — («P)' ^v -P'-/ 
9 (Se,)' = 9 («»r {PPy {P») (P'»') 

= - (? Y)' fi.' - (Y «)' Q?" - (« W* G-/' ; 
sicch^ requazione delP iperboloide diviene 

o = 4(PUp* — 9(2»)'. 



12. Tornando al fascio d' iperboloidi per le due corde s[«' p{i''| 
e pe'punti y y', supponiamo solo che '[ c Y coincidano. AUora ilfl 
procedimento da noi tenuto per ottenere requazione di un iperbo-ff 
loide qualunque del fascio non ^ piu applicabile, poichfi le due cop-T 
pie di piani di cui ci siamo serviti si riducono alPunica 

o = A /'»■ Py o = /> />' Fy ; 
pure, l'equazione complessiva di qucsti piani essendo 

o = (/'/)• {P'm]' P; P'; = \ {Im)' (?-/ + R', 

ove i posto 

R = {P/} {P-I) {Pm) {P'tn) Py P\ ; 

e un parttcolare tperboloide del fascio essendo sempre 

o = {QN)'; 
avremo per un iperboloide qualunque •del fascio la equazione 
o = k^ {QN)' -f-A, {Imf Q.; + 2k^R'. 
L'iperboloide per le due corde ao;' |ip' e per la retta y sar^l 
rsppresentato dalla 

= {L Mf {QNf + ^ S {hnf Qf -\-8 R' ^ . . .; 
e poich^ attualmente 

{LM)' = \ /.; ;«./, 3 = a:;, l: = (X-/) «n «/-/ . ^L' =-- (Xf) /i /7. 

qucsta equaztone diviene 

o = // w;./ {QN)' + n; {it>,; q; -\-2n;r' = . 

Essa corrisponde a 

k^ : k^ = i.;,/i; : n; . 

t intanto da notare che, sebbene il procedimento primitiva 
non sia applicabtle al caso presente per ottenere requazione di \ 
iperboloide qualunque dcl fascio, pure I'equazione dell'iperboloidd 
per le cordc act' pfS' e la retta y non cessa di potersi dedurre d^ 
quella deiriperboloidc per tre corde a«' fiji' ■(•f' trovata con qud 
procedimento: ci6 dipendc dal perch^ durante il calcolo allora fattcl 
abbiam soppresso dalla equazione dellMperboloide il fattore (yy'), 
quale nel caso che y' coincida con y si annulla. 

13. Riprendiamo la ipotesi gcneralc che y e y' non coinci-l 
dano; ed osserviamo che, per individuare i slngoli iperboloidi dd 
fascio (per Ic corde «x' [l^' c i punti y y'), basta conoscerc i singolq 
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punti in cui secano la retta y (oltrech^ nel punto y), i quali punti 
costituiscono una punteggiata proiettiva al fascio. Cosl: 

Per k^', k^ = oo^ ossia per la coppia de'piani aa'y PPY> ^^ 
ha il punto e' in cui la retta y h secata dal piano ^^Y» 

Per ^j : ^^ = o, ossia per la coppia de' piani aa^y' PP'y> ^' ^^ 
il punto e in cui la retta y h secata dal piano aaY; 

Per k^\k^ = — I , ossia per V iperboloide o = [QNf circo- 
scritto alla cubica e passante per le corde aa' ^^' di essa, si ha il 
punto Y stesso; 

Dunque per k^\k^ = i, ossia per riperboloide 

o = [ImY [Qnf 4- 2 72 = 2 [Prf [Fmf (Pn) {P'n) , 

si avrk il punto e^^ armonico di y rispetto ai due precedenti ^ ^ ; e 
cosi questo iperboloide sark del tutto individuato.* 

E cosi di seguito. 

In generale, per indlviduare sulla retta y uno dei punti in que- 
stione, basta conoscere quel punto \ della cubica il cui piano oscu- 
latore passa per quel punto, il quale avra per equazione 

Sostituiamo le coordinate ai^ai^ ecc, neir equazione di un iperbo- 
loide del fascio: essendo 

3 {Alf ^y ^/ ^i> + . . . = A // (X y) 
3 {A m)* Ay' ^y* ^> -f . . . = A mf (> y) 
3 [A lY Ay V ^> + . . . = A {(y /) ly h + V M\ 
3 [A'mYA'y'af ^i>+ . . . = A {(y y') my mx + mf (^y')j, 
avremo per determinare il parametro \ : ^, Tequazione 

o = K/y m/ {(yy') h + /y (Xy')j + ^ /y' tny |(yy') m + m, (Xy')l 
ovvero 

o == /, «/, (y Y') {k^ m, /j + k, /y my) + {k, + >&.) // «-/ (Xy') . 
Per k^:Jk^ = o questa equazione si riduce a 

o = 'y{(n')A + /v(XY')l. 

c mostra che il punto X ^ Tarmonico di y rispetto ai due dati dalla 
o == (>.y') . /y /i, che sono: il punto y' e Tarmonico di y rispetto ad 
a e a' , il quale denoteremo con ti. Onde possiamo incidentalmente 
concludere che il punto e^ in cui il piano a a'y' seca la retta y, si 
trova SH qiiel piano della sviltippabile che i armonico del piano y n- 
spttto ai due piani y' ^ tj della medesima. 

* Analog.nmcntc si trova il punto in cui esso scca la retta y' (oltrech^ in y'), 



Per i_ : ^i = oo ai ha 1' equazione 

la quale mostra chc il punto e', in cui il pjano ^^'^' seca la retta y,; 
%\ trova su quel piano della sviluppabile che h armonico del piano y J 
rispetto ai tlue plani y' e t\ della mcdesima, dctto t.' rarmonico di | 
Y rispetto a p e p'. 

Per k : /-, = — I sl ha l'equazioDe 

o 1 /,'™, (ry') (/-») (Xy) = (n') A'/ ■ (^y) = (»T). 
che da il punto y medesimo, com'era da prevedersi, 

Per k^ : X-j = I si ha 1' cquazione 

o = (y T') ^y ^i Cy '«i + ^> '"/) + ~ ^' »«/ (^ r) ■ 
ora il punto o piano V' armonico di y rispetto ai due r. t,' (l'equa- | 
zione dei quali i o = /y '«y /j wo) e dato dalla o = /, my (/y wj. + 6 w/y), I 
e quindi il punto o piano >. richiesto e 1'armonicDdi y rispetto a ^' 
e T,". Sicchd troviamo incidentalmente che il punts e", armonico di y J 
rispeito ad e e' sulla reita ^, i situafo su quelpiaiio delta svilappa-T 
bile che e arimmco del piaito y Hspetto ai due y' r,". E cosi di seguito. 
In generale: il punto o piano ^ fe armonico di y rispetto a y' 
e ad un punto o piano della serie 

O = /; m., {k^ vi.^ /; + /-, /;, »«;) , 
la quale e proiettiva al fascio degl'iperbo!oidi, ed alla quale appar- 
tengono ti t/ y," y (per ^, : ^^ == o, oo , i , — i). Infatti, moitiplicando 1 
Tultima equazione per quella di y' che c o = (Xy'), e poi prendendo I 
relemcnto polare di y, si titrova la 

= 1., ,11, {yy') [k^ my h + k, ly m] + (i, 4- AJ // ///y' (Xy') . 

Si pu6 osservare che i punti o piani della serie in discorso sono 1 
gli armonici di y rispetto alle coppie di punti o piarn della involu- I 
zione quadratica 

O = ^, ly' fll' + k^ Wy* /i' , 

alla quale appartengono le coppie tt «', p p' , y col suo coniugato I 
(per /■,:/■, = o, cc, — i), 

14. Ripetendo le considerazioni che precedono relativamente 1 
alla retla x invece della y ; si ottiene, per determinare iJ piano \ della I 
sviluppabile che seca la rctta « nello stesso punto In cui la seca dtl 
nuovo un iperboloide qualunque del fascio, la equazione 

o = f».- |i, (.Y) 0-Y) + >■■, ('t') (»t)1 + 2 (*, + K) «.■'". " 



' L'anulogi equailone per un ipcrboloide c!ic passi per le rcitc 
[Occhi b 7 nel punto y (cfr. 5 >3) ^ 

= J, W«' (i«) - a *, f« "■) (a y) Iotk' (,^7) 4- ! I «r) ™=< "ij,'. 
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Per k^\k^ = o si ha 

o = nif^ (X y) + 2 (ay) w« m\, 

e quindi si rileva che il piano pp'y seca ta retta a nel punto per cui 
passa il piano secondo polare del piano a rispetto alla tema dei piani 
P P'y [data dalla o = mi^ (Xy)]. 
Per \ : *j = 00 si ha 

=5: mti^ (X yO + 2 (a yO Wa mx , 

onde una conseguenza analoga per la terna p P' y'- 
Per ^j : ^^ = — i si ha 

cio^ il punto a, com'era evidente. 

In generale: \ h\\ piano o punto secondo polare di a rispetto 
alla terna formata da p e ^' con un piano punto della serie 

proiettiva al fascio, e. della quale fanno parte i punti y y' ol (per 
^, : ^2 = o, 00 , — i) eParmonico di a rispetto ay ey' (pcr k^:k^ = i). 

£] da notare che nella determinazione de' punti suddetti sulla 
retta a non ha alcuna influenza il punto o piano a'. 

15. Per k^: k^= i abbiamo ottenuto Tiperboloide 

o = (P/)» (/>w)* {Pn) Pn) = i {Imf {Qn)* + R, 

ed abbiam veduto che esso passa per i sei punti a a' p P' y y' ^ 
seca la retta y ^n un punto e', di cui abbiamo assegnato in due 
modi diversi la posizione; sicche h anche conosciuto Tanalogo punto 
in cui seca la retta y'- 
Ora ridentit^ 

R = {Fl)' {PmY {Pn) P'n) — - {Imy (Qn)' 

prova che la quadrica 

o = R={Pl) {Pl) (Pm) {Pm) {Pn) (Pn) = ... 

passa per i punti comuni a queiriperboloide ed airaltro o = {Qn)^ 
circoscritto alla cubica e passante per le rette y y'- O^de la o = 7? 
passa per i sei punti a a' p P' y t' » P^'^ punto e^' della retta y, e per 
Tanalogo punto della retta y\ Inoltre la simmetria della equazione 
o — 7? rispetto a, I m n mostra che la quadrica medesima passa per 
i quattro punti analoghi a e" «d esistenti sulle rette a a' e sulle p P'. 
Dunque della quadrica o = R son noti i sei punti a a' p p' y Y' ^^ 
altri sei ^" , . . . ; e per conseguenza cssa i perfettamcnte dcterminata. 



Enrico D'0%mUo, 



La quadrica = /;' = .. . incoutrata al S 12 e un caso par-| 
ticolare delia 0= R. 

16. Merita speciale considerazione il caso cbe le tre coppiqi 
di punti K k', % %\ Y y' ^' riducano ad una sola x x': allora la (luaJ 
drica = ^ diviene 

o = (Z'/) {/^' /)(/'/')(/'/■} (P/") {/"/") 
=1 [Plf (/»/■)' (P/") (/"/"^-i (//■)= (0/")' 

- - (P„' . P^^ -\- 3 A' P^' . P'«'= /".) 
4 

^/^»'./".' — ^(xx'/C?. e.'. 

4 

Qucsto iperboloide e fra i pifi notevoli che si presentino nt 
teoria delle cubiche gobbe: esso passa per le due rette a »', pcr 
retta che uniscc il punto k a quello dove il piano a seca la rctta 
c per la retta che unisce il punto a' a quello dove il piano «' seca 
la rella x; lc quali ullime due rette sono reciproche di se stesse, e 
sono Tuiia associata all'altra, secondo !a denominazione loro data 
dal prof. Cremona. Le stesse quattro rette formano la intersezione 
deir iperboloide di cui h parola coi due 

o=Q.Q.'={Ql)\ o =?.?„- = (?//; 
i'uno circoscritto alla cubica, l'altro iscntto oella svlluppabile, 
corrispondenfi cntrambi all' involuzione quadratica di punti della cu^ 
bica o piani della sviluppabile che ha per punti o piani doppi 
Rispetto a questi tre iperboloidi c a tutti gli altri facienti fascio conl 
essi, la corda kb' e Tasse aa' sono due relte coniugate. InoItre,< 
suiriperboloide di cui specialmente ci occupiamo, le rette del sistcma 
delle due associate son tuttc reciproche di s6 stesse, e quindi appar- 
tengono al complesso lineare di cui al s 4; mentre le rette del si- 
stema dclle 7. x' sono a due a due rcciproche, e quindi formano 
un'invo!uzione quadratica, di cui le x a.' sono Ic rette doppie. A^un- 
giamo che d'iperboloidi analogbi al nostro ve ne ha tx' (corrispon- 
denti alic oc* coppie « a); e tutte le rette del secondo sistema sii 
di cssi formano un complesso di 3" grado, e godono ia propriela di 
cssere secate da quaderne di rette > corrispondenti a quaderne ar- 
moniche di punti o piani >. 

17. La perfetta duallta che regna fra gli eleinenti punto e' 
piano dcllo spazio mcdiantc la cubica, ci pemiette di scrivere imme*! 



i 
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diatamente, date tre coppie a a', p P' , y y' ^^ P'^^^ AtWz, sviluppa- 
bile, Tequazione di un iperboloide qualunque che passi per i due 
assi oiOi' pp' della sviluppabile e tocchi i piani y t' della stessa, Tin- 
sieme dei quali iperboloidi costituisce una schiera. 

Se le tre coppie di piani son determinate dalle equazioni 

O = /' O =*= ;/i' o = «* , 
sara 

O = (^, - k>> (yy') {qN)'^ + (^, + k^ (/«)» {qrif + 2 (i, + k^ r 
Tequazione di un iperboloide della schiera, posto 

r = [pl) [p't) {ptn) [p'm) [pn) [p'n) ; 
e in particolare Tequazione dell' iperboloide per i tre assi aa', pfi' 



y V sara 



= (L MY {qNY + i S (/;«)' (qtty-\-^r=... 



E facile appHcare alla schiera presente, con le debite mutazioni, 
quanto gid dicemmo circa il fascio d'iperboloidi per due corde e due 
punti della cubica, come pure h facile determinare la quadrica 

= r = {pl) [p'I) [pm) [p'm) (pn) [p'n) 
= {Plf [P'fnr [pn) [p'n)-l[lmr {qn)\ 

Noi ci Hmitiamo a rilevare che, quando si suppongono a' P' y' 
coincidenti con a ^ y, Tiperboloide per i tre assi aa' ^fi' yy' di- 
viene riperboloide per le tre rette a p y; del quale ritroviamo 
quindi la equazione, ma in coordinate di piani, sotto le seguenti 
forme del tutto simili a quelle gik ottenute per Tequazione in coor- 
dinate di punti: 

O = (a ^) (a y) q^ q^ + (Ji y)' q^^ + 2 p7p^^^=jcc. , 

o = (P t)^ ^«' + (Y«r g? + [^^Y ?•/ + ApaP?p,\ 
= ^(pu/ —g(qvy, 

posto che o = ;/^^ determini ol ^ y e v^ sia THessiano di uy^^, 

Notiamo ancora che, nella ipotesi che le tre coppie a a', p fi', 
y y' coincidano, la quadrica o = r diviene 

o =(//)(/'/)(//') (/7) (^n (/'/') 
= {/>^' {p'rr {pn {p"n - \ {^n' (//•/ 

^ ~ (/>a' ./>'.' + 3/>.V«' • A'V'.) 

4 
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Or dairesame delle proprietk di questa quadrica, corrispondenti per 
dualita a quelle delF iperboloide 

o = (Pf) {P'l) [PF) (FF) {PF') {P^r) = . . . 

trattato al §16, emerge subito che la quadrica in esame non k altro 
che quello stesso iperboloide; del quale ci procuriamo cosl Tequa- 
zione in coordinate di piani sotto forme del tutto simili a quelle gik 
ottenute per Tequazione in coordinate di punti. 

Torino, maggio 1879, 



CONSTRUCTIONS PLANES DES 6l£MENTS 
DE COURBURE DE LA SURFACE DE L' ONDE 



PAR 



M/ A. MANNHEIM. 



Mac*CulIagh a fait connaitre une ^l^gante g^n^ration de la sur- 
fdce de Tonde et la construction de la normale en un point de cette 
surface. On nMtait pas alle au dela jusqu'en 1867. A cette ^poque, 
j'ai donne * une construction des centres de courbure principaux et 
des plans des sections principales de la surface de Tonde. Mais 
cette construction n'^tait pas plane et n'^tait pas r^duite k de sim- 
ples tracds. 

Dans le present Memoire, je reviens sur le probl^me de la d6 
termination des ^l^ments de courbure de la surface de Tonde. J'en 
apporte des solutions compl^tes en donnant des constructiojts planes 
stisceptibles de traces tr^s-faciles, Ces solutions r^sultent de Tappli- 
cation d'une m^thode g^n^rale dont je parlerai tout en d^veloppant 
le probl^me particulier de la surface de Tonde. 

m est un point d'un ellipsoide donnd [/«], de centre o^ tt G 
la normale en ce point k cette surfacft. On fait tourner le plan (^, G) 
d'un angle droit autour du point o^ le point m vient en m^ et la 
droite.C en G^: le lieu des points tels que m^ est une surface de 
Tonde [w^]. 

Telle est la g(:neration due a Mac-Cullagh, lequel a trouvc 
aussi que G^ est la normale en m^ k la surface [wj. 



«^ 



Comptes rcndus dcs scanccs dc VAcadcmic dcs Scicnccs. S6ance du 11 fc- 
vrier 1867. 

*• Je n*emploierai cettc demi^re proposition qu*apr&s ravoir dimonir^c dans 
cc M6maire, 



Au lieu de prendre une seuk normale G, consid^rons 
suite de normales a rellipsoide formant une surfacc {G) que j'a] 
pelle une normalie* et rcpctons la construction prectdcnte : les g 
neratrices de cette normalie deviennent alors les giliicratrices d*m 
GUrface (C,). Nous dirons que la surface {G^ est la tramform 
de(0. 

A partir de la normale G, on a une infinite de normalies. Li 
(■li^ments de ces surfaces le long de G forment les sHr/aces ilime 
taircs du pinceau de normales \G\ k l'elIipsoide; pinceau dont 
est dit le rayon, 

Les transform^es des surfaces elementaires du pinceau [&] soi 
les surfaces ^l^mentatres d'un pinceau [C-,], qui est le transforn 
dc [GJ. 

Les il(iments du pinceau [G], pour le rayon G, c, a d. 9 
foyers et ses plans focaux, sont des centres de courbure priacipau 
ct les plans des sections principales de rellipsoide [»i]. Connai; 
sant ces elemcnts, nous allons d^terminer ceux du pinceau [f/J, qi 
sont, comme nous le verrons, les ^l^ments de courbure de )a su 
fdce de Tondc [wij. 

Pour cela, d'apres ce qui precMe, nous devons i^tudier b Irat 
formation d'un «ilc.nent de normalie (ff) a rellipsoide. 

Uii parcil ^lcment, pour tout ce qtit est relatif k scs pla 
tangents, cst representc par une simple droitc que Ton appelle dra 
auxiliaire. On est donc conduit a chercher la droite auxlliaire de 1' 
Ifment de surface (C,") qui rcsulte de la transformation de rclcme 
de normalie ((j). Afin de construirc cette droite, on doit conni 
Ics normales i la surface {G^ en trois points de G^\ c'est par U n 
cherche de ces normalcs que nous devons commeiicer. 

Remarquons d'abord que ceci est applicable a uti mode t 
tratisformation quelconque d'un pinceau de droites. On ramene toi 
jours ce probleme a la transformation d'une surface ^lementaire; pui 
pour construire !a droite auxiliaire de la transformiie de cette surfac 
on doit determiner trois normales de cette surface. 

Revenons a notre probl^me particulicr ct ctudions la transfo 
mee [G^ de la surface (f/), transformee qucTon obtient en (aisai 
tourner les gcn^ratrices de (C) d'un angle droit, autour du poia 
o, respectivement dans les plans qui les contiennent. 



* Uimairt sftr Ui pinctaux i!e droiUs tl its Nofmaliti. (Jouroal de Mathfcm 
tiqucs dt M.' Liouville. 2.* sirie. T. XVII. Annte 1872.) On trouve dans ce Mimoi 
U thCorie de U drcilt aiixiliairc et son application a Tttudc des placcaiix. 
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Prenons Tangle droit (C, C,) et sa bissectrice n o (fig. i). 

D^plagons cet angle de fagon que G engendre (G^, que n de- 
crive la ligne d'intersection des surfaces [G) et ((7,) et que la droite n o 
passe toujours par le point o: alors G^ engendre [G^. Nous obte- 
nons ainsi la surface (tr^) engendrde pir une droite G,, qui fait partie 
d'une figure mobile de grandeur invariable. 




Pour un deplacement infiniment petit de cette figure, le plan 
(C, G^) a une caract^risque. Cette droite passe par le point fixe o 
et respectivement par les points a et ^^ , ou le plan mobile touche 
les surfaces (G) et ((7,), Donc: ies points de contact a, a^ du plan 
{Gj G) avec les sur/aces [G) et [G^ sont sur une droite qui passe par 
le point 0. 

Ainsi, il suffit de joindre le point o au point ^, oii le plan 
(C, G) touche (G), pour avoir une droite qui donne, sur C,, le point 
a^ ou le mcme plan touche la surface (C,). Nous obtenons un pre- 
mier point a^, pour lequel nous connaissons la normale h, (CJ. 

Soit / le foyer du plan mobile (C, G^. Ce point est sur la 
perpendiculaire ofk o n^ puisque la droite on passe toujours par le 
point o. Projetons/ en b et b^ sur (7 et (7,, Leplan (C, G^ est nor- 
mal a {G) et a {G^ en ces points ^ et ^,. Les points ^,/, b^ n, d^ 
sont sur une circonf^rence d^crite sur/« comme diam^tre. 

L'angle 6 o b^ est alors droit. Le point i^ est donc dans la po'* 
sition que prend h lorsque G est venu en G^ . 



En disant que 6^ correspond a b, noiis avons alors cette pi 
pri^t(5 : le plan (G, C,) est itormal aiix surfaces {G\ et {G^ en des poi\ 

b, b^ qni se correspondent. 

Atnsi, 11 sufEt d'e]ever au point o une perpendiculaire a 
droite qui joint ce point au [5oint b, oii le plan {G, G^ cst norn 
a [G), pour avoir une droite qui donne, sur C,, le point i, 0& 
mcme plan est nornial \ (C,). 

Nous obtenons sur G^ un point b^ qui est le deuxi^me 
lequel nous connaissons la normale ^ (C,). 

Le plan normal en » a la trajectoire de ce point passe par 
foyer /; sa trace sur le plan (C, G^ est alors « /. Appelons h' 
point odceplan normal rencontre la perpendiculaire elevee en h^\ 
plan {C, C,). La droite « b' est la normale en n a (G), ct/ b' i 
parail^le a la normale en /; a (C^). Appelons v l'angle que la m 
inale en n a {G) fait avec la normale cn i a cette surface. 

On a tang v =-i— ; de meme.pour (C,), on a tang v^ = -i- 

par suite - = ■; — . Nous avons donc Vinclinaison du plan 1 

tangv, b,n *^ 

gent en n i (C), sur le plan (C, C,). Le point w est sur C, le tri 
point pour Icquel nous connaissons la oormale a (C,). 

Connaissant maintenant les normales a (C,) aux points j7,, i,, 
de la gtSneratrice C,, nous pouvons construire la droite auxiliaire 
la surface (G,). 

Tragons d'abord la droite auxiliaire de (C), en prenant 
point b pour origine des segments et la perpendiculaire b x ^ 
pour origine des angles. Menons ^ f de fa^on que I'angle x b 
soit i5gal a v; cette droite rencontte G^, qui est la perpendiculai 
fi C issuc du point «, en un point *■ qui appartient a la droite 
liaire chercliee, Mais cette droite passe par le point a puisque 
normale en a a (C) est pcrpendiculaire a la normale en ^ a cetl 
surface: donc a e est la droite auxiliaire de IVI^ment de (G) 
long de C, 

Au moyen de Tangle v^, tra^ons de meme la droite au: 
liaire <7, e^, 

Ona 

bn ^ b,H 

tangy = — , tangv, =-i— 



tangv 
tangv, 
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^^P En comparant cette expression avec celle qui a et^ trouv^e 
prifc&iemment, cn voit que u e^ = n e. 

Ainsi: pour conslruire la droile attxiliaire de ((?,), ;'/ suffit de 
joindre U point a^ aif point /■,, qUon obtient en portant le segmeni 
H c, igat au segment n e, 

Cctte droite auxiHairc a^ f, pemet de d^terminer tout ce qui 
est relatif a r^lement de (f7j. Pour avoir le point centrat aur (7,, on 
abatsse du point b^ une perpendiculaire sur a^ e^ et l'on projette, sur 
C_, le pied de cettc perpendiculaire. 

Si ((7) est une surfacc ddveloppable, a et b sont confondus; 
Tangle b^ o a, est alors droit Donc: la transformee d^une surface de- 
veloppable est telle qitun plan passant par o et une gintratriee tou^ 
cfie cctte transformie et lut est normal en des points qui comprennent 
utt segmenl vu du point o sous un angle droit. 

La reciproque de cette propositJon est evidemmcnt vraie ct 
i'on peut remarquer quc o it, rencontre G au point a oii cette genc;- 
ratrice touche Tarete rebroussement de la surface dcveloppable, 

Pour arriver k faire voir que la droite C, est normalc k la sur- 
face de Tonde, nous allons d^montrer que: aux peints d^une trajtctoirc 
orthogonale des giniratrices de (ff ) correspondent les poinls d'une tra- 
jtcteire orfhogouale des giniratrices de {G'^. 

Modifions les conditions de dcplaccment de Ja gen^ratrice mo- 
bile G. Supposoiis que cette droite engendre (G) de fa^oa que 
Ic point m dccrive unc trajectoire orthogonale dcs gcneratrices de 
cette surface. Pour un d^placcmcnt infinimcnt petit, le point b d(i> 
crit une trajectotre normale ^ G, et, comme en ce point le plan 
taogent a ((7) est pctpcndiculaire au plan [G, G^), T^l^ment decrit 
par le point b est norroal k ce plan. 

Pour le nicme dc'placement infiniment petit le point b,, cor- 
respondant i b, rcste conime i a la meme distancc du point o ct 
d(icrit alors aussi un elcmcnt normal au p!an [G, 6",). La droitc G^, 
se dcplai^ant sur G^ dc fajon que ^, dticrive cet ^l^ment, fait difcrirc 
i tous ses points des clcments qui lui sont perpendiculaircs : le point 
itt, , correspondant a m, diicrit alors un <:l(^ment de trajectoire ortho- 
gonalc de G\. 

On peut constamment rtpiiter le mcme raisonnemcnt cn pre- 
Dant pour chacunc dcs posttlons dc G un point analoguc & £ ct l'on 
a toiijours reltment dCciit par le point wi, qui est pcrpcndiculaire k 
la position occup<:c par 6\. Lc thcorime est donc dcmontrd 

Prenons maintcnant dcs normalics k 1'ellipsoidc dont les direc* 
ices sont tractics sur cctte surface ii partir dc m. Pour unt t^^V- 




conque de ces normalies, la directrice est une trajectoire orthogoitatq 
des gendralrices de cette surface. ■ 

£n transformant ces normaliea, on a des surfaces qui ont em 
commun la droite G,. D'apres ce que nous venons de d^montretB 
snr une quclconque de ces surfaces, la transformee de la directncq 
de la normalie, dont cUe derive, est une trajectoire orthogonale dq 
ses g^n^ratrices. I 

Cette courbe est tracee sur la surface de ronde et passe paM 
le point w, . Comme ceci est vrai pour toutes les transforniees defl 
normalies a rellipsoide, nous voyons quc (7, est normale k deM 
courbes tractSes sur la surface de ronde et qui passent par le poinS 
w(|, donc f7j tsf la normaU cit ce poiiit w/, h la surfaci de ronde ["iiU 

Nous avons di^montn; ainsi ]a proposition, due k Mac Cullagllj 
qui a iftc rappeliie au commeDcement de ce travail. 1 

Nous rcnoni;ons ainsi : 1 

Un pinceau de nonnales h une surface a pour iransformte r« 
pinceau de normales. I 

Nou3 savons maintenant que les transformeea des elcments dd 
normalies qui forment le pinceau \G\ sont les ^l^ments de normaa 
lies a la surface de Tonde qui forment Je pinceau \G\ et que lefl 
foyers et les plans focaux de cc dcrnier pinceau sont les Olementa 
de courbure de la surface de rondc, I 

Effcctuons 1a transformation du pinceau \G\, nous n'avon» P^iuV 
cela qu'a transformer les dlcnients de normalics le long de G, qiu 
sont ses surfaces elcmentaires. I 

Soient c et d (fig. 2) les centres de courbure principaux dm 
rcilipsoidc sur la normale G. Prenons lY-Iement de normalic a cctta 
surface qui est normal en 6 au plan (o, G.), plan de la figure. I 

Cet clcnicnt est reprtsente par la droite auxiliaire c' d: sd 
normales en ^ et </ etant perpendiculaiies 'tfntre elles, Tanglc d bA 
cst droit; la droite b d! fdit, avec !a perpendiculaire & x k G, oM 
nngle .r 6 d qui cst i^gal a Tangle sc que fgnt entre elles tes normals 
ta i> et d h ]a nornialie. Cet angle a est alors Tangle compris eatffl 
Ic plan de la figure et le grand axe de rindicatrice de rellipsoid 
en »;. ■ 

Un auUe cltinent de normalie le long de G est rcpr&enti pd 
une droite auxiliaire que Ton obtient en menant d'un point de G da 
droites parall61es a ^ / et ^ ■;'; il rcsuHe facilement de \k. que: I 

Les droites auxitiaires de touies Us surfacts eUmentairts ifl 
pinccau \G\ passent par un »ih'ie point. fl 

l'our dctcrmincr ce point, nous n'avons qu'a coiistruirc dei9 
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droites auxiliaires. Supposons que S soit successivement en c et d. 
Les droites auxiliaires, correspondant a chacun de ces points, sont 
c Vy dv^ men^es parallilement i ^ ^ et ^ ^'. 



(S^^-^) 



a 



'j 

M. 



-^' 




'm. 



Ces droites sont perpendiculaires entre elles et leur point de 
rencontre v est sur la circonf^rence C d^crite sur c d comme dia- 
metre. 

Nous pouvons dire alors : le point fixe v, par leqnel passent 
toutes les droites anxiliaires des surfaces elementaires du pinceau \G\ 
est sur la circonference C decrite sur c d comme diam^tre. Uangle 
c d V est egal a rangle a que le grand axe de Vindicatrice de tel- 
lipsoide en m fait avec la plan de la figure. 

Dans mon Memoire sur les pinceaux de droites^ j'ai montr^ que 
la circonf^rence C permet de d^terminer tout ce qui est relatif au pin- 
ceau [G]. En marquant le point v sur cette circonference, nous fixons 
la position du pinceau \G\ par rapport i un plan mene par son 
rayon. 

Ceci s'etend ^ un pinceau quelconque, nous pouvons dire : Un 
pinceau est represente de forme et de position, par rapport h un 



plan meni par son rayoii, au moyfit d'aiie circonfermce tracee j 
ce plan et sur laquelle un seul point est margue. 

Ce mode de representation cst extrcmement avantageux puis J 
qii"il permet d'eff<.*ctuer sur un mcme plan ce qui concerne une tran»' 
formation de pinceau. Appliquons-Ie au pinccau de normales \C\ qua 
nou3 transformons dans le pinceau [Gj. 

Rappclons d'abord que le pied de 1a perpendiculaire abaiss^ 
de i> sur la droite auxiliaire correspondante c' d' est un point de CM 
Cette perpendiculaire passe par le point u diamctralemeut oppos^l 
au point v. Ceci est vrai pour un point quelconque de G, donc: le^ 
perpeadiculaires aux droiles auxiliaires des surfaces ilemeittaires i 
pinceau [(?], abaissees respecUvemeitt des origines de ces droites, pas^k 
seitt par u/i poinl fixe u, qui est sur C diambtralement opposi ««9 
point V. 

Cherchons maintenant a consUuire (fig. 3) ia circonftJrence C^S 
relative au pinceau [Cj et le point v^ sur cette courbe, ou, ce qul 
revient au meme, le rayon *', r, de cette circonfdrcnce. Le centrc ^fl 
de C", cst sur le rayon G^ du pinceau [ffj puisque nous avons d^- 
uiontrc que ce pinceau est un pinceau dc normales a la surface dra 
l'onde. 

Construisons les droites auxiliaires des surfaces el^mentairesj 
de [GJ, au moyeti des droites analogues relatives a [G]. 

Prenons commc droite auxiUaire d'une surfdce Olementaire dej 
[G\ 1a perpendiculaire v fi k G. A cettc droite correspond, d'apre 
ce que nous avons vu pri^c^dcmment, la pcrpendiculaire p^ v^ k G,,m 

Prenons comme droite auxiltaire la droite v a, qui passe parj 
le pied a de la perpendiculaire o a a G. A cette droite corrcspoiu 
la droite auKiliairc e^ v^, parallele d 6',. et dont la dlstance & cette 
droite est 6gale a « e. 

On a alors z\f>, = iie, ct le point z\ est determind. 

On pcut construire ce point, au moyen d'autres droitcs auxi-^ 
liaire, ainsi on pcut employcr la droitc « z\, qui cst perpendiculain 



La surface i!:l<3nicntaire, qui & v a pour droite auxjliaire, 
normalc au plan (17, 6") au point b oh G est rencontr^e par la ] 
pendiculaire abaiss^o de » sur v a. La surface d<i5mentaire correspi 
dante est alors normalc au plan [p, G) au point (*,, qui est tel qu^ 
Vangle b 6 h^ est droit. 

Comme la perpendiculaire abaissde de b^ sur c, z\ doit paasc 
par le point //,, qui, sur C^, est diamijlraltmcnt oppostf a r,, ! 
centre de cctte circoiiference est le point i^. inilicu dc/, h^ 
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Le segment i^ v^ est alors construit de grandeur et de position^ 
et^ en decrivant du point i^ , avec i^ v^ pour rayon^ la circonference 
C^ , nous obtenons les centres de courbure principaux c^ , d^ de la sur^ 
face de tonde [wj. En outre Vangle i^ d^ v^ est egal h Fangle que 
le grand axe de rindicatrice en m^ h cette surface fait avec le plan 
de la figure. 



if^ 




-TTL. 



Deduisons de la les relations qui existent entre les ^lements 
de C et de C^. Appelons / la distance i a, y et x les coordonn^es 
de z/, en prenant pour axes G et la perpendiculaire o a x, De meme, 
nous avons /^ pour la distance i^ a^ et j/^, x^ pour les coordonn^es 
de v^ par rapport aux axes a^ y^ et a^ x^. Enfin d^signons par k la 
longueur des segments ^gaux o a ^t o a^, 

Les triangles semblables vp a ^ e n a donnent 

(I) *'' 



^.= 



X 



lOO yl. Mannheim^ 



Les triangles semblables o a p, a^ p^ o donnent 

On a 

acXad o\x l^ — [^* + (^' — /)*] = apXab =yX a^ ^,, 
d'ou 

(3) /_/, = £±fl±£l 

2y 

Les relations (i), (2), (3) permettent d'obtenir facilement les re- 
lations qui existent entre les cldments de \G\ et de [G^J. 

Si on determine /, ^r, j/ en fonction de /^, x^y^ on obtient des 
relations de memes formes que (i), (2), (3). 

On pouvait pr^voir ce r&ultat, puisqu'on peut faire deriver Pel- 
lipsoide de la surface de Tonde au moyen du mcme mode de trans- 
formation. 

Pour determiner les dlements de courbure de [wj on peut 
encore suivre une autre marche, qui a, entre autre avantage, celui de 
ne pas supposer connue cette proposition: G^ est normale a la sur- 
face de l'onde, 

Prenons toujours (fig. 4) le centre ^, la droite G^ la circonfe- 
rence C ddcrite sur c d comme diam^tre et le point v tel que Tan- 
gle c d V soit dgal a Tangle que le grand axe de rindicatrice de 
Tellipsoide [;;/] en ;;/ fait avec le plan de la figure (^, G). 

Soit V a \dL droite auxiliaire de Tune des surfaces clementaires 
de [G] dont la transformee est un element de surface developpable. 
En abaissant du point 7/, qui est sur C diamdtralement opposd k z\ 
la perpendiculaire u b sur v a^ o\\ obtient sur G le point ou cette 
surface <5Icmentaire est normale au plan (^, G). Nous savons d'apres 
ce qui a dtd demontrc preccdemment que Tangle ^ ^ ^ est droit et 
qu'en joignant le point au point a on a une droite qui rencontre 
Cj, au point c^ qui est un foyer du pinceau [CJ. 

Cherchons ce point c^, Appelons s le point ou ;/ b rencontre C 
Les droites partant respectivement des points ^, j et qui aboutis- 
sent aux points ^, r, a^ d^ forment deux faisceaux ayant des rap- 
ports anharmoniques ^gaux; on a 

, . tangr^^ tang^j/z \zx\^cdv 

(4) = ou — — — ^— • 

tang aod tang^ s d tang v cd 

Par les point ^, c^ d^ faisons passer une circonf^rencej appe- 
lons c^ le point ou elle coupe o a. L'angle ^ ^ ^ est ^gal a Pan- 
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gle cdc^ et Tangle aod est egal a Tangle c^Cf/.J^a, relation (4) 
peut alors s'ecrire , . ^^. , 

tang cdc^ tainfr cdv .- - 

tang c^c d tang v c d • . . 

II r&ulte deli que la droite v c^ est perpendiculaire a G, c'est 
a dire que le point c^ est un point d' intersection de la perpendicu- 
laire z/ / et de la circonfdrence o c d. 



(S^T ') 



G 







^-■^ 



,1 y- *^ ^ ' 



\ 
\ 



\ 






m. 



. I 



La droite oc^ donne c^ sur G^, On a de mcme Tautre foyer d^ 
cn employant le point d^ . Nous savons donc d^ja construire les fo- 
yers c^, d^ du pinceau [G^J. 

Je vais montrer que [G^\ est un pinceau de normales k la sur- 
face de Tonde [;;/J. Portons / ^ <5gal k p v^ on sl 



pd^Xpc^^pdxpc=pv = pg 



L'angle,<^ j" yj' est alors droit, et, en construisant le tnanglel 
d^v^c, spoibVb^ au triangle d^ g c^, on obtient le polnt v^ sur la | 
circqnferertce C^ d^critc sur c^ d^ comme diam^tre. Le potnt j', ainsi 1 
-•■tbpstFuit, cst le point de rencontre de la droite/j v^, correspondant | 
./■4'/ V, ct de la droite auxiliairc o g qui correspond i v g; il est I 
donc riinalogue du point v, Comme la circonfdreiice C, , qui con- I 
tient c^ (/, f , , a son centre sur G^ , le piiiceau [(7J esl un plneeau de I 
normahs. | 

De tout cela, il r&ulte que pour d^terminer les elements de I 
courbure de la surface de Tonde on a siroplement i faire les construc- J 
tions planes suivantes: I 

A partir du centre de cmrbure principal d de rellipsoide \in\, 1 
on trace snr le plan {o, G) la droite d v, telle que Pangle c d v \ 
soit egal h Pangle qiit U grand axe de tindicatrice en *n fail avtc I 
le plan {o,G). Par les points o, e, d on fait passer une circonfertnce 1 
de cercle et lon prend ses points d' inlersections c^ d^ avec la perpen- I 
diculaire v p abaisset de v snr G. | 

l," Les centres de courbure prindpaux de la surface de Conde I 
sont les points de rencontre de C, tt des droites o c^, o d^. 1 

2." En portant pv en p g sur G tl en joignant It peint g 1 
aux points d^, on a Canglt f, rf, g qui est egal h CangU que le J 
grand axe de tindicatrice en w/, h la surface de i'onde fait avtc leA 
plan (., G).^ ^^ I 

Les triangles o c^ d^, o c, i/, sont homothetiques. Lcs circon- I 
ferences circonscrites a ces triangles sont alors tangentes entre elles, 1 
au point o; on a donc ce ttieoieme: 1 

Dans !e plan {o, G) la circonference, qui passt par les centrts \ 
de courhure principaux de relUpsoide et par le centre e, et la circon- I 
fiyenee analogue pour la surface dt tonde sont tangentts entre elUt I 
au point o. I 

Les droites c d, c^ d^ dtant perpendiculaires l'une ^ l'autre, I 
Tangle c g c^ est complementaire de Tangle d o f/,; de li ce th^o- 1 
reme *. I 

Dans U plan {o, G), ies drottes, allant du point o h tun des \ 
cintrts de courbure principaux de 1'ellipsoide et h fun des centres dt \ 
eourbure principaux de la surfact dt Pondt, comprennent cntre elUs \ 
un angle qui est compUmentaire de tangU que fcnt enlre elles Us ] 
droites qui vont du point o aux autrts centres de courbure de tel- 1 
lipsoidt et de la surface de tcnde. I 

Le point p, d'apres sa construction, est le centre de courbure I 
de la courbe de eontour apparent de relltpsoide projet^ orthogonale- 1 
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ment sur le plan men6 par G perpendiculairement au plan (^, G). 
De meme pour p^ relativement k la surface de Tonde. Comme p et 
p^ sont sur un hieme diam^tre on a ce theoreme: Les centres de cour- 
bure des courbes de cohtour apparent de tellipsoide et de la surface 
de Fonde, projetes respectivement sur les plans mene par G et G^ 
perpendiculairement au plan {o, (7), sofit sur un meme diam^tre. 

De la relation (4) r^sulte ce th^or^mc: Dans le plan {o, G), 
la droite qui va du centre o h Fun des centres de courbure princi- 
paux de la surface de Fonde fait^ avec les droites allant du mtme point 
o aux. centres de courbure priticipaux de rellipsoide, des angles dont 
les tangentes sont proportionnelles aux tangentes des angles que les 
plans des sections principales de Cellipsoide font avec le plan {p, G), 

Voici encore un moyen d'arriver k construire les plans des 
sections principales de la surface de Tonde. 

Menons (fig. 5) un plan par c^ d^ perpendiculairement au plan 
{p, G*), et prenons son intersection avec le plan de le section principale 
de rellipsoide qui con- (fg, ^) 

tient le grand axe de 
Tindicatrice en /;/. 

Fdisons tourner 
autour de c^ d^ le plan 
perpendiculairei(^,(7j, 
de facon qu'il vienne 
sur le plan de la figure 
au dessus de r d^ . Son 
intersection avec le 
plan de la section priii- 
cipale de Tellipsoide 
est alors rabattuc sui- 
vant la perpendiculai- 
re/// abaiss^e dupoint 
p sur V d, 

De mcme pour 
la surface de Tonde, 
rabattons, autour de 
C, sur le plan dc la 
figure le plan men6 
par cette droite per- 
pendiculairment au plan (<?, G), Son intersection avec le plan men6 
par r^ d^ parallilement au plan de la section principale de la surface 
de Tonde qui contient le grand axc de rindicatrice en Wj, cst alor» 




rabattue suivant la perpendiculaire p l abaiss^e du point / suc !al 
droite rf, ^. I 

Menons un plan parallile au plan de la figure et & une dts- 1 
tance de celui-ci 6^a.\ a. p g. Ce plan coupe le plan de la sectioal 
principale de rellipaoide, qui contient le grand axe de rindicatrice en I 
III, suivant une droite dont la projection ortliogonale sur le plan (o, G) I 
est la droite h r parallele k G. I 

Ce mcme plan, parallirle au plan de la figure, coupe le plan I 
men^- par c, d^ parallelement au plan de la scclion principale de la I 
surface dc ronde, suivant une droite dont la projection orthogonale I 
sur le plan [", G) est / q, parallele a G^. I 

Les droites A r et / ^ se coupent au point q ct la droite / ?l 
est 1a projection sur le plan {o^ G) d'une droite parallele k la lignel 
d'intersection des plaiis des sections principales de rellipsoide et del 
la surface dc ronde qui contiennent rcspectivement les grands axes I 
des indicatrices. I! rcsulte de ces constructions quc/* r est ejal a/ </■ 
et quc r q cst igal a / _;' et par suite a / (/^ . I 

L'angle p q r zsX alors iJgal a Tangle p tl^ (/ ct 4 Taiigle e^e d.\ 
La droite/ q est donc parallele r r ^ . I 

Nous arrivons aiusi h ce r^sultat : I 

Les plans des seetions principales de telUpsoide et de la sitrfaee I 
de Vonde, qui eonliennent respectivevient les grands axes des indicafricrim 
de ees siirfaces en t/t et w/,. se coupent suivanl une droite dont Af J 
projection orlhogonale siir U ptan {o, G) est paratlite h e (^. I 

Les autres plans dcs sections principales de l'eIIipsoide et del 
la surface de Tondc sc coupent suivant uue droite dont la projectioal 
est paralliile k d d,. I 

Comme la fi^ure donne tout de suite les droiles e c^, d d^ etl 
qu'on connait le plans des sections principales de rellipsoide; ilestl 
alors facile de construire les plans des sections principalcs de la sur>l 
face de Tonde. I 

Nous terminons ici Pexpositlon des solutions du probl^me quol 
nous avions en vue. Nous ferons remarquer qu'elles reposent sur lal 
repr^sentation gfom^trique d'un 6!ement de surface reglee au moyeal 
d'une droite auxiliaire et sur la repr^entation d'un pinceau de droitesl 
au moyen d'une 'circonf^rence ct d'un point. I 

Ces reprcsentations sont applicables a I'ctude de tous les mo-l 
dcs de transformation des pinceaux de droites, Nous n'avons fait,l 
dans ce Mcmoire, qu'une premi^re application d'nne m^lliode g^ni-l 
rale fertilc en nombrcuses cons^quences. I 

pHii, j^lllel iGl^ I 
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La importanza che in seguito ai lavori di LlE, Mayer e Dar- 
BOUX ha acquistato il metodo di Cauchy per la integrazione delle 
equazioni a derivate parziali del primo ordine, mi ha indotto a cer- 
care se ed in qual modo questo metodo poteva essere dedotto dalle 
ricerche di Amp^rE^, estendendo queste al caso in cui il numero 
delle variabili indipendenti sia qualunque. In questo scritto mi pro- 
pongo di mostrare che il metodo di Amp^re esteso al caso di 
un numero qualunque di variabili conduce alle equazioni trovate da 
Cauchy, evitando quella difficolta che notata da Bertrand fu poi 
remossa da Serret**. 

Non conosco che un lavoro*** in cui si sia cercato di esten- 
dere i metodi di Ampj^rE, ma esso ha uno scopo afTatto diverso 
da quello che io mi sono qui proposto. 



• I lavori di Amp^re si trovano nei cahiers 17 e 18 dcl Journal de VicoU 
poJylechnique, quelli di Cauchy nel a'» volume dei suoi Exercices d*Ana1yse. Ambedue i 
metodi di questi geometri si fondano sul cangiamento di n — i variabili indipendenti, 
ma ^ differente nei due la definizione delP integrale generale; h per6 facile vedere 
che la definizione dell' integrale generale data da Cauchy si pu6 far rientrare in' 
quella di Ampi^re. 

" Serret, Cours de CaJcul differenliel ei integral, T. II, pag. 624. La dimo- 
strazione di Serret 6 forse un poco oscura ma non mi sembra meritare il rim- 
provero fattole da Mansion nella sua Thhrie des iquations aux dhivics partielles 
du l^ ordre, a pag. 243, ove h detto: Serret est peu prJcis dans les raisonnements 
qui se rapportent d ce cas critique qui a hesoin encore d'itre itudii plus ii fond. 

Sur Je nonihre des fonctions arhitraires des iquations aux dirivies partieJJes^ 
par M. F. Gomez Teixeira, Mimoires de Ja Sociiti des Sciences de Bordeaux, 2*"»* S6rie, 
2'^ Tome. 



1. Affinch^ un integrale di una equazione dilTerenziale sia 
nerale 6 necessario e sufficiente che le relazioni fra le variabiU e 
loro derivate, che si deducono dalla equazione integrale, siano sol- 
tanto quelle clie si hanno dalla eqitazione diliferenziale proposta e 
dalle sue derivate. E facile vcdcre in seguito a questa dcfinizione 
che se un integrale di una equazionc a derivate parziali contiene 
soltanto delle costanti arbitrarie cssb non pu6 essere generale. Infatti 
se H e il nuRiero delle variabili indipendenti, che indicheremo con 
X,, x^, X ,... X. ed m i l'ordine della equazione differeniiale pro- 
posta, derivando Tintegrale trovato fino a che appariscano lc dcti- 
vate m'"-' otterremo un certo numero h di relazioni fra la funzione 
e le sue derivate deirordine m-, ci6 fatto deriviamo Tequazione pro- 
posta e le b cquazioni ora trovate fino a che appariscano le deri- 
vatc jn -|- j-esime, la prima ci darit W, equazioni che conterranno la 
funzione e le sue derivate fino a quelle dcli'ordine "i -\- s; le b ci 
daranno invece hN, equazJoni della medesima forma; e poichfe y, 
cresce con s si vede che per quanto grande sia il numero dcll 
costanti arbitrarie contenule nella equazione integrale (purche tli 
infinito) si giungera sempre ad un numero ! tale che eliminando 

le equazioni dedotte dairintegrale lc costanti arbitrarie si otterrani 
piil di N, rclazioni distinte, un numero cio^ maggiore di quello cl 
si pu6 dedurre dalla equazione difterenziale proposta, 

L'integrale generale di una equazione a derivate parztal! di 
dunque contenere alraeno una funzione arbitraria. Se con 
y^ si indicano gli argomenti dai quali dipende 1a funzione arbttraria, 
se ve ne ^ una sola, o dai quali dipendono le funzioni arbitrarie, sc 
ve ne h piti di una, diremo che J'integrale generale consta di t 4- l 
equazioni, considcrando come facienli parte dcll' integrale quellc cl 
definiscono gli argomenli ?,, 5',,... aj. 

2. Indichiamo con 



(') 



= N, 



= [',].■ 



= H 



le equazioni che definiscono « — 1 dcgli argomenti a, supponiami 
questi argomenti distinti fra loro e che quindi queste equazioni siano 
risolubili rapporto alle variabili x^, x ,... x., pcr niodo che queste 
variabili si ottcngano da quelle equazioni in funzionc di .v,, »,,.-., ».. 
Indicheremo da ora in poi colla lettcra d le derivate totali di una 
funzione considerala come espressa per mezzo di x,, x^,... .x,, coUa 
lcttera @ le derivatc parziali prese nella medesima ipotesi e finaj 
mente colla lettera S le derivate di una funzione qiiando si consid< 
come espressa per mezzo dellc variabili x^, a^, ? .... «, 



1 
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Se ;( & la funzione incognita e con Z si indica una sua deri- 
vata deirordine / — i h chiapo che avremo 

SZ ^, dZ^x^ , 

e dalle prime n — i equazioni avremo 

/ N JZ I ^t SZ 

(3) J^ = li*^.*^ . = 2, 3,...n 

ove A ^ il determinante funzionale delle x^,..., x^ rispetto alle a e 

Sx 
A^ Telemento reciproco a ^— ^ in questo determinante. La (2) di- 

viene allora 

Dalle equazioni (3) si deduce che se Z contiene una funzione arbi- 
traria delle a tale che ciascuna delle sue derivate dia luogo ad una 
nuova funzione arbitraria non contenuta in alcuna delle derivate 
delle X rapporto alle a , tutte le derivate di Z rapporto ad x^ , . . . , 
X» conterranno queste nuove funzioni arbitrarie, poich^ non possono 
sparire tutte non trovandosi n^ in A n^ nelle A^,. Parimente la (4) 
mostra che in questo caso delle funzioni arbitrarie non contenute in 

Z si presenteranno in ^ — 1 perch^ le nuove funzioni contenute nelle 

' SZ 

derivate di Z rapporto alle a non si trovano in ^ — • 

Quando le derivate di x. contengono delle funzioni arbitrarie 
non contenute nella funzione primitiva n^ nelle derivate di ordine 
inferiore a quelle che si considerano, si dice che esse sono etero- 
genee alla funzione primitiva. 

Resulta manifesto dal modo col quale si presentano le nuove 
funzioni arbitrarie nelle derivate che se in alcune delle derivate dt 
ordine / si presentano delle funzioni arbitrarie non contenute nelle 
precedenti se ne presenteranno delle nuove in quelle di ordine /+ i. 

3, Vediamo quali e quante funzioni arbitrarie deve contenere 
rintegrale di una equazione a derivate parziali del primo ordine con 
n variabili indipendenti affinch^ sia generale. 

Con s indichiamo il numero degli argomenti delle funzioni ar- 
bitrarie, Tintegrale consterk allora di 5 -f~ i equazioni; derivandole 



rapporto alle x finchc compariscano le derivate deirordiDe i ott 

remo 

l' + W + W. + --- + ["W(' + ') 

cquazioni, ovc con [n], s'iiidicano le combiiiazionl con ripetiziont 
di n elementi presi r ad r. Derivando invece k — l volte requazioi 
proposta si ottengono 

■ + W + W. + --- + I»].-. 

cquazioni. Ma ncllc pnmc appariscono gli s argomenti e le loro dc? 
rivatc fino a quelle dell' ordine it in tutto 

l' + [»] + W. + --- + ["].l' 

quantita clie potremo eliminarc, Talcli^ a volere che rintegrale t 
vato sia generale e necessario e sufficiente che dopo la eliminazioi 
degli argomenti e dcUe loro derivate le equazioni risultanti conte 
gano almeno [«]» quantita arbitrarie. Questo appunto succede quaat» 
Tequazione integrale conticnc una funzione arbitraria f di n — ^Jq 
argomcnti distinti, tale che non esista alcuna rclazione fra le diSi 
renti derivate delta funzione rapporto ai vari argomenti. Inf^ 
avendo presente la nota formola 

[„_■]. =[„].- [„].., 

si vede clie la funzione 9 derivata k volte da luogo a 

["-■] + ["-■]. + [«-■!, + ■•■ + [«- ■]. = ["].-■ 

funzioni distinte, che unite alla 9 stessa, costituiscono il sistema de| 
[«]v arbitrarie voluto. Si ottengono invece piii di [n]^ quantiti i 
trarie sc !'equazione integrale contiene n funzioni arbitrarie di n- 
aigomenti distinti, fra le quali hanno luogo n — 1 relazioni difli 
renziali di primo ordine. Quindi rintegrale generale pu6 presenta 
anche sotto questa forma. 

4. Ccrchiamo ora le equazioni che servono alla determinazio 
dclle funzioni a; sc supponiamo che esse siano rappresentate daQl 
equazioni 

«. = L^.]' ' = 2, 3.... n 
e si risolvono rapporto alle variabili *,,... x.. sostituendo qu« 
csprcssioni nelle equazioni stesse, esse diverranno delle idcntit^ < 
poiremo derivare rapporto ad jc, ed otterrenio 

?W + v.yiJ^ = o ; = .,3,...„. 

Quando fossero noti i coefficienti = — , qucstc equaziom c 
tuirebbero un sistema di equazioni a dcrivate parziali del primo c 



(5) 
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dine lineari che si potrebbero integrare col metodo di Jacobi* e 
darebbero i cercati argomenti; bisogna quindi vedere come si possano 

dedurre le derivate -r— ^ dalla equazione a derivate parziali proposta. 

S. Sia 
(6) V{x^x^...x,ip^p^...p:) = o 

ove 

Pequazione differenziale proposta. Supponiamo sostituita in essa per 
:( la sua espressione tolta dallMntegrale generale e deriviamola rap- 
porto alle n — i variabili x^^... x^, avremo 



Osserviamo che dalla (2) si ha 

dp^ _ dju ^ ^ _ V ih ifi 
d .v< d ATj S .Vj -^* d Xf, S -Vj 

ed analogamente dalle (3) e (4) 

ih-l\ i ^ k-2 X n 

dxu A -? 6a;i 

'dpi _^pi I V V A ^^•^'*^^ 
Le equazioni (7) diverranno allora colla sostituzione 

Ora converra distinguere il caso in cui le p contengano nuove fun- 
zioni arbitrarie non contenute nelle equazioni integrali, da quello in 
cui ci6 non accade. Nel primo caso ciascuna delle derivate di pi 
rapporto alle varie a conterra linearmente una nuova funzione che 
non si trova in nessun altro termine della t-esima equazione (8) e 
quindi affinchi questa sia verificata si dovrk avere 



(8,) 



-, . [iV iVlxA ^ , 



• Vcdasi per cs. Mansion op. citata, pag. 58. 
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Nel secondo caso ponendo pa. = -r^ si deriverebbero nuovamente 

le (7) rapporto alle x ed eseguendo sulle derivate delle pg^ le me- 
desime trasformazioni eseguite suUe derivate delle p, troveremmo 

delle equazioni analoghe alle (8), ove i coefficienti delle -r^ sareb- 

bero gli stessi coefficienti delle ^-^ nelle (8) ; ora se le pn, conten- 

gono delle nuove funzioni arbitrarie si potra ripetere il precedente ra- 
gionamento e si giungera ugualmente alle (8^) , se invece ci6 non 
accadesse si proseguirebbe nella derivazione e spingendo sufficiente- 
mente innanzi le derivazioni si giungerebbe sempre alle (8 ), 

Ora poichi il determinante formato coi coefficienti Aju^ delle 
equazioni (8^) non h che una potenza di A e quindi h diverso da 
zero, si dovrk avere 

/v dV dVSx, 

(9) -TT 777-^ — = o /; = 2, 3,... ;/. 

dpH dp^ 6 x^ 

Le (9) riducono le (8) alla scguente forma 
, . dV ^ ^ df" , dV Sp, 

^'''^ TT^^ + p^ + ^st^'"' ^ = 2,5...... 

Derivando la (6) rapporto ad .v^ si ha 

ma rammentando la relazione gia trovata 

dj\^hK_;^. dp^^^^j__^ dpH_dJV^J_ ' 
d x^ S .V, r^'' d Xf, S .Y, 8 .Y, T* d x^ dp^ d V 

sarci 

Le equazioni (9), (10), (11) possono riunirsi sotto la forma 

d_r_~ dv_ iL~ _d!i_ ?_!!_ _M.— M. 

dp, dp, dp„ 0A- P' 8- 8,v, P^ di 



(12) 



s^. 






c queste sono precisamente le cquazioni date da Cauchy, A queste 
2n — I equazioni aggiungendo la (6) avremo le 2« equazioni ne- 
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cessarie e sufficienti alla determinazione delle 2n funzioni :(, JC^, 
:Cj,... X», /),, i>a»-" i^»* ^* queste equazioni 2« — i contengono le 
derivate delle funzioni incognite rispetto ad x^, si presenteranno 
quindi dopo la integrazione in — i costanti arbitrarie; eliminando 
fra queste equazioni le j? otterremo ;(, x^,... x^ espresse in funzione 
di Xj e di 2« — i costanti arbitrarie che potremo rimpiazzare con 
;/ — I argomenti a^, atj,.., «„ e n funzioni arbitrarie di questi ar- 
gomenti. Tra le n funzioni arbitrarie hanno luogo n — i relazioni 
a derivate parziali. Infatti h facile vedere che si hanno le relazioni 

03) ^=i*^n: ^*=^'3,...« 






/ = 2, 3,...;/ 

i = 2 , 3 , . . . n 
5 = 2, 3,... n 



Queste sono in numero di -, ma soltanto n — i sono indi- 



pendenti fra loro. 

Infatti abbiamo 



07) ^^ = 7^- + ! 



^l _ dx. , i. d:i Si 

s — — "i r Zjh 1 — T" 



S.v. dx, ^ dxu Sx 



quindi combinando questa equazione colla (14) si ha 



^*Sa-, ^T" A 67.^ dxj 



c poichc dalle (13) si ha 



n > 



^Pk ^h ^ -^ kh 

» Odf, 

cosl si vede che la (14) 6 in forza della (17) una conseguenza delle (13). 
Derivando le (13) rapporto ad x^ c la (17) rapporto ad a< 
abbiamo 
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e quindi sottraendo queste due equazioni una dall'altra avremo 

e queste sono precisamente le (15). 

Finalmente le (13) derivate rapporto alle a danno 

S ^, « a. ^" -*-* [5 a, S a, "^ -P* S a, S a, J 
quindi sottraendo queste equazioni una dall'altra si avr^ 






e queste sono precisamente le (16). Resta cosi dimostrato che 

n(n— I) . ,. ,. . . j 11 • 
[- I di quelle equazioni sono una conseguenza delle nma- 

nenti. II modo col quale si sono potute ottenere le (15), (16) mostra 
che esse danno la condizione affinchfe Tespressione 

i^dx,+i^d.,+p.d.,+...+^d.. 

i z i " 

sia un differenziale esatto. 

6. Le equazioni integrali delle (12) danno, come si 6 visto, 
le .Vj,... x„7i in funzione di .v, e di costanti arbitrarie, che abbiamo 
rimpiazzato cogli argomenti a e con funzioni arbitrarie di questi, 
quindi queste equazioni possono servire a deterniinare le espressioni 
degli argomenti a; nel § 4 invece abbiamo definito le a come solu- 
zioni delle equazioni a derivate parziali (5), nasce quindi 'Spontanea 
la domanda: le funzioni a definite per mezzo delle prime equazioni 
soddisfano esse alle equazioni (5)? Ora le (9) riducono le (5) alla 
forma 

2.^TrTr = ^ 1 = 2, 3,... ;/. 

Ma per integrare questo sistema si debbono cercare* 2[n — i) inte- 
grali delle equazioni: 









d^^ 



dx^ 
dV' 


dx^ 
"dV 


dx. 
"^ dV 






1 


dp. 


dp^ 


dp. 



* Vedasi: Jacobi, Journal von Crelle, T. 2, pag. 321, oppure Mansion, cp, 
cit., pag. 6r. 
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ed ogni funzione di questi integrali uguagliata a zero soddisfera le 
(S). Ma le prime n — i danno le condizioni a< = cost. e le altre 
sono precisamente le prime n — i equazioni (12). Ora le (12) sono 
verificate dalle espressioni trovate per le x nella ipotesi che le a 
siano costanti, dunque le quantita a possono efTettivamente pren- 
dersi per argomenti delle funzioni arbitrarie. 

7. Pu6 accadere che una relazione fra :( le ;c e le a dedotta 
dal sistema di equazioni che costituisce Tintegrale della (6) non 
soddisfi questa equazione quando si suppongono costanti le a; od 
in altre parole che Tintegrale generale della (6) determinato in 
questo modo non dia luogo ad un integrale completo quando vi si 
suppongono costanti le a. Ma si pu6 seguendo una via analoga a 
quella tenuta da Amp^RE dedurre dair integrale generale un inte- 
grale completo e conseguentemente anche Tintegrale generale sotto 
la forma data da Lagrange. Se dalle equazioni integrali si cava 
il valpre di 

^ V A ^^ 

che e quello di p, espresso in funzione di jc^, a^, «j,,.. a^ e si rap- 
presenta con P, questa espressione, potremo introdurre una nuova 
variabile i^ definita dalla equazione 

(18) «=:(— >;*p*x,. 

Eliminando ^. P^i* mezzo di questa equazione dalle equazioni che 
danno x^ , x^ , . . . x^, x^ in funzione di JC^ a^ . . . a^ avremo n equazioni 
fra le quali potremo eliminare le « — i quantita ;c^ , . . . x^ e si ot- 
terrk cosl una relazione della forma 

(19) F{u, x^, a^,... a,)=o. 

Se in questa sostituiamo ad u la sua espressione (18), essa insieme 
ad altre n — i equazioni che al pari di questa siano una conse- 
guenza del sistema integrale potrk rappresentare Tintegrale generale 
della (6), talch^ dovremo trovare, se da esse deduciamo il valore 
di p, espresso in funzione di x, , i^ , . . . a. , la espressione P, trovata 
precedentemente. 

La (19) derivata rapporto ad a^ dar^ 

ossia 

(.0) »i=;Sp.l^+i;'.|^-iVl7- 

Stt 
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Ma h chiaro che si ha 

per cui confrontando avremo 

-^* "st; ^^* ~ ^*^ -?-*''* y^ - ?F «i^ 

e perch^ possa essere 

/>A = P* 

sar^ necessario che le altre equazioni del sistema sieno 

"^ 5 ZiA ^A "a O. 

Per conseguenza 

ossia la equazione F = o e le sue derivate rapporto alle a in quanto 
vi entrano esplicitamente uguagliate a zero costituiscono un sistema 
integrale. Questa forma h quella data da LAGRANGE alPintegrale 
generale. 

8. Applichiamo ora questo metodo a due esempi. 

i.° Sia 

Tequazione differenziale proposta. Le (12) danno 

hc^ _ x^x^...Xn i^ Sp^ _ x^x^..,x„ ^ j^ 

^'^X ~ P»Pi"^Pn ' Pk' ^X^ P2P,'-P'^ V* 

talchi si ha 

ph = ^hXk 



e se si pone 



sark 



I 

a = 



(X. oc. • . . a,. 



a 3 



e quindi 



^Xm _x,a^ 
8x. Xk a* 



2 ^ ? I ^* 
xl = — xl'] 

a* a» 

x^x^..,x^ ^ 
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le h potranno considerarsi come le funzioni arbitrarie delle a che 
debbono introdursi per rendere generale l'integra!e. 
La :( si ottiene dalla equazione 

e se fra le funzioni arbitrarie h s\ stabiliscono le relazioni (16), che 

nel nostro caso divengono 

I Xi, \ ^hi 

a,' S a< a< (J a, 

il secondo membro della precedente equazione diviene un diiTerenziale 
esatto e si ottiene la funzione 7^ espressa per mezzo di Xja^...a^ senza 
la introduzione di nuove funzioni arbitrarie*. E poich^ le equazioni di 
condizione fra le h equivalgono alla condizione che la espressione 

\ hs 

sia un differenziale esatto, cosi si vede che una delle h potrk sempre 
prendersi arbitrariamente e le altre si potranno scegliere in modo che 
questa condizione sia soddisfatta; la prima h resterk a rappresentare 
la funzione arbitraria che si deve avere in 7^, In questo caso non si 
presentano che n — i funzioni arbitrarie, perch^ la t^ manca nella 
equazione data. 
2.° Sia 

Le (12) daranno 

• ^x^ = ^^2 =. .. = Ih =- . . . =1^1 

p2pr"P- PiPr"P- Pi P^ 

e quindi 

Sx* I X 

P' = '-P- W,=Z' ''=7, + '' 



n 

[n — I 1""^ 



•=(«-! )"-'■ (X. c. + a.)- ■ ' {A-,f, + af-' . . . (X, c, + a.) 



1 



* Dcvo qui far notare una svista in cui Amp^re k caduto a pag. 19 della sua 
Mcmoria inserita nel Cahier 18 dcl Journal de V£coJe polyUchnique ; quando ^ non 
cntra nella equazione r = o si hanno scmpre soltanto n — i funzioni arbitrarie, 
perch6 si hanno sohanto 2(ri — i) equazioni differenziali (nel caso di Amp^re una 
sola comc 6 facile vedere). 
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ove per brevita si e posto 

I ' a a\\(c) 

' IJ (f) ' ;/ — I ;/ — 1 

Questa equazione dififerenziale che non e che una estensione di quella 
notissima integrata da Lagrange [:(^ — pq) avrebbe potuto integrarsi 
col metodo indicato dal Mansion nella sua opera a pag. 157, ma 
quel metodo conduce ad una forma meno simmetrica di questa. 

Pisa, addl 5 Giugno 1879. 
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Art. I. Proposita aequatione 

F^P^ — R' = i 
olim demonstravimus fore * 

^i = (^i» ^a ' • • • ^»» ^*» • • • ^a» ^x)» 
^a = (^2» ^3 » • • • ^<» ^.» • • • ^j » ^a)' 
^ = {^xy^2* • • -^*»^.» •• -^j»^»)» 
= (^2»^3» • "^ii^if •• •^a»^x)» 



• Journal ftir die reine und angewandte Mathematik, Vol. L., pag. 91. 
Verum hoc theorema ante nos invenerat vir clarissimus Serret. 
Numcratorem fractionis continuae 

per^ formulam f (^i , f^, ^3 . . . 5«) denotamus; cujus proprietates a forma determi- 
nantali 



^i, — I» 
I. 9i» 

0,0, I, 



0, o 

1, o. 
I,.. 

^i»-- 



o 
o 
o 
o 



O, O, O, O. . . I , ^»-1, — I 



O, O, O^ O . . .0, 



^- 



pendere in commentatiuncula supra memorata observavimus. Ipsam autem fractionem 
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atque hinc haberi partitiones numerorum P^ et P^ in summas duorum 
quadratorum. Eadem fere methodo sequationes 

P^P^ — 2R^=±i, P^P^ — iR' = ±i, 

tractari possunt ope lemmatis quod viro clarissimo J. J. Sylvester 
acceptum referimus; 

€ Sit g', ?a »•••?<»?<>••• ?a » ?x 

> quotientium series ordine symmetrico disposita, e quibus alterni per 

> numerum [a multiplicentur ; determinans 

> erit formse A^ -{-^l ^, designantibus -^ et jff numeros inter se 

> primos. > 

Fit enim, si numerus i par est, 

(?,» I^ ?a»^3» • • • l^ ^O = (y- ?x' ?a» (^ ?3 • • • ?0; 
si vero idem numerus impar est, 

((^ ?x» ?a.» (^ ^3 » • • • (^ ?<) = l^ ^ (?x» l^ ^a » • • • ^i)' 

Itaque erit aut 

^= (?x» V- ?a» ?3» • • • V' 9^^ + ."• + (^i» i^' '^2 » • • • 5'<-i)'» 
^= (?x» (^ ?a» ?3 » ^ • • (^ «^'-i)' + (^ (^ii (^' ^2 » • • • (^- ?<-! » ?')'• 

Aperte autem confitemur totam hanc disquisitionem angustis 
finibus contineri; quam, annis ab hinc amplius viginti a nobis inchoa- 
tam, nunc demum longo post intervallo retractatam absolutamque, 
ideo arithmeticorum hominum judicio committere ausi sumus, quod 
elementis arithmeticas incrementa etiam tenuissima afTerre operse 
pretium putamus. Quaestiones autem in eodem genere latius patentes 



aut 



continuam ita significamus ut quoticntium series uncinis quadratis includatur. Itaque 
habetur sequatio 

VVi > • • • H'*) 

Coeterura in fractione periodica utimur punctis syperpositis ad distinguendos 
primos atque uitimos periodorum quotientes. Sic excmpli gratia erit 

[a, hy c,.,,q^, ^a , . . . qnj 

fractio continua constans e quotientibus heterocUtis a,h,c,.,. et periodo ^i, ^2» • • •9» 
infinities repetita. 
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et nos olim attigimus, et fusius tractavit vir clarissimus M. A. Stern 
in egregia commentatione. * 

Art. 2. Initium operis facimus ab aequatione 

in qua fiat 



„ 3 ^/ + ^ _, p 

et generaliter 



P,= V =^.-6y.^. + 3y//^,. 



3 ^/ 4- r . 



^-+.= 



y. 



f 

n 



ubi quotientes integros q ita determinari volumus, ut fiant numeri 
residui R quam minimi. Ponimus autem in aequatione data numeros 
P^iP^ (atque adeo omnes numeros P) esse positivos, et non impa- 
riter pares; i?^ autem numerum esse sive positivum sive negativum, 
quem positive sumptum per [/?J denotabimus. Praeterea statuimus, 

quod licet, [R^] esse minorem quam — /*,. Erit ergo P^^ -P^j 
-Pj < — [Rj\ ; unde patet quotientem q^ evanescere non posse, et fore 

[P.XjP.. P,<l[^.V, ideoque [^.]>[i?J. P,>P,', sive ge- 
neraliter 

' [^.]>|^.+.. [^.]<^^.> 
[^.] > f^,] > [^,] • • • 

Itaque veniemus aliquando ad aequationem 



• Report on the theory of Numbers, Art. 123 (Report of the British Association 
for the Advancement of Science for 1863). 

Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Vol. LIII, pp. 1-102. 

Praeter autem Goepelii dissertationem (ibid. Vol. XLV, pp. 1-13) maximc 
memorabilis est commentatio clarissimi viri C. HERMrrE (ibid, p. 191); quae tamen 
a theoria continuarum fractionum paullo longius rccedit. 
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in qua /5+i = i, q^ = R^^ quaeque adeo omnium postrema erit. Tum 
vero habebuntur ccquationes 

Ri =(?<)» Pi = {qu 3?*), 

• 

J^i-i = (?<-!» 3?o ?.)l 

Pi-i = {qi.u Sqi^ ?.i 3?.-i)> 
-^<-a = (?<-2» 3 5^.-21 5^., 3?.» 5^.-1)» 

■Pi-i = (qi-i, 2qi-u qi, iqt, qi.i, 3 ?(-»). 



-'^i =={?!' 3 9',. y3.---3 7j. ?,). 

quae facile aliae ex aliis probantur, ope formularutn 

J?.-x = q.-iP. + K 

3 r<\-, + I 



^.-.= 



/: 



Itaque ex data aequatione P^ /"^ = 3 R' -\- i elicimus reprae- 
sentationes numerorum /*, et /'^ per quadratum et triplicem quadrati. 

Exemplum. Sit aequatio data, 1999 X 436 = 3 x 529* -\- i : 
erit 

1999= (i, 3, I, —6, I, 3, —2, 3, I, 3) 

= (i, 3. I, _6/-f 3(1, 5, I, —6, I)' 
= 26' 4- 3 X2l*. 
436 = (3. I. —6, I, 3 —2, 3, I) 
= (3, I, -6, i)' + 3(i, 3, -2)* 
= 17* + 3x7'- 
Art. 3. Statuamus in fractione continua 

J]^=[?..3?a. ?,^--3!7j. ?,. 3?.l 

hunc haberi quotientium completorum ordinem 

6,, 3O,. 6 . ...0, sive 3O,, 39, sive ?,....?,, 3 ?.. 



De fractionibtis quibusdam confinuts, 12 1 



ita ut fiat 






3?< ' " " ' 39.-1'"* 
?2 = ?2+7^» ?, = ?!• 

2 

Quantitatum 6 et 9 ea est conditio ut semper evadat [^] > — , 

[0] > -^ . Quod ut certa demonstratione confirmetur, adnotamus 

primum, si inter quotientes q duae signis diversis unitates juxta po- 
sitae inveniantur, continuari signum secundae unitatis in proximo quo- 
tiente. Sit enim, exempH causa, q^= i, q^^ — i> numeri B^ et 
— R^ erunt positivi, quia signa numerorum q^, R, semper inter se 

3 
conveniunt. Quum autem sit P^<i- -^,» sequitur fore 

ideoque etiam q <^ o. Monemus tamen duos ultimos quotientes q^^x 
et qi unitates signis diversis esse posse; neque uUa lege adstringi 
signum quotientis duas unitates proxime antecedentis. His positis, 
apparet quantitatem c^,^i satisfacere conditioni supra memoratae, si 
eidem ab ipsis <p,, 9,_i,... satisfiat. Quum enim sit 

9,+i = 5^.+i + ^ - > ?•==?* + > • • • 

3 ?. 3 ?— 1 

manifestum est signa ipsorum 9,+i, ?, . . . congniere cum signis quo- 
tientium y,+i, y, . . . Sit igitur, brevitatis causa, q^^^ numerus posi- 
tivus; erit certe 

,1 ,1,1 ,1,11 

3?# — 3 ?.-i — 3 2 3 9,_j 

quia quotiens tertius y,_i unitas positiva esse nequit. Itaque ad 
extremum habebitur 

?.+!> [i, — 3» 2], sive ?.-i>7--. 

2 2 

Et similiter si est [9,^.,] > -, [^»] > »••• c"^ etiam 



W^--+:^+l^5?-. 
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quia post quotientes 5^^= i, y,^, = — i, necessario obtinet proxi-' 
mum locum quotiens negativus. 

Sit /0 numerus integer qui omnium proxime accedit ad valo- 
rem ipsius 0; nanciscimur ex antedictis aequationes sequentes 

I 2 

At vero est j<=9, ; quumque fieri possit ut sit [<pj<- > 

3 ?< 3 

squatio qi=I()t non semper valet. Valet tamen praeterquam in eo 

casu, in quo est (7,_i unitati aequalis, [0^] <; 2, et in quo insuper al- 

2 
temantur signa quantitatum j^^^j, qi^i^ 6,; quo in casu erit [?<]<[ — » 

/[OJ = 2, qt unitas unitati j^,_, contraria. Cujus rei exemplum prae- 
bet aequatio 52x7 = 3x11*4-1» "bi fit 

|^ = [2, —3, I, 3, —I, 6]. 

Hic enim est ^, = — » ideoque /fi^ = 2, quum sit tamen q = i. 

Quodsi in fractione continua ad postremum quotientem, qui 
est 3(7,, accedat quaevis ejusdem signi quantitas, valores 6,, ^^,...0, 
ipsos quidem aliquatenus turbatum iri manifestum est; sed nihilo 
secius permansuras aequationes q^ = /O^, q^ =/0^, . . . jr,_i = /?^_,, 
atque determinationem quotientis q^ modo traditam. Quod patet 
ex ipsa demonstrationis forma. 

Art. 4. Aequatio P^P^ = ^ R^ — i ita facillime tiactatur si 
scribatur P^P^ = — 3 ^^* -|- i, ut P^ et R^ numeri negativi evadant. 
Quo facto, determinentur numeri y^, /^^, . . . /J^.,; i?^, /?j,...7?.; 
per aequationes hasce 



(in quibus numeros R quam minimos fieri intelligendum est) . . . 
donec perveniatur ad aequationem in qua sit /J^, = e , /?, = e /^, » 
designante litera e unitatem ( — i)'... Tum vero erit 

^^a = (^.» — 3^3,...?3» — 3^J, 

zR = (y, , — 3 7a, . • • — 3 ^, » yj ; 
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unde apparet ipsos P^ et P^ fore formae^* — 3;r*, aut formse 3;r* — ^% 
prout I par est aut impar. 

Coeterum in aequatione penultima R^ — Ri^x — ^i-xPit si est 
/5= ± 2, oritur ambiguitas -in determinatione quotientis qi^x\ quam 
ita tollimus ut quotientes jr._, , q^ (e quibus hic certe unitas erit) 
afficiantur signis contrariis. Facile autem demonstratur in serie quo- 
tientium q^^ q^»»"^^ ^i du<e eodem signo unitates juxta veniant» 
mutationem signi fieri in proximo quotiente. Hinc in fractione con- 
tinua 

— ^=[?i» — 3?a» ?3'"- — 393, ?.. — 3?J 

si fiat deinceps 



-3^. • ^' ' 3«,' * ^' ' -3^'*" 

I T 



— 3?< — 3?<-i 

I 2 

et sic porro, erit ut supra [9,] > -^ — - [6 J > — . Quotientes autem q^ , 

V 3 » • 3 
j^^, . . . determinantur per aequationes q^ = /O^, 5^^ = /O^, . . . ; inter 

quas etiam extrema illa qf = JOi locum sibi vindicat. Nam, si qi= ± i , 

(qui solus est casus de quo dubitatio oriri potest) erit necessario 

/^< = ± 2, atque discrepabunt inter se signa quotientium j<_i, et ^<; 

quo fit ut valor absolutus ipsius (p, = y, -| unitate 

— 3 ?*-! + -^ 

?<-a 

major evadat. 

Quum autem numerus e P^ infinitis modis per formulam y — 3 x^ 
repraesentari queat, ostendere convenit eam repraesentationem quae 
continetur formula 

per numeros minimos fieri. Et generaliter quidem, si est 

/ — Ax' = N, i* — Au^=i, 

inveniri possunt in una eademque repraesentationum familia totidem 
repraesentationes repraesentatione data magis simplices quot habentur 

numeri u fractione — rr- ^bsolute minores. Etenim cum omnes inde- 

N 

terminati x valores in hac formula tx — uy comprehendantur, si qua 
est repraesentatio repraesentatione data magis simplex, habetur inae- 
qualitas-(/;ir — «^)*<I^*i quae, eliminato numero /, convenit cum 
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inaequalitate [«] < — ■^~- . Jam vero, si / = 2«, habemus aequa- 

tionem 

^x = / — 3^' = (?!» — 3(72>---5'2«.i, —3^2,.)* 

— 3(?,. — 3 ?a' •••?2— 1)% 
in qua erit 

ideoque 






Sin autem / = 2 ;/ -f- i , erit 
-P, = 3 '^'^ — y = 3 (!/,» — 3 S^a^ • . . q^n^if — (?,r — 3 «'a » • • • 3 ?2.)'. 

Hinc in utrcque casu habetur —jy- <C ' 5 unde apparet nu- 
meri P^ repraesentationem magis simplicem exhiberi non posse in ca 
saltem familia, in qua fit ^/3 = - , mod/*^. 

X 

Exevtplmn. Sit a^quatio proposita 

20306 X — 5 197 -_.-. _ 3 (_ 593 1)^ + I ; 

^rit e = — I, 

20306 = — (i, 6, I, — 12, — I. 3, 4, —3, —2, —3) 
= 3(1, 6, I, —12, — I)' — (I, 6, I, — 12)' 

= 3x97' — 89'. 
5197 = (6, I, —12, —i)^ _3 (—2, —3, 4)" 

= 85' — 3X26\ 

Art. 5. Sit \ numerus primus formae 4;/ -{- 3> ^^ue in aequa- 
tione \\j.= \-\-AB, tribuantur Hterae A singillatim valores i, 2, 
3, . . , 2 ;/ + I : quo facto, erit B unus aliquis ex iisdem numeris vel 
positive vel negative sumptus. Hinc patet in hac aequationum caterva 
binas inter se invicem respondere; quarum numerus cum impar sit, 
una super erit, quae necessario hanc formam induet X(jt.= ± 3 ^*-|- i. 
Hinc per exclusionem nanciscimur demonstrationem non inelegantem 
notissimi theorematis; primos formae 12« + 7 esse etiam formx 
;ir* -f" 3^^*! prinios autem formae 12 ;/ + n habere formam ^x^ — ^*. 



r 



Ac &ifnili fere modo demonstrari posset utramque rormam ^ -|- 3 j-*, 
x' — 3_j'*, primis i2«-(- I compctere; neutram vero primis l2«-|-5. 
Sed primos forma; 4n-j-i in prsescns missos facimus. Nam repra> 
scntationcs primorum 4 « -j- 3 per fornias ^' 4- 3 y', 3 x^ — y' inda- 
gari possunt per evolutiones radicum quadratarum in fractioncs conti- 
nuas; qui proprietas ad primos form-T; ^w-J- i nequaquam pertinere 
videtur. Quo autem facilius intelligantur rationes evolutionum, quibus 
111 bac qu^stionc utimur, pauca, licet aliunde nota, prasmittenda sunt. 
Art. 0. Sit N integer non quadratus; a integer ipso ^ A' pro- 
\iine minor; quanlitas a -^- ^j N m fractionem continuam conversa 
ibit quotientium periodum ad hoc exenipiar 

P.N. p- ,»-,; 

ubi primus quotiens quasi singularis est; cceteri ordine symmetrico 

circa quoticntem medium [i hinc et hinc disponuntur. Cujus symmc- 

ttix eo causa cst, quod icquatto 

(-0 a'—N—2ax~\-x^ = o, 

a qua periodus origincm trahit, anceps est, cum tertius in ipsa cocf- 

ficiens secundum metiatur. Quod si cvolutionem a quotiente medio 

incipimus, habebimus hanc periodi descriptionem, 

qua; est plane cjusdem formx cum periodo data. Hinc patet inter 
.L-quationes periodicas, pra^ter primam illam, mediam quoque ancipi- 
tem esse. Cujus squationis cognilio magnum momentum habet ad 
txplorandam totius periodi naturam; sunt autem certi casus in qui- 
busetiam sine evolutione innotescit. Sit, exempli causa, A'^ /_x>^, 
dcsignantibus liferis >, et >, numeros primos formje 4« -(-3; sit 

etiam >,>>j;^ integer surdol/-' proxime minor, His positis, crit 

quottens raedius In evalutione radicis ^/^-.xJ,, ct xquatio me- 



d!a hanc formam lubebit 
^fi) >,^'— > 



Cum enim >, x>, summa duorum quadratonim esse ncqueat, 

illa; aquationcs ancipites, qus; in periodo inveniuntur, diversa; 

se esse debent; at prcter duas :t;quatIones [A) et (5) nulla 

existcre potest, qu^ et anceps sit, et cliaracterem a:quationis pe- 

riodica: pra; se ferat. Unde videmus evolutiones radicum ^>x>j 

una eademque opera exhtberi; idque fieri per hujusmodi 
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squationes 

« quarum utravis concludimus fore 

(n i ^^^(l^x' Pa---!^«» *)=(^> Px» Pa'--.|^-). 

^ ^x(yi' p,....(^..) = (^, P-x» (^2» -.•{'-' ^)» 
ita ut fiat 

\ X (^i» !^a ' • • • J'-)' — \ X (/r^ f^2' . • • !^--» ^)' = (— 0* . 

Art. 7. Sit primo — ^^ ipsius \ residuum quadraticum ; erit 
(— I )" = + i,atque ideo e numeris (u^ , ^^,...1^«) et(;x^, (^a,... f^,,*) 
hic impar, ille par erit. Hinc sequitur, aequationem ^\x^ — \^y^ = i 
resolubilem esse; et, designantibus o! et V numeros ipsis 2^y^\ 

et2i/— proxime minores, aequationem 
occupare medium locum in periodo xquationis 

hoc est, evolutiones quantitatum «' + 2^>,\, ^' + ^ W y^ eodem 
modo alteram ab altera pendere, quo evolutiones quantitatum 

Evoluta autem quantitate a^ -{- 2 \J \\ sit 

2^', Vj, v^, . ..y,, 26', v^, . . . v^, v^ 

quotientium periodus ; habebimus aequationes sequentes antecedentibus 
{Q consimiles 

ID) ( ^a (\i ^' • • • Y/» ^') = (^'> \' ^' • • • ^jr)» 

( 4 >, (v,, v^ , . . . v^) = {a\ v^ , v^, . . . Vj,, ^'); 

habebimus etiam solutionem aequationis 4\x^ — \y = i, scilicet, 
4\ (v,, v,,...\'r)' — >, (v,, v^, ...v^, 6')=i; 

quae quum convenire debeat cum solutione superius inventa (utraque 
enim minimos numeros exhibet qui aequationi satisfacere possunt) 
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colligimus squationes sequentes 

(tf, K,, [J^ , . . . p..) = («', v^ , v^ v^), 

e quibus patet quomodo, ex evolutione quantitatis \/ a^ >.^ , evolu- 
tiones quantitatum 2 ^ F^ ^t 2 i/ -»- derivari possint per conversio- 
nem fractionis vulgaris in fractionem continuam; si enim est 

erit etiam 

-]g- = [<^. ^i.-.^>. ^']. 

Sit, secundo, \^ ipsius >^ residuum quadraticum; erit (— 1)" = — i, 

(f^i' }^2 1 • • • f^-> ^) P^''» (f^x» P'»! . • . 1^*») in^par; atque habebitur solutio 
sequationis \x^ — 4 >^^* = — i. Unde derivari poterunt evolutiones 

quantitatum ^ ^ \X\^ et — W r*- > quibus tamen in praesens* opus 

2 2 y /^ 

non est. 

Art. 8. Jam vero sit >^ = 3, ^ = 1 numerus primus formae 

12 « 4" 7 i crit — 3 ipsius X residuum quadraticum; atqjie habebitur 

ex antedictis squatio 

{a, fx,, (A^, . . . [x^, ^) (a^, [^,, . . • (A.) = 3 X O^. (^ai . . . (^-1 ^/ + I ; 

quae tamen, quia (tXj, (^3, . . . p-») numerus est impariter par, non po- 
test commode tractari per methodum supra (art. 2) traditam. Uten- 

dum est igitur evolutione quantitatis 2 i/ — quae si statuitur esse 

2^', Vjp, vy_i,...v,, 2a\ v^,, ... Vj^-i, v^, 

suppeditabit squationem 

(a\ v^, v^....Vj,, b') (v^, v^,...Vj,) = 3(v,,v^,...v^, ^^ + l, 

in qua (v^, v^,...vy) impar erit, (a', v^. v^,...Vy, b') pariter .par. 
Itaque si in hac xquatione fiat 

(^'1 V,. v^, . . . ^j, b') = (k^, 3 /:p *, ... 3^*2» *!' 3^0^» 

C\' ^i • • • X^ = (3 ^x» ^,1 • • • 3 *a' ^\)^ 

(v^, v^, . . . v^,^') = (*^, 3 i,, *,,... 3i'a» *x)' 






evolutio quantitatis 2 t/ - ad sequcntem formatn redigehir 

t„ + 2l/^ =[2i-^, 3;:,, t,...3t,, K, Ok^, k„ 3*, *., 3k,].\ 

Quod facile demonstratur, si iti evolutione vulgari quantJtatis 2 l/ —M 
quotientes 2a', zb', interpositis clfris ita discerpantur ut fiat 
l/ - = \a', V,, V. 1, . . . V,, b'. 0, b', V , . . . V,, a', e, a'\\ 

et si pr^terea intelligatur, quod in fraclione infinita licitum est, quo^J 
tientium seriem ita terminari ut una ex cifris interpositis locum ex4 
trcmum obtineat, 

Sit — A — 2fi9-|-C0' = o aiquatio quadratica ; numeri ABC 
integri; determinans B^^-^-A C positivus. Sit item y,, ^,, . . . ■/» quo-l 
tientium periodus per quam xquatio ista in se ipsam ti'ansit ; ita utj 
fiat 

habentur a^quationes notissimj; 
(?.■ ?,■■■?-) _ (?.. ?..■■■ '/.)-(?..--'g-i) _ (g,. ?,■••?- .) I 



in quibus si forte fiat aut (j,, ?,.•■■ y—i) =1^ f?!' ^i.^--?»). 

(?j .'/,'■• -^J^ f^ (?, 1 ?a . ■ • ?— 1)> determinans zequationis erit forJ 

msc x' -f- I^y- Quodsi in evolutione quantitatis ^^ -f 2 l/ - perioduni 

ab illo quoti(;nte inchoamus qui est aut triplex, aut tertia pars quo- 
tientis proxime antecedentis, habetur series aut hujus forma; 
3*o/w-,,..-3i,./^,6t„. i,,3t....^,,3A-,,2/j^,3^-,,it>^...3i._,,Jt,^ 
aut hujus 

feM3*,_.,...3i,,-t,.6i-„,/.,,3t,...;t., 3^-,.2-t„.3t,, t h-ul>k\ 

prout numerus / par est aut impar. Unde patet in ^quatione perio<l 
dica /".+1 + 2 (3,+,^ -|- /;.,:i:' = o, e qua istam quotientium serieml 
originem trahere statuimus, fore vel 3 /^^, -\- P,^^ = o, vcl P,^ 
+ 3 /".+ 1 = 0. it^ ut habeatur partitio numeri 12 >, ac proinde ipsius > 
in quadratum ct tripHcem quadrati. Quo autem in xquatione \ = ^ 
-\- iB' valores nuraerorura A ct B facilius investigeotur, aperiendal 

est via ad evolutionem quantitatis j^o ~H ^ W ~ ^"^^ operoso calcula 
inveniendaro. Nimis enim molestum esset eam evolutionem a vulgat 
evolutione radicis 2 l/ - per transformationem supra traditam clicereJ 
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Art. 9. Et primum quidem observamus in evolutione quanti- 

tatis i^0 -f- 2 I / — , si alterni quotientes per ternarium dividantur, ha- 

beri periodum ejusdem plane formae cum periodis primorum 4»-|- i. 
Patet autem ex iis qu£ antea (art. 3) disputavimus quotientes \^ 
k^j . - .ki^i deinceps determinari posse eadem prope calculi forma quas 
vulgo usitata est ad radices quadraticas evolvendas. Habemus enim 
schema hujusmodi, si incipimus ab aequatione 

» 

in qua est /'„ = 3 V — 4>, Qo = — SK' ^. = 3. K = ^^ Jji 



P. ' ' P. 



} 



i ^ 4 



4 5 



in quo videmus unumquemque numerorum Q esse ternarii multi- 
plum, sed contra alternos tantum e numeris P. Si ergo scribatur 
C = 3^.i -P2. = ^2., -Pi,+i = 3^i.+i> habetur calculi forma paullo 
simplicior, 



^, = 2^0^. + ^, 












«a ' ^S 



>. = ;t._. ^. + ^..„ a._, = i^2 ±i, it. = / lA, 



a, ^H-i 
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vel, si notationem Gaussianam sequi placet 

A ;; A 3V— 12:. 

b^ = b^y mod ^/, ^3 = — 2 ; 

^2 



A — A ^ 1 3 ^/ — 4 >- 
^. = ^,-1, mod ^^.i; ^. = 



ubi numeros ^,, i',_, = -^ ^, e congruentiis ^, = ^,_i, mod /j,, 

ita determinari oportet ut b^ quam proxirtie accedat ad valorem 
radicis ( — i)'^^ 2 i/ — . 

His in schematis determinationes numerorum 

ex antedictis (art. 3) accuratas esse apparet; sed contra determina- 
tionem quotientis i'< = /0< falsam fore, si 




hoc est, si in aequatione 

4 A = ^J+i + 3 ^;V, 

fiat [<^/-|-i] <C — [^<+«]' Q^o circa calculus eo usque producendus est 

donec perveniatur ad aequationem in qua aut a^^x -\- at^i = o, aut 

1 2 

— ^< ± 3 ^i -j- 2 at^i = o. Nam, si [oj > — , aequatio quae conditioni 

2 3 

^<4-i + ^<+a = o satisfacit quaeque idco in toto schemate ultima est, 

calculi normam sequenti suo loco se offeret. Si vero est[9j<^— , 

ultima ista aequatio quodammodb extra ordinfim calculi erit, quia 
fallit determinatio i^ = /6,. Sed hoc in casu est necessario k{=dz i, 
unde sequitur penultimam aequationem talem fore ut sit 

~at ± 3^< + 2^,+i=0; 

2 
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cujusmodi aequatio si quando se obtulerit, ipsa certe est proxima ante 
ultimam, atque, ut ad ultimam perveniatur, quotienti ki tribuendus 

est valor ± i ; idque observandum est etiam si forte fiat [OJ > — . 

Calculum autem numerorum ^ et ^ ulterius extendere omnino opus 
non est ; cum ia horum periodis semissis prior hanc habeat formam 

altera autem semissis eosdem numeros signis mutatis eodem ordine 
repraesentet. Quae omnia animadvertere operae pretium est propter 
similitudinem primorum formae^w + ^^ 
Exemplum L Sit >. = 199; erit 

^2 J-=i6, ^^ = — 28, ^^ = —16, tf,= i. 

Aequationes autem F,-\- 2 Q^x -{- P^i x^ = brevitatis causa per 
notas sic scribimus (^,, ^,, ^,4.1); quo pacto habebimus ex calculi 
ordine has aequationes in primo periodi quadrante 

(—28, —16, i), (I, 16, —28), (—28, —12, 13), 

(13, 14, —16), (—16, —18, —II), (—11, 15, II): 

unde fit 4x 199 =» 11* -}- 3 . 15* 

16 + 24/1^ = [32, 3, 2, 6, — 3, — 9, 2, 6, I, 66, I, 

6, 2, —9, —3, 6, 2, 3]. 
Exewplum II. Sit >> = 607 ; erit 

/2 l/ j = 28; «0 = — 76, ^o = — 28, a, = I. 

Hinc oritur periodus 
(- ^6, — 28, I), (I. 28, — 76), (— ^e, — 48, — 59) 

(— 59. ". 35). (35. — 24. — 20), (— 20, 36, — 73) 

(—73, —37. —23), (—23, 32, —28), (—28, —24, 25) 

(25, — 26, — 16), (— 16, — 22, 61), (61, 39, 35) 

(35. —31. 13). (13. 34. 80), (80, —46, 49) 

(49. 3. — 49):--- 
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unde fit 4 X 607 = 49* + 3 • 3* 

28 + 2 J^=f56, 3, —I, -3, —3, 3, —3, 6, —2, 9, I, —6, 

5, —3, + I, 3, —I. iS, —2, 3. 3, --6, 2, —9, —I, —9, — I, 

— 3, I, 168, I, —3, —i, — 9, I, —9, 2, —6, 3, 3, —2, 15, 

— I, 3, I, —3, 5, —6, I, 9, —2, 6, —3, 3, —3, —3, —I, 3]. 

Observandum autem est hic in penultima squatione (80, — 46, 

49), sive (^j^ , b^^ , ^,j), haberi 40 — 3 x 46 + 2 x 49 =^ o, unde se- 

z. , . .^6 + 28 ^ 3 
quitur esse k^^= i , quamvis sit -^ > — . 

Art. 10, Quum' autem numerus 4>. per formam x^-^-^y* tri- 
fariam repraesentari possit, illa quidem repraesentatio, quae numeros x 
et y pares habet, cum nostra convenire non potest. Ex duabus, quae 
reliquae sunt, una sola est in qua ;c= ± i,mod 12; atque haec illa 
est quam praebet aequatio 4>.=«a\^i + 3 ^^^.i. Si enim i impar est, 
habemus 

3 (^o» 3 *,,••• 3 ^O" — 4>^ (3 *x» ^^, • • • 3 *0' = Pi-\-i = 3 ^h-» 
sive 

(*o» 3 *,»..• 3 *.y — 12 ). (i,, 3 ^a " • • ^O* =^<+a- 

Unde fit ^<+,= I , mod 12. Ac similiter, si numerus / par est, erit 
tf^i = I , mod 12. 

Caeterum, ut ex inventa aequatione 4> = a^^i + 3 ^%i , ipsius 
\ repraesentatio habeatur, fiat ^,4.1 ± bi^x^ =0, niod 4: quo pacto 
erit 

contra, si data fuerit sequatio >v = ^* + 3 j5*, fiat ^ = 6 (jl + 2 e^, 
^ = 2 V + e^ , designantibus literis z^ t^ unitates, quarum altera ipsa 
aequatione definitur, altera ita capiatur ut (x + v par evadat. Quibus 
rite animadversis, habebuntur aequationes 

3 6, 5. — e.^ = (— l)'^,+, = (— 1)'+' a,+„ 

= I , mod 12; 
[e.^ + s,5]=(-i)'+'^,+.; 

nam ( — i)'"^^ bi^i certo numerus positivus est, cum debeat esse 
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Hiac aanscisdmur theorema: 

« DeMgnante X=v4' + 3^ numcrum primum formae i2n-}-7i 
I resolubilia sunt haec tria xquationum paria 

a-' — 3 >y = 35^^ — £^y4; =2t^A\ = — 3 E,B — e^ A; 
y-x' — 3^' = 3e,£ — i^A; =2e^A; = — 3£,5 — z,A; 
' cujus veritas facile colligitur ex xquivalentia formanim ( — 4>, O, 3), 
: (— I2>, o, I), (/>,+,. Q,^^,P.+,). 

Tres isti numeri [i^,S — £,A], [2e,A], [$t^3 -^- t,A], qui 
' reprssentant totidem valores indcterminatt x in cequatione 
4> = -^* + 3/. 

eo etiam nomine nobis memorandi sunt, qiiod, evoluta radice ^f 3 > 
in fractionem continuam vulgarem, inter denominatorcs quotientium 
completorum uno tractu veniunt, Atque, si est A^^^B, erit 2A 
medius, si vero A <a B, erit idem vel primus vd postremus. Nam', 
si A^^B, colligimus a^quationes 
I iB — A — z{iB-\-A)x-{.2Ax' = o 

2A~2{2,B — A)x — {iB-\-A)x* = o 

alteram alteram cxcipere in pcriodo squationis — 3). + a-' = o; 
utramque enim «cquationi — yi.-\-x' = aiquivalere per dcmonstra- 
tionem theorematis prxcedentis evincitufi utraquc autem characte* 
rcm xquationis periodics liabet propter inaequalitatem A^^B. Si- 
militer, si A ^Ci B, ^equationes 

— 2A — 2[iB — A)x-\-{iB-\-A)x' = o 
(3 A + .-^ + 4 ^ ^ — (3 B—A) x' = o 
deinceps occurrunt in eodem pcriodo. Hinc nanciscimur methodum 
non inclegantcm solvendi arquationem 1 = A* -\- 1 1^ . Namque in 
evoivenda radicc <j 3 >., inveniemus tres juxta denominatores, qua- 
rum medius xquatur extremorum summa;, idemque cxsuperat radi- 
ccm \/ 3 >, ; cx his unus crit 2 A, reliqui duo habebunt valores impa- 



rc9 [iB± A\. 



Exemplum. Sit / = 139 = 8 



1-3. 5' i 



4x 139= i6* + 3.io' = {— 23)'-f3.3?«=7' + 3-i3'- 



iHic mt^A = %, it^B—z^A = 
■crit ex evoluttone nostra, cum s!t /2 



-3e,A' — %^A=^T. Atque 



i\- 



14, 



-14. 1). (i. '4. 32). (32. — "8. >3). (13. 8. —28). 



(-28: 



-20. —23), (—23, 3, 23); 
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...Unde fit 4x i39 = (— 23)^ + 3. 3^ 14 + 2 Ji|? = 

[28, _ 3, — 2, 3, — I, — 3, I, — 6, — I, 84, —1,-6, I, 

— 3» —I» 3, —2, -3]. 
Contra ex evolutione vulgari aequationis 

— 17 — 40 ;r + :r* = O, 
orietur hujusmodi periodus 

(— 17, — 20, i) (I, 20, — 17) 

(—17, —14, 13) (13, 12, —21) • (—21, —9, 16), 
(16, 7, —23) (—23, —16, 7), (7, 19, —8), 

(—8, —13, 30 (31, +18, —3), (3 — t8, 31)... 
in qua habemus 
20 + ^417 = [40, 2, 2, I, I, I, 5, 4, I, 12, I, 4, 5, I, I, I, 2, 2]; 

videmus autem numeros 16, — 23, 7, inter coefficientes aequationum 
periodicarum comparere, id que accidere fere vergente ad finem 
primo periodi quadrante. 

Art. II. Numeri primi formae 12« + 11 similes aliquatenus 
proprietates habent. Namque ex evolutione vulgari 



iA 



^ + y - = [2 b, Ky» ^y-i, . . . (^,, 2 ^, L»;, . . . i^J, 



elicimus asquationem 

— [a, [i.^, . . . {A^, ^) X (tA^, ...(/;/) = — 3 (;^. P'a» • • • !'/' *' + I • 
Qua cum aequatione /*^ /*^ = — 3 i?^* + i ita comparetur ut fiat 

-Px = (^» (^ii • • • P-y» ^) = e (^o» — 3 ^xi • . . ^x » — 3 fc) 1 
^a = — (i"'!» • • • (f/) = e (— 3 *,, *a. . . • — 3 *a» *,) » 

-^x = — (e,» (''^'••^(^y» ^) = e(^o»3*x,.. . — 3*a» ^i)» 

— 3 ^x = (^.. f^x» (^a» • • • e./) = s (— 3 *i» A^, . . . *,, — 3 *«)• 
Quibus positis, facile perspicitur in evolutione [A) quotientium sericiii 

^» (f/» (^i-i».- • [^2» ('i' ^ 
cum hac serie 

^o » """ 3 ^i » ^a ' • • • '^i ' """ 3 " o 

sine fraude commutari posse. Erit itaque 

{B) *o + yr = [2^o, — 3*„ ^a^^^^ — 3^a. K —^K K 

"" 3 ^a ' • * * *^^^ ~~ 3 ^xJ ' 
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Qua in evolutione altera ex dequationibus, quae medium locum 
in prima periodi semisse tenent, dabit aut hanc asquationem 

3 ^ = 0+1 — 3 -nV « > 
aut hanc 

3 ^ = Qi+\ t — 3 -^i+i » 

prout scilicet numerus i par est aut impar. Ponimus autem eodem 
fere quo supra modo 

G# =^ 3 '^» I ■* 2* == — ^2« I -^2*+\ = 3 ^2*+i » 

«0 = ^ — 3V» '*o = — *o =— Vj' ''.= ^; 

et calculum periodi instituiinus secundum hoc schema 



• /7 — L • y = T 1— ^ • 



^i = 2 ^o ^i + ^o 



b =k a +/^ 

2 "^i 2 I : 



<, =^^ 3£i • i =/ LL. 



^a ' ^J 






X 
__3 



vel ex notatione Gaussiana 



b^ = boy mod^,; a^= ^- 



a 
I 



z j > — 3V 

*a = ^i» ^oda^; a^ = — —2-; 



b. = b^^, niod^y^; a^x = ^; 



^. 



numeris b, ita determinatis ut quam proxime ad valorem radicis 

( — i)*i/ — accedant. Cui calculo finis faciendus est cum primum 

xquatio ^,^., -|- /7,^., = o sese obtulerit; eo cnim usque valet formula 
i^~/0,, quae ulterius progredientem destituit. Periodi autem nume- 
rorum a^ b, k^ eandem plane descriptionem habent, quam supra 
exemplis illustravimus. 



Quum autem in xquatione > = 3iJ^, — a*^, numerus «t,^, parl 
essc ncqiicat. cvenire potcst ut repra^sentatio ipsius i, quam ejus T 



xquationis ope nanciscimur, non sit oinnium simpli 
men vei ipsa omnium simplicissima, vel proxima post 
Habemus enim (art. 4) 



Est ta- I 
iplicissimam. | 



[^^^^]>- 



9 



1?.]= 

i_ "1+1 

ideoque etam 

K.l<\'Ti, [M<-'\/3-. [»,+,«.+,]< 2 >•■ 

At in xquatione t' — 3«° = I, valores numeri u sic procedunt, 
I, 4, 15. ■ . ■ undc concludimus, si fuerit {ii+,\ <C[a,^,], unam -fore j 
eamque solam reprKsentationera qu^e per numeros minorcs fiat; | 
qute si cst X = 3 r' — y', cT\t y par, x impar. Itaque si A et BM 
minimi numeri cxstant, per quos xquationi >. = 12 J?" — A' satisfiert | 
possit, azquationes 

j:'~5y.y^tA, =3s^. =4(s^±3-ff), 
^x' — yj' = tA, =36^, =4{zA± i£), 
resolubiles erunt, signo unitatis e ita determinato ut fiat £/!= i, 1 
mod 3. Facile autem perspicitur Kquationi 

— ^d B — A — 2 {6 B — A) y -{- A x' = o 
compctere characterem xquationis periodic* : cum sit 



i'^]<m- w> 



.fr 



Quare vulgaris quoque evolutio radicis ^3"/ suppeditat solutionem 
simplicissimam xquationis ^=122}' — A'; vcniemus enim in ea 
evolutione ad tequationem /, -\- 2 q. x -^- /i^, x' ■= o in qua erit 

^A = ?•+/«-!. ideoque etiam, 



, mod 6, y. - 



^(^■J- 



-A.- 



Exemplum. Siti=j67; crit/l/ -=7; atquc habebimus cx 
evolutionc noslra Iianc pcriodi formam 

(—20,7,1), (',+7.-2°), (—20, —13, —17) 

(—■7. 4, 71, (7, —3, —20), (—20, 17, —35) 

(—3;, —18,^—23), (-23,5,4), (4,-7.-5) 

<S, 8, -5)... 
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• • 



Erit itaque 167 = 3 . 8* — 5*, 

7+y -^-=[14, —3. —I, 3^ — 1, —3, —I, 9, 3, —9, —3, . 

3. — i» 3, — ii 3. I, —42, I, 3.— I, 3. iv 3, —3. —9. 3, 9, 
— I» 3, —I, 3, —I, —3]- 

Evoluta autem radice ^ 501 secundum methodum vulgatam 
invenimus periodum aequationum hanc ce 

(— 17. — 22, I), (I, + 22, — 17), (— 17, — 12, 21) 

(21, 9, —20). (—20, —II, 19), (19, 8, —23) 

(— 23» — 15, 12), (12, 21, — 5), (— 5, — 19, 28) 

(28, 9, —15), (—15, —21,4), (4, + 19. —35) 

(—35. —16, 7), (7, 19, —20), (—20, —21, 3) 
(3, 21, —20)... 

c quibus nona suppeditat solutionem aequationis 167 = 3x8* — 5% 
cum sit -. X 28 = 19 — 5. Erit praeterea 22 -}- ^ 501 = 

[44, 2, I, I, I, I, 3, 8, I, 2, 10, I, 5, 2, 14, 2, 5, I, 10, 2, I, 
8, 3, I, I, I, I, iz]. 

Art. 12. Aequationes /; -P, = 2 /?/ + i, P^P^ = — 2 ^/ + i, 
et repraesentationes inde orientes numerorum primorum per formas 
2^* + ^*> 2;r* — ^% a GoEPEUO in commentatione inaugurali* longe 
pulcherrima (ex qua disquisitionem nostram delibatam esse libenter 
fatemur) tanta felicitate ope fractionum continuarum illustrata; sunt, 
ut eam rem iterum attingere prope supervacaneum sit. Tamen ne 
quis analogiam determinantium 2 et 3 a nobis praetermissam desi- 
deret, in vestigiis ejus viri paullisper immorari liceat. Et primum 
quidem adnotamus, ab acquatione P^P^ = 2 R^ + i, eodem fere quo 
antea modo, perveniri posse ad a^quationem 

-Pi = (^,. 2^,, *,,... 2*,, *„ 2iy, 

eamque transformationem ita fieri posse ut quotientem unitati a^qua- 
lem excipia^ ejusdem signi quotiens. Ex quo apparet in fractione 
continua 

2 ^' ~ L^ii^ 2 A'^ , . . . fc^ , 2 ^J ; 



• Joumdl fur die reine und angewandte Maihcmatik, Vol. XLV, pp. 1-13. 
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haberi squationes h^ = l^, t, = /9^,,.. eamque legcm etiam 
extremo quotiente i, observari, nisi forte fiant signa quotientiura jt, 
et ^i contraria, ac pr^terea [O.j-cC^a; quo in casu erit /l)i = ±. 
k,= zb I. Nec secus Jn fractione continua qux pendet ab squ 
tione P,P^= — 2 P' + I, erit 

±p^^a^, —2k,. k^.... — 2k^,k^.—2k,), 

— ^ = [yt,, — 2t,. k^..A\. —2k,]. 

k, = /^,, t, = /0,,... atque adeo k,=^I^,, cum sit utique 9.; 

-(2 -^-^2): quic rcs itcm docet in neutra formarum ^equivaleatiu 

x' — zy^, 2x' — y, dari repra^sentationem numeri /^ repr^seoti 
tione nostra magis simplicem. Tum vero, designante \ nuraerui 
primum forma; 4« -j- 3, vel duplum talis numeri, atque evoluta 1 
dice ^X secundum prxcepta vulgata erit in media pcriodo huju 
modi a^quatio anceps 

_ .1 (i _ i") _ 2 ^ .r + 2 .r' = O 

(ea enim sola est qua; exsistere potest), ubi numcrus ^ ita dctermi- 

natur ut — (\ — 6') integer atque positivus, idemque quam minimus 

fiat. Sit a numerus integer surdo \J > proxime minor; erit aut rt =s *, 
aut ai=6-\-i. Atque si est a = b. habebimus hujusmodi evolu- 
tionem 

M) ^i = [,,, p„ p.,...,.., "-^ + ij^)!, 

unde uanciscimur .-cquationes 

(.»,. ('..■■•I'., \ ■>)= 2 (",:',. !'..•••!'.). 

(.M%.y.-..y..:«) = ^<^. ....••>'.); 

e quibus concludiraus fore 

(!S. r,.---f^.) (K..---f^.-.) = 2(y.. !'.,...!',-,)' + (-t)-. 
Itaque, si fiat e = (— i)-, crit e = -|-i, vel e = — i, prout V, 
(vel -- >, I est forms 8 « -|- 3 aut fonnaj 8 k -|- 7; atquc pcr transfor- 
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mationem jam saepius in hac commentatione usitatam habebimus 
hujusmodi evolutionem 

cujus veritas facili confirmatur, si formulam ex evolutione vulgart 
oriundam paullulum immutatam adhibemus, 

Si autem est ^z = ^ + ^ » ^^'* 

^>. = L, [/,^, [/,, . . .|/„, -[a—i +\/>) , 

quse aequatio, si sic scribatur, 
; ^X = L+ I, 0, — I, [/,,..., {A„, —I, ^, -(^+ I +\/>^) » 

abit in formam precedenti (A) similem, atque eodem prorsus modo 
tractari potest. Itaque habebitur evolutio ad hanc normam con- 
cinnata 

« + I +^^ = [2(i+ i), \, 2 e *,,... fe^, 2e*,, e(^J + i), 

2 e fc, , A, , . . . 2 e ^^ , i J 

in qua observandum cst quotientem k^ negativum fore. 

Schema autem calculi, quo ad has evolutiones utimur, hoc 
ferme est. Sit aj= i, 2ea^ = p^* — >, numero negativo p^ ita de- 
terminato ut a^ integer atque idem quam minimus fiat. Tum sumpto 
ab aequatione 

2ea^ + 2p^;»r + a^;t' = 

initio caeteras hoc pacto derivamus 

P,= p^, mod 2a,; a,=.— — i.; 

p, = p„ mod 2aj a,=.^=|i.; 



P, = p^i , mod 2 a.; a.+j = / 

^ s a^ 



ubi numeros impares ^, ad valortm radicis ( — i)'^^ quam proxime 



//. /. 5. Stnith, 



accedere, quotientes autem k, per jequationes h. = — — 

minari intelHgenduiD cst. Finis autem calculo faciendus est ^mul i 

pervenerinms ad sequationem in qua est a,^, -|- «(^3 = 0. qusequl 
adeo suppeditat discerptionem quxsitam. Quando auteni e = -1- || 



hoc est quando \, vel 



primus formiE 8 « + 3, fiet 



potest ut regula generalis in ultimo quotiente hi falsa sit; quie 1 
ceptio tum locum habet cum in discerptione qu.^esita X = ^'-|-2j 
numerus B major est quam 2 A. Quo in casu erit in penultio 
a°quatione Kj ± 3 p^ -(- 3 ct,^,, = o; atque, ut habeatur ad extrem 
«(+1 H- *(+j = Oj quoticnti h, tribuendus erit valor ± i, etiamst i 
/6, = + 2. 

Exemplis brevitatis causa supcrsedemus; illud unum adjicimuj 
pro oumeris primis forma; 8 «4-3, eorumque duplis [equationes 

x' —\y* = A, — — ^A, = — A±2B, 
csse resolubiles, si quidem ponatur ^). = 2 A' -\- B' , et numenis^ 

co signo afficiatur, ut fiat (— l) " = I, vcl ( — \) ' ' 

prout est ipse > numerus primus, vel duplum numeri primi: 
quidem condiriones ex ipsa x:quationum forma oriuntur. Et similitfl 
pro numeris primis formse 8 « -^- 7, corumque duplis, a^quationes I 
x' — 17' ^ A, =2 A^=iA±2B, 

resolvi potcrunt, designantibus literis A et B minimos numeros qui 
squationi y, = £' — 2 A* satisfaciunt, et determinato ut supra ip3ius 
A signo. 

Art. 13. Coronidis loco observamus candem fere fractionui 
continuarum transformationem utilitate non carere in theoria nuoi 
rorum complexorum. Sit enira 

\f- = a-\-bi , ft' = a — b i, ^)).' = a' -^- b' =■ N . [1. = N. y.' ; 
habebimus hujusmodi xquationem 

■A'=(r,' r'.. v;'---v-'t.' v-^ f^',. (*.. k',) 

unde sequitur detemiinantem K summam esse duarum, quas vocai 
normarum, hoc est, quattuor quadratorum. Fonatur crgo 
/■/>, = I-|-/?,/f,; 
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designantibus Iiteris P,, P^ numeros positivos reales, i?,, R\ nume- 
ros complexos conjugatos; atque in hac asquatione fiat 

I + /?a R^ 



R^ — Rx |X, Pa , P% = 



P. 



et sic porro, numeris R, ita determinatis ut norma R,xR\ evadat 
quam minima. Hinc erit P, ]> /i > -^3 • . . atque ad extremum ha- 
bebitur 

Pi = ((^i > P-^ » P-j > • . • (^V V-t , p-'i) ; 

quae formula, cum universi numeri primi formulam i -{' x^ -{- y^ me- 
tiantur, continet demonstrationem theorematis Fermatiani omnes 
onmino numeros esse summas quattuor quadratorum. 

Plane autem eodem modo evincitur omnes numeros habere 
hanc formam ^* +^* + 3 («* +z/*), atque praeterea hanc etiam 
;r* + 2^* + 3 «* + 6 z^. Quarum enuntiationum altera intra verita- 
tem cadit, cum omnes numeri in alterutra harum formularum 

^'+>' + 3«% ^* + 3»^ + 3^ 

comprehendantur ; id quod a viro clarissimo Lejeune Dirichlet * 
jampridem demonstratum est : altera ea ipsa est quam olim summus 
in hac disciplina magister C. G. J. Jacobi** ex notissima formula 
elliptica originem trahere indicavit. Hoc autem loco satis erit de- 
monstrare, proposita aequatione p* + p+i=o, omnem numerum 
realem esse summam normae simplicis et duplicis. 

Sint igitur A^ B^ Pnumeri reales, A — 5p numerus complexus 
integer continens radicem asquationis p* + p+ i=0; erit 

A^-^AB-^-B^^NiA — B^). 

Quod si ponatur 

A — ^p=(xP+rt: — ^p, 

numerus complexus [x. ita determinari potest ut sit 

iV.(a-Jp)<i(P»-i). 

Fiat enim, quod utique licet, a = A^ b = B^ mod. P, [a]< — Py 
[i] <— P. Hic, si signa numerorum a tt h contraria sunt, habebimus 



^ Journal fur die reine und angewandte Mathcmatik. Vol. XL, pp. 231-232. 
^ Ibid. Vol. XXI. 
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I I 

manifesto iV. (^ — i pX - P* < - (P* — i). Si vero haec signa con- 

4 2 

veniunt inter se, atque est pra^terea uterque numerus a et b minor 
quam ^Tz^ » erit iterum iV(^7 — i f)< - [P— i)' <^ (P^ — i). 

y O 2 2 

Quod si alter eorum, velut ^?, eum limitem superaverit, faciendum 
erit a! = a ± P, \a!\ <P, ita ut habeatur, si quidem P> 5, 

N.{a^-h^)<\{P>i6-P-^iY<\i,P^-iY 

experiendo autem invenitur eadem lege teneri numeros quinario 
minores. 

Hinc patet calculum quo saspius jim usi sumus accommodari 
posse ad aequationem 

P, P, = I + 2 (^,- + ^, ^x + ^x^) ; 

in qua si fiat 

-r4, — i?, p = ^, — i?x p — p. /i, 

^_ i+2(^,^ + A/?. + ^.^) 

et sic porro, ea lege ut normas A^ -^- AB -^- B^ semper quam mi- 
nima^ evadant, veniemus tandem ad aequationem 

Px = ([J'i I 2 p/a , (7/3, ... 2 f/j , v^ , 2 [^/,), 

quae continet demonstrationem theorematis, cum omnis numerus 
impar metiatur formulam i + 2 at^ + 6y, vel, si mavis, formulam 

i + 2 {x^ + ^y -i-y^)' 

Simile fere theorema oritur ab a^quatione c* + c + 2 = o. 
Universi enim numeri primi, praeter septenarium, metiuntur formulam 
i + ;r^ + 7j)% hoc est, forniulam i + ;ir* + xy + 2 jj-*: ac praeterea, 
posito 

P^P2=i+ A,^ + A,B, + 2B,\ 

utique fieri potest 

P,^ > A,^ + A,B, + 2 B,- > P,\ 

Unde patet numerum quemcumque integrum summam esse duarum 
normarum; vel, quod idcm est, in hac formula 

x^ + X y + 2y^ + u^ + UV + 2v^ 
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mprehendi. Omnes itaque numeri pariter pares in hac forma con- 
entur 

pares autem, atque impariter pares aut in illa aut in hac certe 

Oxonias, MDCCCLXXIX. 



SOPRA I SISTEMI LINEARI TRIPLAMENTE INFIN 
DI CURVE ALGEBRICHE PIANE 



D/ ETTOHE CAPOBALI 

Profenore nella R. UiuversUi di Napoli. 



Oggetto di questo lavoro h la soluzlone dei principali problei 
di geometria enumerativa, ctie si prescntano nello studio dei sisted 
lineari triplamente infiiiiti di curve piane. II modo di ricerca consin 
nel far dipendere tali questioni da plu sempltci considerazioni s 
reometriclie : dimodoch^ le proprieta che scgitono, sl possono < 
riassumere nello studio di una superficie rappresentata punto ] 
punto sul piano del sistema lineare, in modo che lc sueseztoni pial 
abbiano per imagini le curve del sistema stesso. 

I primi risultati generali su questo argomento, furoRO pubblS 
cati da Clebsch nella sua Memoria: Ueber dU Abbildung algebrt 
scher Flachen, insbesondere der vierlcn und fiiitften Ordnung*, e c 
l'altra Uebcr Fldchen vierter Ordnung, welche eme Doppelcurve szveiU. 
Grades besitsen'** ; e quesli risultati sono riprodotti sotto forma ge< 
metrica ai $$ i c 3 di questa Memoria. Cayley in una nota On /Aj 
transformation of unicursal surfaces'*** , ottienc alcune formole \ 
si riferiscono al presente soggetto, mediante un procedJmento il qual 
non k. immune da obbiezioni, come Tautore stesso fa osservare: quei 
formole si troveranno al S 3. dedotte con metodo rigoroso. 

Gli altri paragrafi contengono la ricerca del numero delle cuni 
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GENERALITA. — SISTEMI LINEARI RECIPROa. 



del sistcma dotate di tre puntt doppi o d' un punto doppio ed una 
ciispide, ovvero di un contatto di due rami. Ho evitato quanto piCi ho 
potiito Tuso delle note formole, di Salmon e Cavley, che legano 
fra loro le singoUrita ordinarie d' una superficie, le quali avrcbbero 
condotto piil rapidamente ad alcune delle forniole citate: e C(6 per- 
chi intcndo sopratutto di offrire nuovi esempi del partito che si pu6 
trarre dalla rappresentazione piana di una superficie, per lo studio 
della supcrficie medesima. 

Ncirultimo paragrafo sono indicate sommariamente le rappre- 
scntazioni piane di alcune superficie che si presentano in quesfordine 
di considcrazioni. Si noterk una superficie del 5' ordine dotata di tre 
rette doppie concorrcnti in un punto, dclla quale non credo fosse 

IDOta )a rappresentazione. 
I I. Sia dato un sistema lineare tre volte iufinito di curve alge- 

briche piane deII'ordine //; le curve dcl slstema abbiano in comune i 
puoti (fondamentali) h^h^^. . .h„, multipli rispettivamente secondo 
r,, r,, . . .;'i per una curva qualunque del sistema. Supporremo che 
i punti fondamentali abbiano posiziont arbitrarie affatto indipendcnti 
fra di loro; e supporremo inoltre che il sistema Irneare non abbia 
altra particolarita alfinfuori dt quetla che risulta dairesistcnza dui 
puDti fondamentali : vale a dire si possa ritenere determinato per 
mezco di quattro curve alfatto generaU fra quelle dotate dei punti 
multipli suddetti.* 

Indichiamo con N il numero delle intcrsezioni variabili dt due 
curve qualunque dcl sistcma, con/ il genere di una curva qualunque 
del sistema stesso e con t) il numero delle condizloni alle quali cssa 
i assoggettata, oltre a quelle rappresentate dai punti fondamentali. 
Si avranno le equazioni 
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dalle quali si deducono le altre 

{a) ^r = in — N+2p — 2, y^r' = n' — N, 

(6) e=N—p — 2, 

nelle quali il simbolo ^ sMntende esteso a tutti i punti fonda- 
mentali. 

2. Chiameremo curva fondamentale una curva la quale abbia la 
proprieta di non essere incontrata in punti variabili da una curva 
qualunque del sistema. ^ chiaro che una curva fondamentale deve 
essere pienamente determinata dai punti fondamentali pei quali passa: 
se perci6 indichiamo con v Tordine di una curva fondamentale e 
con jj, Ja, . . . jff gli ordini di moltiplicita, per questa curva, dei punti 
fondamentali, saranno soddisfatte le condizioni 

Se assoggettiamo una curva $^ del sistema a passare per un 
punto della curva fondamentale $y, la curva deve necessariamente 
decomporsi nella 4>v ed^ in una curva $„_v del^ordine ;/ — v. Per que- 
ste due curve il numero delle intersezioni non assorbite dai punti 
fondamentali sark dato dall-espressione 

v(« — v) — 21j(r — J), 
ovvero, per la (^), 

2i ^ — ^ • 

Ora questo numero deve essere per lo meno eguale airunitk, 
come si vede subito riflettendo che ci deve essere almeno una $^ la 
quale abbia un punto doppio in un punto arbitrario della $y*: perci6 
deve essere 

^s ^v -j- I. 

Questa condizione combinata colla {d) da Taltra 

2;^(^— i)^(v — i)(v — 2); 
perci6 deve essere 

W 2^(^-') = (v-l)(v-2), 

ossia, per la (d)^ 

(/) 2^ = 3v-i 

L'equazione {e) dice che, nelle ipotesi fatte al numero prece- 
dente, ogni curva fondamentale deve essere razionale, . 



* Escludo il caso che la posizione di un nuovo punto doppio per una 4« sia 
vincolata a quelle dei punti fondamentali : caso del quale, nelle ipotesi del n.<> i, 
non conosco che un esenipio, il quale sar4 piii innanzi considerato (n.<» 40). 



Sopra i sisiemi lineari triplamente infiniti, ecc. 147 



3. Sia 

{g) r, ^ r, ^ r^ ^ r^ ^ . . . ^ r<,. 

Se in luogo di ^r si scrive r -)- r -|- r -{-... (^ volte), il primo 
membro della equazione {c) si comporrk di ^j termini, owero, in 
virtu della (/) di 3 v — i termini. La {c) potrei dunque scriversi nella 
forma 

p, + e, + 63 + .. . + ev_i + ev = «v, 

dove Ej, e^,.. ., Ev-h sono ciascuna la somma di tre dei numeri r 
ed Cy h la somma di due di essi ; se perci6 in luogo di ogni quantitci 
e si sostituisce la somma ^^-^- ^^-^-r^^ in conseguenza delle {g) Y e- 
quazione precedente dara 

Ci6 dimostra che quando nel sistema vi ^ almeno una curva 
fondamentaUy esso e riducibile ad un altro di ordine minore, mediante 
una trasformazione quadratica razionale, 

Noi aggiungeremo alle ipotesi del n.° i, quella che il sistema 
non contenga curve fondamentali*: quando ne possedesse, lo si po- 
tra, per successive trasformazioni quadratiche, ridurre ad un sistema 
che non abbia curve fondamentali e che perci6 rientri in quelli che 
ci proponiamo di studiare. 

4. II ragionamento del numero precedente cade in difetto quando 
il sistema possegga due soli punti fondamentali e la retta che li con- 
giunge sia una retta fondamentale (r^ + r^ = «). Perci6 le formole che 
saranno date in seguito non sono direttamente applicabili a questo 
caso: ma riuscira facile al lettore di vedere quali modificazioni si 
debbono portare ai ragionamenti che seguono, per fare la trattazione 
diretta del caso speciale suindicato. 

5. Abbiasi un sistema lineare $ di curve delUordine ;/ e siano 
verificate le ipotesi qui sopra adottate. II sistema contiene un numero 
triplamente infinito di reti ; le Jacobiane di queste reti costituiscono 
un altro sistema triplamente infinito Y, che h anch'esso lineare. In- 
fatti, presi ?id arbitrio tre punti del piano, vi sono tre curve $ le 



* Cosi noi cl ritroviamo nclle medcsime ipotesi adottate da Clebsch (loco 
citato). In queste medesime ipotesi si pone il Cayley nella citata Memoria (quan- 
tunque non lo dichiari cspressamente), poich^ approEtta dei risultati diCLEBSCH: 
pcrci6 il terminc correttivo « che Pautore aggiunge ad alcunc sue forraole k, sem- 
pre nullo nci casi in cui possono aver luogo i ragionamenti fatti dalPautore me- 
desimo. Infatti k facile riconoscere che quando due sistemi lineari sono dedotti 
Tuno dair altro mediante trasformazioni quadratiche, e sono entrambi privi di curve 
fondamentali, pdsseggono lo stesso numero di punti fondamentali. 



E. Ceperati, 

quali rispcttivamcnte hanno in ciascuno di cssi un punto doppio: qu«5 
ste trc curve determinano una rete e la Jacobiana di qucsta rete j 
la sola curva 'C che passa pei tre punti dati. 

Due curve '1', e Yj sono le Jacobiane di due reti di curve $, Itd 
quali hanno in comune un fascio; il numero delle curve di questa 
fascio dotate di un punto doppio (fuori dei punti fondamentali) e* 

3(„_,)-_>;(^_,)(3,+ ,). 

Questi punti, doppi per ie *, sono punti comuni alle due curve V, e ^, J 
Lc curvc 'l' sono deIl'ordine 3 (« — l) e per un punto fonda^ 
mentale /;, (r-plo per le ^) passano con ^r — l rami"*. Percid l(s] 
V, e 'I',, oltre ai punli suindicati, e ai punti fondamentali, s! inlcr- 
secano in uti altro numcro di punti espresso da 

9 („ _ ,)■ _ V (3 ^- !)■ - (3 (» _ I )■ _ 2 {'- ') (3 >■ + 01 
_6(„_,)'_2V(3,-_2,+ ,). 

Questi punti, per essere sulle '['^ e M*^, godono della propricti, 
che le relte polari d'ogniino di essi rispetto alle curve del sistema 1 
<I>, concorrono tutte in un medesimo punto: e perci6 sono puntt co^J 
muni a tutte le curve V. Riassumendo abbiamo: 

Le jacobiane detle reti conteHUte nel sistema * , ferman» ttw 
nuovo sistema lineare M* di curve deirordine 3 (« — l), le quali pas^M 
sano 3 r — i volle per ogni pmto fondamentale r-plo per le * eJ^ 
hanno inollre in comune 

6(«_i)'_2 V(3^>_2^+l) 

punti C. I punti C sono qiieili per ognuno dei quali le rette polari ri- 
spetto a tutte le curve del sislema ^ concorrono in uno stesso punto. 

6. Consideriamo un punto C e sia C il punto nel quale con- 
corrono le relte polari di C rispetto alle curve $. La retta polare I 
di C rispetto ad una curva * passante per C, deve essere la retta f 
CC'. vale a dirc, tulle le curve 'I" che passano per C, tcccano la relfa I 
CC . Inversamentc, i punti C sono i so!i punti del piano che sianol 
punti di contatto per una rete di curve $. 

7. La ricerca analoga per il sistema T, fornisce non un numero I 
finito di punti, ma un luogo geometrico. Sia infatti 0,, una curva del j 
sistema dotata di una cuspide P\ pel punto i^passera una rete di 1 
curve V che sono le Jacobiane di una infintt^ di reti le quali hanno I 
tuttc in comune la curva <& . 



* Cremoka, Sopra akunt qiusltoni nc 
ii TorMiiii, t. VI, Roma, 1864. 

*■ IbiJ. n." 19, Cfr. p. es, Clebsch-Lindeman. 
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Ma si sa che quando una curva d'ui)a rete possiede una cu- 
lide, ta Jacobiana della rcte passa per la cuspide toccando la tan- 
cuspidale; dunque cgui pttnto stasionaria per una curva 1f, ^ 
nlo di {ontallo per una relr di cune V. Uno qualunque di questt 
inti h percio doppio pcr u» fascio di curve ^: valc a dire ^ dop- 
io per wa curva di ogni rete appartenente al sistetna. Quiadi il 
\ogff delle euspidi delle cui-ve 4" fa parle della Jacobiana di ogni rete 
curve V. 

£ facile riconoscere come si complcti la Jacobiana di uoa rete 

curve ^f. Infatti le curve di questa rctc sono Jucobiane di una in- 

,nita di reti di curve 'P, le quali avranno tutte in comune una certa 

curva 0,*, Se una delle curve V iia un punto doppio, esso <i punto 

comune a tuttc le curve 4> dclla rele corrispondentc) e perci6 e un 

into di *^|, 

Dunque la jacebiana di nna rete di curve V si compone di una 
\rva ^ e dei luogo delle euspidi del siitema ^. Percii facendo astra- 
zione di qucst' ultima parte comune a tutte le Jacobiane, si ha che 
ii passa dal sistema ^f al sistema $, come dal sislema 4" al sistema V. 
J[ due sistemi "^ e Y li diremo sistemi reciproci. 

8, La Jjcobiana di una rete di curve '^, deve essere (5) un luogo 
leirordtiie 3 (3 (« — l) — l| passante per ogni punto fondamcntalc A, 

%{%r — I) — I rami e passante due volle per ogni punto C. 
Itaccandoue la parte variabile che h una curva 0, si trova: 

U lupgo delle cuspidi delte curve 4> e una curva H deW ordine 
(2« — 3) la quaU passa ^[Zr — l) volle per ogni punlo fondamen- 
\U h, e passa con due rami per ogni punto C. 

9, Le ciirve $ chc passano per un punto C formano una retc 
toccano tulte la retta CC'\ pcrcio vi sara uu fascio di curve ^ clie 
nno in C un punto doppio c in questo vi saranno due curve 4) per 

quaii C h una cusptde. Le tangenti cuspidali a ed a' di queste due 

rve, sono lc tangenti in C alla curva H. 

Fra le curve * che lianno tn C un punto doppio, ve ne satii 

a 'I'^ per \a quale uno dei rami tocca la retta CC . Siano y e y' i 
duc punti di qucsto ramo succcssivi a C: la curva *^ e una curva ¥ 
passantc pci punti C", y e y', lianno in A quultro punti comuni: e 

stcsso awicne per tuttc le curve dcl fascio dctcrminato da quellc 

e, Dunquc: per ogni funlo C, vi e uii fascio di curve^ cke hanne 

esso un contatto quadripunto. 



' Due reli appirlcnCDti aJ 
(i ippancncDti id uno sics 



□ medcsiina ststctiia lianoo in comune un f*scio: 
3 siticnu hanno una eurva comune. 



» 



E. Caporali, ^^^| 

10. Prendendo la Jacobiana della rete dcltc curve <^ passanti 
per un punto C*, si trova chc fra le curve V ve ne ha una per la 
quale il punto C h triplo; c le tangenti sono la retta CC e le rette 
a ed a' (nuniero preccdente). Sia V^ questa curva c sia Y, un'altra 
1 '!' tangente in C alla retta CC'\ le due curve banno in C 
quattro intersezioni e lo stesso avverri di tutte le curve del fascio 
che esse determinano. Dunque im punlo C i punto base di contatia 
\dripun(o per una infinith di fasd di airve 'K. 

II fascio delle curve * che liaQno un punto doppio in C, ap- 
partiene ad una serie semplicementc infinita di reti di curve *; le 
loro Jacobiane H* formano un fascio ed hanno tutte in C un punto 
doppio colle tangenti a ed a'**. Sia f' una dclle curve di questo 
fascio; anchc !a curva V^ appartiene al fascio e per '1'^ e Y' U punto C 
assorbe otto intersezionij lo stesso avverra dunque per tutte le eurvc 
dcl fascio. Se ne conclude che vi i nn fascio di cun-e V U quali 
passano diie volte per un punto C, hanno ivi !e tnedestme tatigenti a 
ed a' e si oscutano fra di loro secondo o^iino dei rami. 



COSTRUZIONE DI UKA SUPERFICIE V RaPPRESENTATA 
PUNTO PER PUNTO SUL PIANO DEL SISTEMA. 

II, Si assumano nel sistema cinque curve "Pj, O^, '^^, ')> , 4» , 
delle quali quattro qualunque non apparlengano ad una mcdcsima 
rete: e si facciano corrispondere ordinatamente a cinque piani n^, 
n, , IIj , n^ . n dei quali quattro quaiunque non passino per un me- 
desimo punto. Inoltre al piano determinato dalla retta 11, 11, e dal 
punto n II II si faccia corrispondere la curva del sistema chc i co- 
mune al fascio "!•,*, e alla rete '^,^, 'I*,; c cosi analogaraente pcr 
ognuno dci lO piani diagonali del pentaedro. In tal modo, pcr ogni 
spigolo del pentaedro, si hanno tre piani ai quali corri.spondono ordj- 
natamente tre curve <I> di un fascio ; perci6 tutti i piani passanti per lo 
spigolo c le curve del fascio, si corrisponderanno proiettivamentc in 
modo detcrminato, Di piii per un vertice del pentaedro, p. es. n, 17, (1 , 
si hanno quattro piani (le faccc ed il piano diagonalc) ai quali corri- 
spondono rispettivamente quattro curve della rete Oj^Pj*!'^; perci6 tutti 

• Cfr. Cremoxa, IntroJujiane ad una Uoria geomelrica ^elU rurvi pian*. 
" Pcr k oatura dcUc coosiderarioni che posjono servire a dimoitrarla, veg- 
gasi al 1. c. alla nota precedentc. 
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i iwani passaiiti per qucl vertice e le curve della rete, si corrisponde- 
ranno proiettivamente in modo detcrminato. 

Cid posto, presa nello spazio una relta qualunque /i, ai dieci 
piani che la congiungono ai vcrtici ^,U^. 11,11^, ecc, corrispon- 
deranno nelle reti *, 'I'j, "I', '1', i ecc, dieci curve Ic quali apparter- 
ranno ad un medesimo fascio; e le curvc di questo (ascio corri- 
spondcranno in modo determinato ai piani della retta ^. Tnoltre, 
preso ad arbitrio un punto P dello spazio, ai pianr che lo congiun- 
gono agli spigoli U^ 11^. n^n , ecc, corrisponderanno rispetlivamente 
fasci 'I','!'^, ecc, dicci curvc apparCcnenti ad una medesima 
; e le curvc di questa corrisponderanno in modo determinato 
piani della stella P. Infine si potra detcrminare la curva del si- 
:ema corrispondente ad un piano qualunque n, prendendo su di 
esso tre punti non in hnea retta e cercando la curva comuae alle 
tre reti corrispondenti ai punti medesimi. 

In tal modo e costruita una corrispondenza una ad uno fra 
curve del sistema ed i piani dello spazio, in modo che ai piani 
un fascio corrispondono le curve di un fascio, ai piani di una 
stclla le curve di una rete c vicevcrsa. 

12, Indichiamo con n^ il piano sul quale sono situate le Curve 
del sistema 't. Un punto qualunque P di n^ determina una rcte di 
curvc 4> passanti per esso, le qu.ili non hanno in gencrale (oltr« ai 
fondamentali) altri punti comuni*; a questc curve corrispondono i 
piani di una stella, dclla qualc indicheremo ii centro con P'. I punti 
P' corrispondentt a tutti i puntr dcl piano, saranno situati sopra una 
superficie, che chiameremo V. Evidcntemente !a superfieie 2 <" '^ 
piam Ilp, si corrispondono punlo per punlo.** 

Si considcrino un piano qualunque n e la curva $ ad esso 
corrispondente. Preso un punto qualunque P di questa curva, poiche 
fra le curve della rete che esso determina c'i anche la 9, il punto 
P corrispondente sara situato sul piano tl. Dunque U curve * sono 
/f imagini delU sesioni piarie detla superfiiie \^ . 

Poich6 per un punto fondamentalc r-plo passano r rami del- 
^imaginc d'una sezione piana qualunque, ne scgue che ad uh punto 
mdamentale r-pto di 11^^ cotTisponde sulla svperficie ^ una curva 
fW ordine r. 



' Fra i caii chc sono compttfsi nclle ipotcsi fatic 3] n." i. conoseo solMmo 
citiio nclla nota al n ° z, ncl qusk i punii tlcl piano sisno coniugati duc a duc. 
' r^nno cccciioRC i punii fondaraeniali ; a tuiti i punti infinitamcnie vicin! 
B nn punio rondatnentale, corriipondono sulU supcrlicic i puntl di oat caivi n- 



Siccome duc curve 9 si incontraoo in ^Y punti non foodaaM 
tali (ij, ne segue che la superficie >) e delV ordine N. 

13. La sezione fatta nella superficte V con un piaao tangeal 
esscndo dotata di im punto doppio, avra per imaginc una curva 
dotata di punto doppio; percii quclle fra le curvc $ di una rcte 
che posseggono un punto doppio. rapprescntano lc sczionj dei piani 
condotti. a toccare la superficie, da un determinato punto dello spa- ^^ 
zio. Nc segue che le curve V (5) soni) It imagini delle cunr di can- 
iatto dei coni ctrcoscritti alla superfide \). 

II genere di una curva Y, ossia 

^(3«-4) (3«-5)-2>;(3''-i) (3^-2), 

sark eguale al genere di una di queste curve di contatto e quiadi 
anche al genere del cono circoscrilto, lc cui generatrici corrispon* 
dono una ad uno ai loro punti di contatto. Adoperando le furmole (a) 
si trova duoque che i coni circoscritti alla superficie >J sono dW 
genere 9^ — c-j- i*. 

In quanto aU'ordine del cono medesimo, esso e dato daU'or- 
dine della sua curva di contatto e perci6 dal numero dei punti (non 
fondanientali) comuni ad una curva 4> e ad una curva Y. Si trova 
quindi senza difficolta che rordinc de! cono circoscritto e 

II numero dei piani che si possono condurre pcr una retta a 
toccare la superiicie, k dato evidentemente dal numero delle curve 4^ 
di un dato fascio, che posseggono un punto doppio. Questo numerOi 
c stato gi^ indicato (3): trasformandolo mediante le equazioni («)« 
si trova che: 

La ciasse della superficie ^ ('■ A'-|-4/-f-'' — i- 

14, Avendo determinato nel numero precedente Tordine, la 
classe e il gencre dcl cono circoscritto, tutte le sue singolarita pos- 
sono essere conosciute, In particolarc, cercando il numero dei suoi 
piani stazionat! e bitangenti, si ha che per un punto qualunque dells 
spazio passano 2^ p piani stasionarX delta superficie V _ f 



piani hitangenti. 



-SA;_3, + 4 



• Pcrciii il nomero dei putiii fondamentali dcl s 



1 non supct4 9^ + 1. 



Sopra i sistemi lineari triplamente infiniti, ecc. 153 



Riferendosi al piano rappresentativo, questo risultato si enun- f 
cia cosl: 

2n una rete di curve 0, ve ne sono 24 p dotate di una cuspide * e 
i j(iV+ 4P + aY — 86p-sN-3o+ 4J 

dotaie di due punti doppL** 

15. Calcolando il numero delle generatrici doppie e stazionarie 
del cono circoscritto, si trova ancora: 

In una rete di curve $ vi sono 

3(A^+6/-(;-i) 

fasci di curve che si osculano e 

2{(^ + />r-i7/-5^+2c + 4l 
fasci di curve che hanno fra loro un doppio contatto. 



s 3. 

CURVA DOPPIA E PUNTI TRIPLI DELLA SUPERFICIE ^ • 

16. Nel piano n^ vi debbono essere delle coppie di punti (in 
numero semplicemente infinito) per le quali passa una rete, invece 
che un fascio, di curve $: due punti P e P^ d'una di queste coppie 
corrispondono evidentemente ad un medesimo punto P' della super- 
ficie ^, il quale sari percii doppio per la superficie medesima. 
Poich^ le sezioni piane della superficie sono deirordine N e del 
genere p, si ha che la superficie ^ possiede u?ta curva doppia del- 

Vordtne i (iV— i) [N—2)—p. 



• Veggasi Cremona, Sopra alcune qucslioni nella Uoria delle curve piane, 
AnnaU di Tortolini, tom VI. Roma, 1864. Non credo che queste formole siano 
statc date colla stessa generalitd. II signor KdHLER, nel tomo I del BuUetin de la 
Sociiti malhimatique de France, considcra una rete di prime polari rispetto ad una 
curva fondamentale; e dimostra cbe se questa possiede un punto r-plo, il numero 
dellc cuspidi della Steineriana 6 diminuito di 12 (r— i) (r — 2) uniti. L*autore 
aggiunge che egli crede, quantunque non abbia potuto dimostrarlo, che il risultato 
si estenda ad una rete qualunque. Le formole date qui sopra, confermano Topi- 
nione del signor KdHLER. 

** £ necessario notare chc alcune delle formole che prcsentiamo, subiscono 
qualche modificazione, quando il sistema possiede qualche punto fondamentale sem- 
plice. II lettore troverii al n.<> 35 le avvertenze relative a questo soggetto. 



Poiche in un punto C (6) si toccano tutte lc curve * di i 
rete, tn quel punto coincidono i dne punti Pe /", d'una dcUe coa 
pie suddette. Dunque (5) la cui-va dofipia possiede 2 (iV-]- 4/ — 
punti cuspidali, i qitali hanno per iiiiagini i punti C*. 

17, Cerchiamo riniagine della curva doppia. £ chiaro che 
rintersezione della superficie V con una superficie qualunque dcl- 
Tordine Z, ha per imagine una curva deU'ordine Ln che passa pcr 
un punto h, con L r rarai, Se la superficie di cui si tralta e la prima 
polare di un punto qualunque dello spazio rispelto alla superficic 
V^ rintersezione si compone della curva doppia e della curva di 
contatto del cono circoscritto alla V col vertice in 0. Percio Tima- 
ginc, che e una curva delTordine (:V — i)h la quale passa per un 
punto hy con (A' — l) r rami, si comporra della imaginc della curv^ 
doppia e di una curva ^ (13). Staccando quindi dalla imagine coia 
pleta quest'ultima parte, si trova che: 

// luogo delle eoppie di punti del piano n^ le quali non JIcA) 
minano un fascio di curve $, e una curva 4 dell' ordine [N — *)«-}-■ 
la quate passa per ogni punlo fondamentale r-pto con {N — 4) r -f-l 
raini **. 

Risulta dal numero precedente che la curva A passa pn- i 
punlo C toccando la refta CC (6). 

18. Sia il vertice di un cono circoscritto alla superficie 'S^, 
Se uno dei piani tangcnti alla superficie in un punto P' della curva 
doppia passa per 0, P' apparterra alla curva di contatto del cono 
circoscritto; perci6 il numero dei piani, langenti lungo la curva dop- 
pia, che passano per 0, h dato dal numero dei punti comuni alla 
curva doppia e alla curva di contatto del cono circoscritto di ver- 
tice A'. Si intende che da questl punti comuni debbono essere eccet 
tuati i punti cuspidali della curva doppia pei quali anche passa ifl 
curva di contatto (5) ***. Calcolando nel piano n le iatersezioi 



* Sona i punti che furono studi.-iti \a prima voha da CATLBy sotto la d 
nominaiione di j}wcb-pawls (Cayley, On a ihigulurily of surfacis, QuarUHy Jou 
vol. 9, 1868). Tralascio di far rilevare come dalle proprieii dei puoti C (S, 9 e 
si passi alle proprieti dei punti cuspidaM ; quesio poirl farsi agcvolmente, i 
diame le consideraiioni che sANtino svohe '\n seguito. Si consulii Anche Fd p 
poiito ZEuruEv, Rlvhion H txtiimett dts formuhs HumiriqMS dt la ihiorie iit B 
faeis rlciproquts, Malh. Ann. X. 

•• Veggasi Clgbscii, Uelnr 3'» AlhiUung atgebraiieher FlSchen, ete., 
Ann. I B:ind. II ragioniunento prccedente t suto iradotio da Clgbscr in a 
tilc proccsso (l'elimini»ione. 

•" Le prime polari loccano la supcrlicie fondaraenMle nei puntl caspid^ 
della curvi doppij. 



Sopra i sistemi lineari triplamente infiniti, ecc. 155 



della curva A con una curva Y (non assorbite dai punti fondamentali 
e dai punti Q, che sono 

3(//-i){(iV-4)« + 3)-2;{(A^-4)r + i) (3r-i) 

— 2(i\^+3/ — d— I), 

si trova che la sviluppabile dei piani tangenti alla superficie 2 lungo 
ia curva doppia, ^ della classe 

« = [N— I) (2 N— 7) + 2/ [N— 1 1) + 3 <?. 

19. Nel piano n^ vi debbono essere delle terne di punti (in 
numero finito) per le quali passa una rete di curve 0: poichi ci6 
equivale a due sole condizioni. Tre punti P^ P^^ P^ d'una di queste 
terne, corrispondono naturalmente ad uno stesso punto P della su- 
perficie, il quale sara percii triplo per la superficie medesima. Sic- 
come ciascuna delle tre coppie PP^, ^^2^ ^x^a» ^^^^ appartenere 
alla curva A, cosi i tre punti P, P^, P^ saranno doppi per la curva 
medesima; ed anche: il punto P\ triplo per la superficie, lo sara 
pure per la curva doppia. 

II numero' dei punti tripli si trova facilmente mediante la con- 
siderazione delle superficie seconde polari dei punti dello spazio ri- 
spetto alla ^ ; infatti quando la superficie fondamentale ha una curva 
doppia, la secoitda polare di un punto incontra questa curva dop- 
pia nei punti pei quali uno dei piani tangenti in essi passa per 0. Nel 
nostro caso la seconda polare passerk anche pei punti tripli ; dimodo- 
ch^ indicando con / il numero di questi ultimi, si avrk 

3 / + « = (iVr- 2) ji (iV^- I) (iV_ 2) - /| , 

dove a k stata determinata al numero precedente. Si trova quindi: 
La superficie y. possiede 

/ = g [N— I) (iV* — 8 A^+ 18) — / {N— 8) — a 

punti iripli^ i quali sono tripli anche per la curva doppia*, 

Owero: sul piano W^ vi sono t terne dipunti per ciascuna delle 
quali passa una rete di curve 0: questi 3 / punti sono doppi per la 
cunta A. 



• Cfr. Cayley, On iht transformation of unicursal surfaces, Math, Ann, III. 
II proccdimento di Cayley k fondato sulla ipotesi che iMmagine della intersezione 
residuale colla Z d'una superficie qualunque passante per la curva doppia, non sia 
soggetta ad altre condizioni che a quelle rappresentate dal passaggio pei punti 
fondamentali ; ipotesi che si conferma, ma che non si pu6 assumere a priori, come 
Tautore stesso osserva. Qiiesto fatto sar4 dimostrato piii, innanzi (41). 
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20. II genere della curva A, per ci6 che 6 stato stabilito (17 
e 19), e* 

P = l((.V-4)« + 2} {(A^-4)«+i}-221 1(^-4) r+il(iV^-4)r-3/ 

ossia I 

P= {N- 3)' + 2/ (iV- 10) + 3 (cr- I). 

21. II cono che proietta la curva doppia da un punto O qua- 
lunque dello spazio, sega inoltre la superficie secondo una curva H' 
per la quale sono tripli i punti tripH della superficie e sono dopp! i 
punti nei quali s' appoggiano alla curva doppia le corde ad essa con- 
dotte da 0, LMmagine della completa intersezione del cono colla 

superficie, ^ (17) una curva deirordine j {N — i)(iV — 2) — /(«, 

la quale passa per un punto //^ con j - {N — i) (A^ — 2) — pl 

e passa tre volte per i vertici dei triangoli che corrispondono ai punti 
tripli; staccandone la curva A che ne deve far parte, si ha che Tima- 
gine della curva //' h una curva H dell' ordine 

l(^N'-sN-2p + io)-3, 

la quale passa per ogni punto //^ con --{N^ — 5 N — 2/ + 10) — i 

rami e passa semplicemente pei vertici dei triangoli corrispondenti 
ai punti tripli. 

Si pu6 calcolare il numero delle intersezioni delle curve A cd H 
(fuori dei punti fondamentali) ; chiamandolo A, si trova 

A =- {N— i){N^3){J^" — 4^y+6) — 2p{N' — sN—p+ io) + (7. 

Ora in questo numero sono comprese, per quel che s'fe detto, 
sei intersezioni per ogni punto triplo della superficie e quattro interse- 
zioni per ogni corda che da si conduce alla curva doppia. Evi- 
dentemente gli ulteriori punti d' intersezione della curva H' colla curva 
doppia, sono nei punti pei quali uno dei piani tangenti alla superficie 



• L* espressione di P data da Clebsch (loco citato) non 6 esatta: cgli 
non ha tenuto conto dei 3 / punti doppi. Negli esempi trattati in quel lavoro, si 
ha / = o. 
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passa per 0, Se dunque si indica con h il numero dei punti doppi 
apparenti della curva doppia, si avra 

Sia P il genere della curva doppia: allora 

P'=--^^^N-^){N-2)-p-iiS^^{N-i){N-2)-p-2 

— h—it\ 
e quindi, per Tequazione pfecedente, 

4i"=-(iV' — 3iV — 2/>)(iV' — 3iV— 2/ — 2) + a — ^— 6/. 

Infine ^ostituendo per a, / ed -^ i loro valori (18, 19 e 21), si 
trova che il genere della curva doppia ^ 

P'=l {N— 3) {N- 4) +PiN- 12) + 2 (d - I) ♦. 

22. Indicando con k il numero dei punti C (16), si trova che 
fra il genere P^ della curva doppia e quello (20) P della sua ima- 
gine, esiste la relazione 

>&=2(P— I) — 4(P'— I): 

questo risultato confrontato con una nota formola di Zeuthen**, 
costituisce una verifica dei valori trovati. 

23. Abbiamo veduto (17) che i punti della curva A sono coniu- 
gati due a due, due punti coniugati essendo comuni ad una rete di 
curve 'P: determiniamo Pinviluppo delle rette che contengono queste 
coppie di punti. • 

Preso ad arbitrio nel piano n^ un punto P, si chiamino corri- 
spondenti due raggi x ed x^ uscenti da P^ che vanno a due punti 
coniugati della curva A. Poichfe un raggio x incontra in [N — 4) « -f 3 
punti la curva, fra i raggi x ed x' vi sara una corrispondenza 

f(^_4)« + 3,(iVr_4)« + 3j, 

la quale ammette 2n{N — 4) + 6 raggi uniti. Ogni raggio che con- 
tiene due punti coniugati di A, conta per due fra questi elementi 
uniti; inoltre sono raggi uniti quelli che vanno ai k punti C. Se ne 
deduce che: 



* Si posseggono ora sufficienti dati per calcolare le ahre caratteristiche della 
carva doppia. Si trova, per esempio, che h tangenii della curva doppia generano una 
sviluppahile delV ordine 2 (AT — 2) (AT — 3) -f- 2 /> (N — 1 3) + 4 (<r — i ). 

•• ZExn^MEN, Nouvelle dimonstration des thorhnes sur les siries de points corre^ 
spondants sur deux courhes, Matb. Ann, 
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V inviluppo delle rette che contengono due punti comuni ad una 
rete di curve $, e una curva I della classe 

]fe evidente che le tangenti della curva / e i punti della curva 
doppia della superficie ^l, si corrispondono una ad uno. Percib la 
curva I ^ del genere P' (21). Inoltre essa, in generale, non ha ilessi. 
Si hanno cosi i dati per calcolare tutte le altre caratteristiche della 
curva; e si trova: 

La curva I e delV ordine 

(iV^ _ 4) (iV _^ 2 ;/ — 5 ) + 2 /> (iV — 1 6) + 6 (t — I ) . 



S 4. 

PIANI STAZIONARl DELLA SUPERFICIE 21- 
CURVE $ DOTATE DI UN CONTATTO DI DUE RAMI (TACNODE). 

24. Quando una curva $ possiede una cuspide, h rimagine 
della sezione fatta nella superficie $ da un piano tangente staziona- 
rio. Quindi la curva H (8), luogo delle cuspidi delle curve $, ^ t ima- 
gine della curva parabolica dclla superficie ^. Dal genere delle curve 
H e dal numero dei suoi punti d' intersezione con una curva qua- 
lunque, si deduce: 

La curva parabolica della superficie ^ ^ delC ordine 

4(A^+2/-2) 

e del genere 

64/ — 6 N — 8 (I + 21 . 

25. £^ noto che la sviluppabile dei piani tangenti stazionar} 
coincide col luogo delle rette osculatrici alla superficie nei punti 
della curva parabolica. E poichfe queste rette corrispondono una ad 
uno ai loro punti di contatto, ne segue che il genere della sviluppa- 
bile h eguale a quello della curva parabolica. Dunque: la sviluppa* 
bile dei piani tangenti stazionari ^ del genere 64 p — 6N — 8g + 2I. 

26. Cerchiamo Tordine di questa sviluppabile : e perci6 consi- 
deriamo una sua generatrice come una retta comune ad un piano 
stazionario ed al cono quadrico polare del suo punto di contatto ri- 
spetto alla superficie ^*. 

* Veggasi, per qucsto procedimento, Cremona, Mimoirc de giomitrie purt sttr 
hs surfaces du troisihte ordre, § 61 (Giornale di Crelle-Borchardt, vol. 67). 
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Presa una retta R qualunque, da un punto x di essa si pos- 
sono condurre 24/ piani stazionari (14); i coni quadrici polari dei 
loro punti di contatto, segano la retta R secondo 48^ punti x\ 
Viceversa, la seconda polare di un punto x^ della retta R (superficie 
deirordine N-i) sega la curva parabolica in {/^H N -^2 p-2)[N-2) 
punti (24); e i piani tangenti in questi punti, determinano sulla 
retta R altrettanti punti x. II numero delle coincidenze d* un punto x 
con un punto x\ h perci6 

4(A^— 2) (A^+2/ — 2) + 48/>. 

Ora, poichfe la retta osculatrice in un punto parabolico h con- 
tata due volte nella intersezione del corrispondente piano staziona- 
rio col cono quadrico polare del punto stesso, ne segue che ogni 
punto nel quale la retta R h incontrata da una retta osculatrice in 
un punto parabolico, assorbira due dei punti uniti suddetti. 

Ma vi sono anche punti uniti d'altra specie. E noto che la 
hessiana della superficie 2> P^issa tre volte per la curva doppia 
della superficie medesima; in un punto qualunque M di questa curva 
doppia, i piani tangenti alla hessiana sono i due piani tangenti alla 
superficie ^ e un altro piano che diremo (x. Vi h sulla curva dop- 
pia un numero finito di punti pei quali il piano [x coincide con uno 
degli altri due piani tangenti. Sia M uno di questi punti; poich^ la 
curva parabolica h V ulteriore intersezione di ^ e della sua hessiana, 
passera per J/. E quando un punto percorrendo la curva parabo- 
lica si avvicina indefinitamente ad M, il piano tangente stazionario 
corrispondente tende a coincidere col piano [/. come posizione limite. 
Perci6 ogni punto del piano (x si pu6 considerare come comune al 
piano tangente stazionario e al cono quadrico polare 6i M\ e quindi 
il punto in cui il piano [a incontra la retta R^ h un punto unito nella 
corrispondenza dei punti x ed x\ Se dunque si indica con v T ordine 
della sviluppabile dei piani tangenti staziQnart e con [x il numero 
dei punti M^ si avrk 

2v + p. = 4(A^— 2) (iV+2/ — 2) + 48/. 

II numero {jt. h subito ottenuto calcolando le intersezioni (oltre 
i punti fondamentali e i punti C) delle curve A ed //" imagini della 
curva doppia e della cUrva parabolica. Si ha 

{.=4 (2 «-3) l(A^-4)« + 3}-4l{(^-4)r+l)(2r-i) 

— 4(iV+4/ — c— I) 
ossia 

{t==4(A^-2) (^-3) + 8/(Ar_8) + 8(a_i). 



Perci6, ricavando v, si trova: 

La si'i!ufipabile dei piani tangenti stazionaH e- delV ordint 

2(,V+24/-2c). 

27, Ora conosciamo di questa sviluppabile l^ordine (26), 
classc (r4) e it genere (23J; possiamo quindi determinare le alu 
sue caratleristiche. In particolare si trova clie il nutnero dei ptM 
tatigiinti iujlessionali dtUa svHuppabile dei piani stazionati, e 
[i = 2 (64^ — 7 N~ 6 ff -f- 20). 

La sezione fatta nelJa superficie ^ ^^ ^n piano tangcnte i 
zionario, possiede nel punto di contatto una cuspide; ma se ia qiM 
piano coincidono due pianl stanionari consccutivi, la singolarita dd 
sezione piana, nel punto di contatto, consiste di due puntt doppl 
infinitamente vicint, ossia d'un semplice contatto fra due rami deila 
sezrone medesima. In tal caso la medesima singolarita si rilrova nclla 
imagine di quelta sezione sul piano rappresentativo. Ne scgue clu 

Fm le curve * ve ne sono 

2 (64 ^ — 7 N — 6 -|- 20) 
dc'ate d' un conlatlo di due ranii [taCHode). 



CURVE <I> DOTATE DI DUE PUNTI DOPPJ, OVVERO DI UN PUN" 
DOPPIO E D'UNA CUSPIDE, O DI TRE PUNTI DOPPl. 



28. Si immagini nello spazio stabilita una reciprocit^ fra i 
punti cd 1 suoi piani. Altora i piani corrtspondenti ai punti della i 
perficie ^, iniilupperanno una seconda superficie correlativa a 
prima e clie sara percii dell' ordine (13) vV -1-4^ + — I e dd 
classe N. 

I punli delle superficie ^l * ® saranno fra loro riferiti 1 
ad uno. facendo corrispondere ad ogni punto di ^, il punto dcfl 
il piano corrispondente (per dualita) tocca B. II piano Il^ potr^ con- 
siderarsi comc piano rapprcsentativo anclie per la superficie ©; in- 
fatti ai punti di una sezione piana di corrisponderanno sopra ^ 
i punti di contatto d'un cono circoscritto: e a questi punti poi 
corrispondono sul piano n^, i punti d'una curva 'I' (13). Dunque /f 
curve V sena U imagini delie sezioni piane dt una superjwie © co^' 
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relativa alla superficie ^ . Reciprocamente le curve $ sono le ima- 
gini delle curve di contatto dei coni circoscritti alla superficie 0. 

E anche chiaro che la curva H i V imagine d^ una ciirva cu- 
spidale di 0. 

Inoltre ad un piano bitangente di ^ corrisponde un punto 
doppio di 0. Perci6 (14) la superficie possiede una curva doppia 
deir ordine 

^{(Ar + 4^ + a/-86/>-S^-3« + 4l. 

I punti C, essendo comuni a tutte le curve ^]/, rappresentano 
rette della superficie 0. Piu precisamente queste rette sono elementi 
di sviluppabile*. 

29. Cerchiamo l'imagine della curva doppia di 0. Rammen- 
tando che le sezioni piane di hanno per imagini le curve ¥, si 
ha (analogamente a quel che fu detto (17) per la superficie ^j) che 
Tintersezione della superficie con una superficie dell'ordine L ha 
per imagine una curva deirordine 3Z(« — i) la quale passa con 
L{ir — i) rami per ogni punto //^ e con L rami per ogni punto C. 
Perci6 Tintersezione completa di coUa prima polare (rispetto a 0) 
di un punto qualunque dello spazio, deve avere per imagine un lu9go 
deir ordine 

3(«--i) (i\^+4/ + ^ — 2) 
il quale passi 

(3r— I) (A^+4;> + c — 2) 

volte per un punto //^ e iV+4/ + (i — 2 volte per un punto C. 

Ma la prima polare di un punto rispetto a 0, sega B se- 
condo la curva doppia, la tocca lungo la curva cuspidale e la in- 
contra inoltre secondo la curva di contatto del cono circoscritto di 
vertice 0. Perci6 Timagine suddetta si compone della imagine della 
curva doppia di 0, della curva H contata tre volte e di una curva ^. 
Staccando da quella imagine queste ultime parti, si trova che: 

U imagine della curva doppia di , ovverosia /' imagine della 
curva di contatto dei piani bitangenti della superficie ^ , ^ una curva 
K deW ordine 

3(« — I) (^^ + ^/^ + c) — 3i« + 42 
la quale passa 

(3^—1) (^^+^/^ + ^j) — 31^+14 



* In ogni puDto d*una di queste la superficie 8 ha il medesimo piano tan- 
gente (pinch-plane). Veggasi la nota al n.® 16. 
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volte ptr cgni punta h, e passa N-\- 4.p -\-fs — 8 volte fer o^ 
pimio C. 

La atrva K suddetla i: il litogo delU coppie di punti dop^ dei 
civve 'X'. 

30. Ccrcando le tntersezioni della curva K coii una curva 
si trova che la curva di contatto dei piani bilangentt della superficit 
e deir ordine 

2 (A' + ;>-")(.V+4;'+«)-i;A'-28 (/>-!). 

31. I punti ^ della curva H {2j) appartengono anche alla cui 
K, poichi in ciascuno di essi coincidono due punti doppl d'una curva 
II piano langente alla superficie \) in un punto di iniagine [i, h, coi 
abbiamo detto, piano inflessionale per la sviluppabile dci pianl stazii 
nari e piaao tangente ordinario per la sviluppabile dei piani bitangenti. 
Se ci riferiamo invece alla suptrficie W , si avra dunque che un punto 
c 1'imagine dj un punto della superficie, il quale 6 stazionario per la 
curva cuspidale e scmpHce per la curva doppia; di un punto ciofc 
quale assorbc due intersezioni di queste duc curve. Lo stesso dovi 
avvenire per le imagini H e K: dimodoch^ se ne conclude clie 
curve H e K si (occano nei [3 punli del n° z^. 

32. Le curve H e. A'hanna anchc altri punti in comune. Inr<i 
vi sara un numero finito di piani che hauno colla supcrficie ^ u° ™' 
tatto ordinario in un punto e un contatto staijionario in un altro puoto. 
Se A h il punto di contatto stazionario per uno di questl piaoi, evideo* 
temente per A passcranno tanto la curva parabohca quanto la curva 
di contatto dei piani bitangenti. Se dunque si indica con y il numero 
dei piani che hanno un contatto semplice e uno stazionario, Ic curvc 
H c K avranno ancora y punti comuni, Calcolando quindi il num< 
lotale delle intersezioni dclle duc curve (non assorbite dai punti f<: 
damentali e dai punti C), si ha requazionc 

2'{.-\-y = 4{2n-i){i{,t-l) (iV+'4/> + c)_3i«-i-4.2| 
— 42K3'--i) (A'+4/ + tr)-3!r+i4| (2r-i) 
— 4(^^+4/» — <r — i) (A'+ 4/> + ff — 8) 
dalla quale, ponondo pcr ^ il suo valore (numero precedeate) si 
cava che; 

// numero delle curve cke sono dotatt di Un punlo doppii 
d^una cuspide, i 

T = 2*/ (A^^ 4/> + ' - 25) +48 (/V+ » - 3) 

33. FinaJnicnte vi sono delle curvc 'I' dotatc di trc punli dopl 
le quali sono imagini di sezloni fatte nella superticic "S^ da pisni 
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^flkngeiiti. II loro numero pu6 esscre detcnnitiato cakolando le inter- 
^^sezioni della curva doppia di & coUa seconda polare di un punto 
rispetto alla stessa superficie. Questa seconda polare passa per i puoti 
tripli della curva nodalc (indicheremo il loro numero con t), tocca la 
curva medesima nei p punti stazionari della curva cuspidalc ed ha cou 
essa un contatto tripunto nelle sue y cuspidi: inoltrc la seconda po- 
lare e la curva nodalc si segano nei punli pei quali uno dei piani tan- 
gCDti alla superficie passa pel polo O. Si chianii q tl numero di 
qucsti ultimi punti, sia b rordine della cuiva nodale: si ha la formola 

i (.V -t- 4 / -f c — 3) = j -f 2 ? + 3 V -f 3 T . 

II numcro 6 h stato determinato al n." 14; il numero g h stato 
Irovato al u." 30. Sostitucndo i loro valori insieme a quelli di fi e y 
! ricavando -., si trova 6aalmente: 

Jl ttumera delle curvc * ilotate di tre punti doppl i 

T = i {.V + 4 / + =}' - (A'^ 4/ -f <:) (2 A' + 41 /> + *} 

— !- (175^V— 3434/. +223 c) + 106. 



UODIFtCAZIONI NECESSARIE IN ALCUNt CASI PARTICOLARI. 
ESEUPi DI ECCEZIO^'! ALLA TEORIA GEMERALE. 



34. Se alcuni dei punti rondamenlali pel sistema <!■ sono sem- 
ilici [r= I), alcune dellc formole prccedenti hanno bisogno d'una 
corrczione. Sia P uno di questi punti:esso rappresenta (12) una retta 
/i della superRcie V^ . Fra i piani bitangenti che passano per uu punto 
dcllo spazio, vi k il piano OR: rimmaginc dclla sczionc fatta da 
questo piano ha un punto doppjo in P: perci^ a quel piano bitan- 
gcnte non corrisponde una curva ^» dotata di due punti doppi. Quindi 
tiei/e curve <t d'umT rete dotate di due punti dopps (dato al 
.■^ 14) va diminuita d' mm unitk ptr o^ni punto fondamentaU sem- 
\ce delta rtte. 

La retCa A' fa parte evidentemcnte dclla curva di contatto dci 

piani bitangcnti: pcrci6 il punto P si dcve staccare dalla tmagine di 

qucsta curva. Dunque la curva K passiX per un punto /oRdamentaU 

■tpliee con un ramo di piii di quelli dati daile formoU seneraU (29), 
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E noto che il numero delle curve d'un fascio dotate d'un puntfl 
doppio diminuisce di settc unita pel fatto che un punto base semplic 
diventi doppio. Vi sono quindi N-\- 4p -{-a — 8 curve 't dotate d" uiil 
punto doppio in P e d'un .'iltro punto doppio allrove; queste curvefl 
sono imagini delie sezioni di altrettanti piani tritangenti passanti peiJ 
la retta delia superficie, quantunque non siano propriamente curve ^\ 
dotate di tre punti doppi. Dunque il numero JelU cui-ve <1> dalaU di\ 
tre punti doppi (33) va diminiiilo dt TV+^f-j-i; — S unilit per agiu 
punto fondamentale seinplice. 

Fra le curve $ che hanno un punto dopplo in P, ve nc son<j; 
due dotate d'una cuspide: esse corrispondono ai due piani stazionarf 
passanti per la retta R. Ciascuno di questi piani sega la superficie (^l 
sccondo la retta R e secondo una curva d'ordine N — 1 la qualel 
tocca la retta y? iii un punto parabolico: questo punto h percid uil| 
punto ^ (27). E nato anzi che la retta R e tangente alla curva para-l 
bolica nei due punti paraboHci situati sulla retta medesima. Si con- 
cludc dunque che; i quattro rami della curz'a H che passano per »«1 
punto fondamenlale seinplice, ammeltono dite sole tangenti dislinteA 
fnoltre ogni punto fondamentale semplice diminuisce di due uniid 1 
nttmero dei punti fi. 

35. Se !e curve 'P ammettono un punto fondamentale doppiol 
P^, esso rappresenta una conica r della superficie ^; rimagine 
della curva piana chc insieme a r completa una sezione della su> 
perficic e una curva "I' la quale passa tre voUe per P^\ dunquc la 
sezione fatta dal piano di 1', si compone della conica e d'una cur\*aJ 
dell' ordine N — 2 la qualc incontra T tre volte (fuori della curval 
doppia). Vale a dire, il piano di I' h un piano tntangente, senzal 
che perci6 si abbia in n„ una curva '\> propriamente dotata di tru 
punti doppi. Dunque ogni punto fondamentale doppio diminmsce di\ 
una unilh il numcro delle curve 1' dotate di Ire punti Hoppi. I 

36. Sc una curva dcl piano n^ ha con quaUinque curva ♦ I 
una sola intersezione fuori dei punti fondamentali, essa rappresenta 1 
una retta della superficie ^, Questa curva perci6 fara parte della I 
curva K e sara bitangente alla curva H. I 

37. Avvertenze apeciali sono anche necessarie pel caso che ill 
sistema <P ammetta un punto fondamentale P d'ordine r = n — I. 1 
Allora h facile vedcrt: che non vi sono curve l" proprie le quali pos- I 
seggano una cuspidc: e clie il luogo // si riduce al gruppo delle I 
rette che congiungono P ai punti C, ciascuna contata duc volte. Si I 
ha in questo caso fi = o, y = o. Del resto non v' h alcuna difticoltk I 
nei modificare i proccdimenti generali sccondo questo caso richiede. J 



38. Certe propriet^ relative ai punti d' intersezione detle curve 
piane, possono in akuni casi far cadere in difetto i ragionamenti 
svolti nelle ricerche preccdenti. I duc esempi che seguono, possono 
illustrarc a sufficienza questa asserzionc. 

E facile riconoscere che essendo data tma atrva F delVerdine v 
1 tm punto muliiplo iecondg p, non si possono prendere su di essa 
i arbilrio piii di 

nr»//'. per farvi passare una curva propria <1> dell' ordine n la quale 
bssi inollre r volle per 0. Infatti una curva 'I' la quale passi per 
B-|- I punti dati arbitrariamcnte sopra F, sarebbe corapletamentc 
^tcrminata da altri 

\ („_v) („-v + 3)-' (r-:) (r-;+ .) 

iti arbitrarl; ma una tale ciirva si comporrebbe detla curva F e 
llla curva (determinata picnamcntc) d'ordine n — v passante per 
Timanenti punti e inoltre passantc n — p voltc per 0. 

In particolare per v = n — i, p = r — i, »• = » — 2, si ha 
che data una curva F deirordine n con un punto O (« — 2)-plo, 
Mtte le curve deirordincw — i le quali passano « — 3 volte per 
Vpassano per 3 (« — i) punti fissi di F, incontrano questa curva 
E' altri n — 3 punti fissi, 

Ci6 posto sc si assumono sulla curva F ^n — 4 punti fissi, 
Ic curve ■!*, le quali passano per qucsti punli ed hanno inollre n — 2 
rami passanti per 0, formano un sistcma triplamcnte infinito, il quale, 
virtii del teorcma precedente, si sottrae alle propricla generali 
btlilc in addietro, quantunque i suoi punti fondamcntali siano in 
affatto arbitraria, perche sono precisamente tanti quanti ce 
ne vogliono per detcrminare la curva F. Infatli, pcl tcorcma pre- 
cedcnle, !e « — 2 intcrsezioni variabili di una curva "1* colla curva F, 
10 tali che una determina tutte le altre; e pcrci6 la curva Fi 
imagine di una retla multipla secondo n — 2 per la supcrficie ^, 
qualc in qucsto caso i: dclTordine n. 

Queste superficie sono state ampiamentc sludiatc, anchc sotto 
il punto di vista dclia loro nipprcsentazionc piana *. 

39. Un altro csempio ^ fornito dal sistema triplamente infinito 
curve del 6° ordine, completamente determinato da 8 punti dopp! 

' Vcggasi p, es., Noether, Utber Flacbtu wt!cl>t Sehaarm ratioiuler Curvttt 
ftVn, MM. Ann. 111. 



ran 



W- 



fondamentali. Facendo nelle formole generali « = 6, p = 2, <i=8,l 
.V=4, si trovano manifestamente risultati contraddittort. Infatti i 
stato dimostrato* chc tutte le curve di questo sistema le quali pas 
sano per un punto arbitrario del piano, passano anclie per un altr<rl 
punto determinato dal primo. Perci6 applicando la costruKione fon-T^ 
danientale data al n." ii, mentre ad ogni punto del pJano del i 
stema corrisponde un punto della superficie _^ , viceversa ad un punto J 
di questa corrispondono due punti coniugati del piano **. 

Non ^ difficilc riconoscere clie in questo caso la superficie 2fl 
i un cono di 2° grado, le cui generatrici sono rappresentnte dalle.B 
cubiche passanti per g!i 8 punti fondamentali, mcntre il nono punto' 
comune a queste curve rappresenta il vertice del cono. 



SUPERFICIE CHE CONTENGONO LA. CURVA DOPPIA D2LLA SUPERFICIE 2I'I 

SUPERFICIE ^ DEI PRIMI SEI ORDmi. 

40. Sia S la residua intersezione colla supeificje \^ di uni 
superficie dcirordine k passante per la curva doppia di V e dotatv 
perci6 di t punti doppi nei punti tripll della curva doppia mcdo^fl 
sima, In generale la curva d' intersezione di una data superficie del^T 
1'ordine N con una deirordine i, per^S:jV — 3, h determinata dm' 

i(*+i) (i + 2) (*+3)_i(i_A'+ I) (h-N+i) (i-AT+j)- 

condiiioni**". Nel nostro caso per6, siccome la seconda superlicid 
passa per la curva doppia di V_ che ^ deirordine ^ e del genen 
P' con / punti tripli, per avere il numero delle condizioni che dcter- 
minano la residua intersczione .? dellc due superficie, bisogna dicni- 
nuirne il numero precedentc di iS — F — 2t-\-i uniti****. Quindi 



• Bertini, Ricercbe sulh Irasformajioni univocbc invohdorie net piano. Amai 
ii Malimalica, 

*** Jacobi, De relalionibus qiiae locum habere dehenl intrr puncla irilersectiomi, et 
Cfelte, 15, i8j6. — Vt.f^flsi anche CneMONA, Prtliminarl di una Itoria gtiomi 
itlle supirjicic. Accad. di Bologta, 2* serle, tomo 6°. 

•**• C\\i.tY. Oa thi Iransformallon of unicanal surfaces. Math. Ann. 111. — \ 
quesic ri^uzioni si pik) vedere Noetheh, SulU cmve muUipU H superfidt atgArii 
Aan. di Mat., serie z.% vol. j". 



L curva S t dcterminata da 

nndtxioni; ov\'ero, poncndo 

! = ' (,V~ 



,) (A'_2)(.V-3)-X-S + J" + -''- ■ 



){N-2)-2p 

lostituendo per P e I t loro valori (19 e 21), da 

(A'i- 2 A- . 7 A' . 2f - 2) . 1 (A'- 1) (jV- 2) (A-4) - (A-4) p 

coadfziont. 

D'altra parte riniagine della curva 5 deve esscre una curva 
delVordine (i — jV-{- 4) « — 3 1a quale passa per ogni punto fonda- 
mentale /i, con {i — A^-{" 4) ^" — ^ rami, Perci6 indicando con n lc 
condizioni alle qualt questa imagioe ^ soggetta e che non sono rap- 
presentate dai suoi passaggi pei punti fondamentati, si avr^ ancora 

r = |(*-A-.4) l(i-N-4)n-y,--;:^'-i{i-N,4)r^>i {i-N,4)-«- 

K.iducendD e paragonando colla espressione precedente, si trova n = o. 
Dunque : 

Qaalitnque curva deW ordine (k — iV-j-4)w — 3 situata sul 
fiano II, t passante {k — W-f- 4) r — l volte per ogni punto fonda- 

Itniale r-plo, i 1'imiigine dtlla residuale ihtersezione della superfi- 
' 2 coH una snperficie deli' ordine k. 
41, Se nel valore di r si fa i = N — 3 *, si trova V ^p — [. 
uiadi: 
Per la curva doppra della superficie ^, si possono far p;is- 
re p superficie, linearmente indipendeoti deirordine N — 3*". 
42. Vogliamo dare Telenco delle superficie ^ dei primi sei 
ordini, che si incontrano ncllo studio dei sistemi lincari soggetli alle 
Mtesi fatte al % i. 

• Superficie del 2° ordine. Le curve •I' sono coniche con 
be punti comuni. 



• Per U curvfl Joppia di E non pass» ncssuna supcrfidc deirorJinc.V — 4, 
Hcht la superficie S i iel gcncrc lero. 

•• Qpcsu propricta i aa (jjo pariicolarc del scgucnic icorema piii gcncralc: 
luniero Jclle superticie liucarmcntc indipinJciui JcU' Dtdinc N — J, clie »i poi- 
> bt passarc »■— i volic pcr ogni curva r-pla cJ j — i voUc pcr ogui puato 
D ili una fuperficic Jcirordine N, t it-\~pt dovc ir ^ fl gcnere dclla supcrfici« 
|k qucllo detlc sue iciioni pianc. 



. Le curve 't sono conicbci 



, Lc curve 'I* sono cubictu 



:iirva nodale del'1 



E. Caporali, 

2." Superficie gobba del 3* ordini 
con un punto comune *. 

3." Superficie generale del 3' ordii 
con sei punli comuni **. 

4.'' Superficie gobba del 4" ordin 
3' ordine. Lc curvc •I' sono del 3° ordine ed hanno in comuue 
puoto doppio ed uno semplice "**. 

5." Superficie (di Steiner) del 4° ordine con tre rettc dopj 
concorrenti in un punto. Le curve sono couiche di un sistem 
affatto generale "*"*. 

6." Superficie del 4" ordine con una conica doppia. Le ciu 
sono ciibiche con ctnque punli comuni * 

7." Superficie del 4° ordine con una retta doppia. Le cunre i 
sono dcl 4" ordine ed hanno in comunc un punto doppio ed 8 punl 
semplici ****••, 

8," Superficie gobba del 5* ordine, luogo delle rette trisec 
d'una curva gobba de! 6" ordine con un punto trrplo (genere unon 
Le curve 'P sono ctibiche con un punto doppio comune, La sup< 
ficic possiede una conica situata in un piano il quale cotiticne t 
trisecanti della curva gobba cd 6 tritangente pcr la superficie. 

g." Superficie del 5' ordine con una curva doppia dcl 5° 
dine clie ha un punto triplo. Le curve •!' sono cubiche con quatCr 
punti comuni "•"*••*, 



* Cremona, Istinito Lbmbardo, 1867. — -Clebsch, CtcMi, vol. 67.- 
Bmerinng uhr dU GiemtlrU auj dtn Hmdschitjtn FlichtH dritler OrdHUHg, AtU 
Ann., vqL j." (1863I, ecc. 

" Cremova, Mhnoir» lur lei snrjaeti du Imisiime ordre, Crdle 6S. — Clebsci 
Dit Giomelric auj die Flacben ilriUer Ordnung, Crille 65. — Cu^bsch, Ueitr i 
thtJU Ahbilduttg tiner Fldcht driller Ordming. Malb. Ann. V, etc. 

*** Clebsch, Viher dit ehene Abbildunf dtr geradliHlgen Flichen vierttn 6 
VieScht e nt Dappdcurve driltm Grades \>esit\tii, Math. Ann. II, ecc. 

"" Cremoma, Rendiconli dell' Jitiluto Lomharda 1867. — Clbbscb, Viitr i 
Slciner'icl» Flaclii, Crelli 67, lec. 

•"" KuMMER, CrilU 64. — Clebsch, Utber Flachcn vitrter OrdnuHf o 
eiue Dappileurvi iweilcn Gradts icsilic», Crcllt 69. — Stubm, UAer die FlSti^ 
mit elner eudlichtn ZM von (einjachcn) Giraden, Math. Ann. IV. — Geiser, Cttltt^ 
— Crcmona, hiiiuio Lombardo, inariO 1871. ecc, 

"*"• CLEBSai, Uiber die Abbildung algibraischer Flachln, insbtsondtrr 4tr vitA 
ten und JHnJlfi Ordnung, Math. Am. I. — Sturm, 1. c. f(. 

•••*••• Clebsck, Vibcr den Zusammenhang tiner Kl*ssi von Fldchtn. — AiiiUu 
mil der Zwcilheiluns der AbcV schtn Fanctionen, Malh. Ann. IIL — Cremoma, V4» 
iit Albildung algebraisehc Flachin, Malh. Am. IV. — Sturm, 1. c. — CaporaiJ 
Sulh iupeijicit del ^ erdint dolata i' una curvo doppia del s" ordint, Ann. di Mat^ im 
rie a.« lomo 7.° 
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ro." Superficie del 5» ordine con una curva doppta del 4° or- 

: 1' spccie. Le curve $ sono del 4" ordine ed banno in co- 

un punto doppio e 7 punti semplici*. 

ir." Superficic del 5" ordinc con una curva doppia del 3" or- 
[Jne. Le curve <b sono quarticlie con 11 punti comuni **. 

12.* Superfuie dd s' ordine con tre rette dopfiie concorrenti in 
un punto. /-f (urve 4> sono del 6° ordine ed hanno in comiine 7 punti 
doppi e Ire piinti semplici. 

43. Vi sono inoltre da enumcrare le seguenti specie di super- 
ficie del 6" ordine: 

i." Luogo dcUe trisecanti d'una curva gobba del lo* ordine 
con quattro punti tripti (genere tre), pcr la quale non passa alcuna 
superficie del 3" ordinc. Le curve 4" sono del 4° ordine con un 
punto triplo ed un punto semplicc in comune. 

2." Curva doppia del 9° ordine e gcnere uno, con quattro 
punti tripli, per la quale passa una superficie del 3' ordine con 
quattro punli doppi. Le curve 4» sono cuWche con tre punti comuni. 
La superficic possiede sei rctte situate due a due in sei piani (tri- 
tangenti). Vi sono ancora sci piani tritangcnti ciascuno dci quali 
contiene trc coniche detla superficie e iS altri piani tritangenti 
ognuno dei quali contienc una retta, una contca ed una cubica. La 
superficic possiede trc specie di piani bitangcnti : i.° piani passanti 
per una rctta; 2." piani che contengono una conica, 1 quali invitup- 
lano tre sviluppabili dclla 4' ctasse; 3.° piani che contcngono due 
liche, i quati invituppano una sviiuppabile della 6' classe e det 
ordinc "**. 

3.° Curva doppia delfS" ordine c genere tre con due punti 
tripli, ia quate si ottiene come intcrsezione di due superficie del 3* 
ordine con duc punti doppi comuni. Lc curvc sono del 4° ordine 
cd hanno in coniune un punto doppio e sci ptinti semplici. La su- 
pcrficie possiede i3 rette situatc due a due in sei piani. 

4.° Curva doppia del 7" ordine e dc! genere tre con un punto 
iplo, la quale pu6 scrvire di base ad una rctc di superficie del 3"* 
rdine con un punto doppio. Le curve "P sono dcl 4* ordine cd 
10 punti comuni. La superficic possicdc 10 rette. 

* Clebsck, Abbaailunitn der Gtitlluhoft dtr IViiHHichafltn ^u GStUagtn, 
ij. — Clerscm, Miitli. Aim. IIL 1. c. — Sturm, 1. e. — Noethir, Vti^tT FlO- 
f xatlebt Schaaren riiliomltr Curt'tii btiititn, Sialb. Ann. III. 

•■ CLCDScn, .VdJfe. Ann. 1, c. — Sturm. I. e. 
I " AbbUmo niotiiplicaio gli tnunciaii in queiiD esempio, jul qualc il lcttore 
ne appiicaiione dei riiultaii gcnerali. 
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5.® Curva doppia del 7° ordine e del genere cinque. Le curve ^ 
sono del 5^ ordine ed hanno in comune un punto triplo e 10 punti 
semplici. 

6.° Curva doppia costituita da una retta e da una curva del 
6* ordine e del genere due che ha due punti doppi suUa retta. Le 
curve $ sono del 6^ ordine ed hanno in comune 7 punti doppi e 
due semplici. La superficie possiede due rette. 

7.° Curva doppia del 6^ ordine e genere uno, con un punto 
triplo. Le curve 4> sono del & ordine ed hanno in comune 6 punti 
doppl e 6 punti semplici. La . superficie possiede 6 rette*. 

8.® Curva doppia del 6<> ordine e genere tre. Le curve sono 
del 5^ ordine ed hanno in comune due punti doppi ed 11 punti 
semplici. La superiicie possiede 12 rette. 

^.^ Curva doppia costituita da una retta e da una curva del 
5® ordine con due punti doppi suUa retta medesima. Le curve <t> 
sono del 7^ ordine ed hanno in comune un punto triplo, 8 punti 
doppi e due punti semplici. La superficie possiede due rette. ' 

Napoli, luglio 1879. 



• Cremona, Maih, iF, pag. 221. 
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INTORNO AD UNA GENERALiZZAZIONE 

ni ALCUNt TEOREMI DI MECCANICA 

Jv-OTA 

TALENTINO CERRUTI 

Profmort mlU R. UiivmilA dl Roma. 



In questo breve lavoro mi propongo di generalizzare alcuni 
teoremi noti di meccanica, e mi occupo principalmente dc'casi in 
cui delle equazioni dififcrenziali del moto di un punto o di un sistecna 
csistono uno o pifi intcgrali lineari rispetto alle componenti clcllc 
velocit^ ognuno con una sola costanle arbitraria isolata *. Con cib io 
sfioro appcna un soggetto assai vasto e che meriterebbe di cssere 
idiato a fondo"*. 



. Consideriamo anzitutto il ca<io di un punto matcnale solle- 
eitato da forze le cui componenti X, Y, Z secondo tre assi ortogo- 
oali sicno funzioni della sola posizione dcl punto stesso. Percli^ le 



i probleml di (juesia naiura, llmiiatiimeme a\ ctso del mcno d) un 

) ia un pSano, vennero gii con»iderati dal »ignor G. Bertramd ncUa sua Me- 

; Sur qudifuts-unii dts feniits Us plus limpUs ^ puiisent prJstnUr Us iati- 

M its iquatiQm Jiffirtnliilltt Ju mouvtmmt d'un point malhitl. V. Jour. de Liouv. 

e 11. I. 2, p»g. 113-140. 

' Tuni gli Intcgrflli generali conoseiuil della mecc.iniea, che dtpendono dalle 
bcit^ nc comeriRono algebriearaente le componerti. In oRnuno non figura che 
I »oU coitance arbiiraria Isolaia: ix. f. negli integrali primi tlel moto itvl cen> 
I di graviii, negli imegrali delle arec, delk forze vive, nei quatira imegrali clie 
faeaDtrano nello studio de! moto inicmo di un sistemn ili punii che li attrag- 
) o li respingono im loro, eec. Alla «cssa catcgorla d' intcgT«li debbono pure 
irinl altri, che li preseoiano In certi problemi panicolari. 



1/2 V, Cerruti, 

equazioni del moto ammettano un integrale della forma 

(1) Ax' -^r^i -^CTi-^D^h, 

dove x\ y\ :(' sono le componenti della velocitk secondo gli assi; 
Ay 5, C, D funzioni delle sole coordinate (x, y^ :() del punto ed h 
una costante arbitraria, dovra aversi identicamente 

ossia 

(2) AX-\-BY+CZ=o, 

M_o S^-o 3^-o 9^4-3^-0 3^-U^^-o 

s^-°' 37-°' aT-°' W + 97- ■ ^^■'"W-^" 

Ne deduciamo tosto, che D dev'essere costante, e per A^ 5, C le 
espressioni 

(3) A^l-^-ry — qx^, B=m-\-px, — rx, C = n-\-qx — py 

in cui /, m, n, p, q, r sono sei costanti affatto qualunque. 

Cio^ le equaxioni differen:(iaU del moto di un punto niateriale am- 
metteranno un integrale della forma (i), se le linee d'a:jone della foria 
sollecitante appartengono ad un complesso lineare (che chiameremo O); 
e V integrale 

esprimerd rimanere costante per tutta la durata del moto il tnomento della 
quantitd di moto del punto rtspetto al complesso O. 

L'integrale (4) h il piii generale della forma, che noi stiamo 
considerando, compatibilmente colle supposizioni fatte sulle X, F, Z, 
Ay By C; ma tenute ferme tali supposizioni quanto alle Ay jB, C, un 
integrale della forma (4) pu6 tuttavia aver luogo in condizioni molto 
piu generali quanto alle X, F, Z. Invero la relazione (2) esige sol- 
tanto che si abbia 

x = 5e — ce,, r=ce— ^e z = ^e,_Be. 
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in cui le O^, 6^, f>^ possono contenere le coordinate, le componenti 
della velocita ed il tempo in un modo qualsiasi. L' esistenza deir in- 
tegrale (4) introduce un vincolo alla direzione non alla grandezza 
della forza, ma non prescrive alcuna limitazione alla direzione ed 
alla grandezza della velocita ^, qualunque sia il valore attribuito ad h 
purch^ diverso da zero : per h = invece le tangenti alla trajettoria 
dcbbono appartenere al complesso O. Invero 

Una curva qualunque pud sempre essere liberamente descritta da 
un punto sollecitato da una for^a, la cui linea d'a:(ione varii in un com- 
plesso lineare assegnalo ad arbitrio. 

Imperocch^ se \ [jl, v rappresentano i coseni di direzione della 
normale al piano osculatore della curva, insieme colla (2) reggera 
ancora Tequazione 

>.x + [/.y+vZ=o, 

e quindi 

(6) x = e(uLC— v5), r=e(v^_xc), z = e(x5— (x^), 

dove e h una funzione da determinarsi. Ora detti rispettivamente 
^, i, r; a, p, Y i coseni di direzione della tangente e della normale 
principale : v, p, s la velocita del mobile, il raggio del circolo oscu- 
latore e Tarco della curva, e finalmente posto per compendio 

Aa + Bb-^Cc = r, 
anzitutto Tintegrale (4) ci dara 

(7) v=- 

ed in seguito le equazioni del moto si potranno mettere sotto la 
forma 

ah^ dr oLh^ c, , ^ dx 



ch^ dz yh^ la/^ D A\ 



P 

da tutte e tre le quali, come ^ facile verificare, si ricava per lo 
stesso valore. Quindi, assegnata la curva ed il complesso lineare, 



• Per /; non zero le rette del complesso n sono rctte secondo cui la velo- 
citi diventa infinita. 
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una quatun<]ue ddle (S) servirii a determinare la graodezea di O | 
in seguito le (6) forniranno i valori delle componcnti della fora 
Viceversa, dati Q ed il complesso, nelle (8) avremo le equazio 
differenziali della trajettoria, 

Come caso particolare si deduce da questo teorema che i 
curva qmhwqnt pu6 essere liherametite dcscntta da tm punlo soUedH 
da una jorxa mtonlranlc tostanlmmXe nna relta fissa. 

Le equazioni {7) cd (8) forniscono una estcnsione allo spad 
3 tre dimensioni di proprieta notissime dcl moto centrale. 

2. PercU6 insicme coll'integrale (4] sussista anche quello del 
forze vive, la funiione V delle forze deve soddisfare airequazioneJ 
derivate parziali 



.8»: 



^-<^- 



Iii questo caso pertatito le superiicie equipotenziali V = cost. bani 
per normali rette del complesso n, e sono quindi supcrficie elicoi* 
dali aventi per asse e per parametro l'asse ed il parametro del dato 
complesso, Le linee di forza poi saranno curve descritte sopra i 
famiglia di dlindri colle generatrici parallele alTasse del comptes 
questi cilindri sopra un piano perpendicolare airassc del complei 
tracciano una famiglia di curve seganti ad angolo retto quelle ( 
vi sono segnate dalle superficie equipotenziali. Combinando quai 
prccede con una proprieta notissima del moto di un punto su i 
superficie, si Hcava subito che l'integral primo dell' cquazione diffe- 
renziale delle geodetiche delle superficie V = cost. e lineare rispctto 
alla derivata prinia; propriel^ caratteristica e conosciuta delle supec> 
ficie elicoidali. 

Mediante l'integrale dclle forze vivc 

(9) ,"+j' + r==>'+* 

eliminando dall' integrale (4) il tempo e ritenuto per a, b, c il sigi 

ficato loro attribuito piii sopra, si ottiene 

(10) {Aa-\-Bb^C c)" (2 r -(- i) = i' (fl^ + i* -f c') 

cioi le relte, tangenfi aUe diverse Irajeltorie corrispondentt atlt divei, 
condi^ioni ini^^iali che lasciano inaUerali i valori di h e k, si postM 
inlendere distribittte nel fascto di compkssi di secondo grado delermitH 
dal coniplesso immaginario a' -\- b' -\- c' = o c dal complesso Itnea 
jia-\-Bb-\-Cc=^o conlalo due volle. 

I coni (rotondi) corrispondenti ai punti di una superficie det 
tninata F appartengono ad un medesimo complesso del fascto: 



_ coraplesso cambia passando dairuna airaltra dclle swporfidc F. 
Questi coni si scindono tn due plaoi (immaginar!), la cui equazione 
complcssiva 6 

(11) {Aa-{-Bb-^Cc)' — {A'~{-B'-\-C') {a' -{■ h' ^ c' ) = 

ttutti i punti della superficic 

la quale i pure elicoidale cd ha per assc e pcr parametro 1' asse ed 
il parametro del complcsso n. Questa supcrficie, che noj incontriamo 
qui in un caso particolarissimo, ha un significato meccanico assai 
importante: 6 il luogo de' punti in cui la dirczione della forza & 
normale a quclla del movimento, ^ rinviluppo dclle trajcttoric, di- 
vide lo spazio in due regioni, una accessibile e l'altra inaccessibile 
a1 mobile, scmpre quando beninteso si tengano fermc le supposizioni 
fattc supcriorniente intorno alle condizioni iniziali. Le trajettoric 
inviluppano le cliche dclia sitperficie; le tangenti a queste eliche, 
rctte comuni allc coppie di piani (ii), appartengono ad un noto 
complesso di secondo grado, e le tangenti alle loro trajettorie orto> 
gonali fanno parte del coniplesso n: queste trajettoric ortogonaHT 
sono perci6, cosa conosciutissima, geodetiche della superficie. 

Se /)=o la superficie sr scindc ncl cilindro (immaginario) 

//' + ff -I- C = o, 
Ijnella superficie 

2 /' 4- A- = o, 

iDgo de' punli a cui il mobile giunge con vclocita oulla. 

3. Supponiamo che il punto debba rimanere sopra una super- 
ele fissa per la quale sia 

d j* = £iJ tt* + 2 F(/« i^v + Gdv" 

fcspressione del quadrato dcirelcmento lineare: perch6 le equazioni 
1 moto 

;.„..+..+i||„.+||...+(«:-i|^).=P 

bmettano un Jntegrale della forma 

t4) v4 w' + B w' -f C = fe 
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dovra aversi identicamente 



8« \9^ 3»y 9* 



-t;'' + 



+|f«'+|4«'=°. 



ossia 

P(^G — fiF^ + j^Cfi-^ — ^f) = o. 
(15) +(£G-F^)|^ = o, 

^/'jP^^^-r^jf 4. ^ac^ / 9F_F3G_£8G>| 

+ (£G-F')||-o. 

8» ' ax' 

Ma le equazioni ora scritte dalla seconda alla quinta coincidono con 
quelle che debbono essere verificate, perch^ Tequazione delle geode- 
tiche abbia un integrale primo lineare rispetto ad u' e v' della forma 
(14)*: quindi 

Soltanto pel moto di un punto sopra una supcrficie elicoidale pud 
esistere un integrale lineare rispetto alle componenti della velocitd dclla 
forma (14), quando la forza sollecitante il punto non dipende che dalJa 
posiT^ione del punto stesso. 

LMntegrale (14) si ridurra dunque nel nostro caso al noto in- 
tegrale primo delle geodetiche per le superficie applicabili su quelle 
di rotazione. 

Non sari tuttavia inutile aggiungere qualche parola su questo 
argomento. Prendendo per linee coordinate le eliche della superficie 
e le loro trajettorie ortogonali si avrk 

ds^^du^-^-Gdv' 



^ Qpesto risultato pu6 essere notevolmente esteso, come far6 vedere in altrft 
occasione. 



dove G & funzione della sola u, ed in luogo delle equaztoni (15] 1e 
seguenti 

f /lPG + BQ=^o 

\di* 9 » \ c) T 9 " / 8 « ov 

quanto al C sappiamo dover esscre costante. Tra 1a terza e U quarta 
di queste equazioni etiminando B si trova 



(17) 



^3:4+ ■(!£■_ g|g) = „. 






,'9) 






Ma A non contiene r* e G non conticne v, epper6 questa relazione 
non pu6 aver luogo indipendentemente da una speciale espressione 
di G in funzione di 11 che per A = o. Nel qual caso la terza delle 
equazioni (16) conduce alla relaziOne 
B = ■/ G 

1 costante e la prima esige che sia Q = o. Con ci6 rintegrale 
(14) diventa 

(18) GV = h, 

del quale possiamo giovarci pcr cUminare dalle (13) il tempo e rica- 
r espressione 

'^\A(1 ''"\—^ ^.logG I 
G[dv\Gdvl 2 dn J 

La condizione Q = o importa sostanzialmente che la forza sollcci- 
tante il punto sia contenuta nel piano osculatore alla linea t' = cosr. 
che passa pel pimto stesso: ma riflettendo che lc normali alla supcr- 
ficic e le tangenti alle linee T' = cost. appartcngono al complesso t>, 
i vcdc che, comunque la forza sia dirctta in questo piano, in qua- 
inque modo il suo valore dipenda dalla posizione, dalta velocit^ e 
tempo, 1'integrale (tS) continuer^ sempre a sussistere, perch^ in 
'^Ogni caso ta risultante della forza in discorso e della reazione della 
superficic cade sempre secondo una retta del complesso ft, 

Data arbitrariamente la trajettoria che dev' cssere descritta 
dal punto sulla superficie, la (19) ci fari conoscere la componente P 
dclla forza risultante contenuta nel piano tangente ed inversamente, 
data P. la (19) integrata ci faril conosccrc ta trajettoria. La (19) 6 
pcl oioto di un punto su una superficie elicoidale ci6 che un'altra 
espressione ben nota £ pel moto tn un piano di un punto attirato 
Veno un centro fisso. 



La (17] pu6 per una certa classe di superiicie aver luogo aocH 
se A i: diverso da zero. Ma in qucsto caso deve aversi 

dcnotando con y una costante qu^ilunque. Dalla secoiitia di questc 
equaziont con una prima integrazione si trae 

dove Y, i la costante d'intcgrazione: questo primo integrale cotn 
binato nuovamente coirequazione difTcrenKialc ci d^ 

1 d'.fG 
\JG du' ^' 

ossia pcrchi l' equa^ione (17) possa avsr luoj^o anche pcr A divcrso da ^rt 
la supcrftcu dev' csstre a ctirvatiira costanU. 

Proseguendo, le equazioni ora scritte ci d^nno successivamentj 

yJ = xco3h.(i;V7+ O. ^ G = \l^ cosh.(HV M +T*). 

e le equazioni terza e quarta delle (16) 

e finalmente dalla prima delle (16) si trae 

P = BB, e = — e^G; 

in queste espressioni a, a, , ■)■> t * sono costanti arbitrarie e O 1 
funzione arbitraria delle coordinate, della velocita e del tempo. 

Tornando al caso dell'inlegrale (18), se lia luogo il teorem 
delle forze vive, P sara necessariamente funzione dclla sola i 
alla equazione (19) si pu6 sostituire un'aUra soltanto di primo ( 
dine in cui oltre alla h entra la costante k somministrata dal t«l 
rema delle forze vive. L'inviluppo delle trajcttorie corrispondenti a 
medcsimi valori di hck si compone di una o piiJ linee fi=cost. fl 
tra queste a seconda dcll'espressionc di P pu6 figurare una o pia 
volte !a u — o. Pertanto nel moto di un punto in un piano, attiraU 
verso un centro fisso F da una forza P funzione della sota distanza a 
del punto dal centro fisso, rinviluppo delle tiajettorie corrispondenti 
ai medesimi valori di i e ^ si comporra di uno o piil drcoU col 
centro in F. Tra questi pu6 figurare in certi casi una o piil volte 
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ii circolo di raggio zero ed allora tutte le trnjettorie, qualunque 
sieno h tk, hanno in F un fuoco. In particolare questo succede se P 

e della forma -^ per m > i . 

w 

4. Passiamo ora a considerare il caso di due integrali 

Ax +By' + C:( = h, 

A,x'-\-B,y' + CX = K. 

della forma (i). Perche possano coesistere, le linee d'azione della 
forza dovranno appartenere a due complessi lineari O, O^ e quindi 
saranno raggi della congruenza da essi determinata. Combinando 
fra loro i due integrali si ottiene 

{h,A-h A,) x' + (/;, B-hB,)y' + ih,C-h Q ^' = o , 

e per conseguenza 

le trajettorie apparterranno ad un complesso lineare contenente la 
congruen^^a, 

Variando le circostanze iniziali, si puo fare in guisa che esso 
sia uno qualunque del fascio O, 0^. In particolare i raggi della con- 
gruenza possono essere trajettorie. 

Le componenti della forza saranno espresse per 

X = e{5C,-5,C). Y = e{CA,-C,A), Z = e{AB^-A,B), 

dove 6 c una funzione arbitraria degli elementi del moto. 

Osserviamo ancora che 

una curva appartenente ad un complesso lineare O pud stmprt es- 
sere liheramente descritta da un punto materiale sollecitato da una jorTfi, 
\t cui linee d'a:(ione sieno rette di una congruenj^a lineare contenuta ntl 
complesso. 

Infatti oltre al complesso dato 0, considerisi un altro 0^: per 
un teorema gia dimostrato la curva puo essere liberamente descritta 
da un punto sollecitato da una forza, la cui linea d'azione varii nel 
complesso O^: ma la forza ^ contenuta nel piano osculatore alla 
curva, e questo ha il suo polo rispetto ad O nel punto stesso della 
curva: quindi le linee d*azione della forza sono rette comuni a' due 
complessi O ed O^. 

Nel fascio esistono due complessi speciali aventi per assi le 
direttrici della congruenza: rispetto a queste direttrici, e a queste 
direttrici soltanto, ha luogo il teorema delle aree inteso nel senso 
ordinario. Quando le due direttrici sono immaginarie, i due integrali 
sono immaginari coniugati e dalla loro combinazione nascono due 
integrali reali, che per6 non hanno piik il carattere degli integrali 



delle aree. 5e le due direttrici coincidono m una retta sola, uaq 
de' due integrali conserva ancora il carattere del teorema delle i 
ma il secondo rientra nel tipo generale degli integrali lineart ctu 
abbiamo considerato fin qui. 

Le rette di una ccngruenza linearc in generale non possonoH 
mal essere normali ad una superficie; quindi insieme co' due inte-l 
grali ora mentovati non pu6 mai sussistere quello delle forze vivej 
salvo quando le due direltrici della congruenza si incontrino a di*1 
stanza finita od in6nita: ma in tal caso oltre a' due integrati lini 
di cui ci occupiamo, ne esiste ancora un terzo, ci6 chc noi per ora 
vogliamo escludere. 

Pel moto di un punto su una superficie non possono mai coesi^ 
stere due integrali della forma (14), salvo pcr le superficie a < 
tura costante, quando la forza applicata £ nulla o normale alla su-| 
perficie. 

5. PercW coesistano tre integrali distinti 
l Jx'-{-By'-\-C^ = lh A,x'-\-B,y--\-C,z:^h,, 
! A,x--\-B,y'-i-C, ::! = !>, 

della forma (i), le linee d^azione della forza debbono necessariaj 
mente appartenere a trc complessi lineari O, n,, Qj. Quindi ess«) 
costituiranno uno de' due sistemi di generatrici rettilinee dell'iper- 
boloide gobbo determinato da' tre complessi: e la forza non avra 
valore diverso da zero clie ne' punti di questo iperboloide. D'altra 
parte la trajettoria non pu6 clie essere una asintotica di esso e pre-i 
cisamente una qualunque dclle linee di foiza, secondo cui dev'esser» 
di necessita dirctta la velocit^ iniziale, perclic le equazioni (30) diengrl 
per x', y', ^ valori finiti e non privi di significato meccanico. Pertantol 
questo caso h afTatto ideale: il solo caso che possa per noi 3 
importanza 4 quello, in cui esistono tre integrali delle arce ncl a 
ordinario *. 

6. Si pu6 dare un po' piCi di generalita ai risultati conseguitf 
sin qui ove, mantenute fissc le supposizioni fattc sulle A, B, C, lel 
A', Y, Z sieno funzioni tali che il secondo membro della {2) invecel 
di ridursi a zero riesca una funzione determinata del tempo. Avrftl 
ancora iuogo in tal caso l'integrale (4], ma ncl secondo membro siV 
trover4 aumentata la costante b di una funzione del tempo. Inte*l 



• Da lutto qucllo clie s' h deito sinora, i fadle raccogliere che, se h trijc^' 
toria descritta da un punto £ piana, qualunque sicao le coDdizioni ioizia]!, \a forza 
sollecitacte sard cosiantemente diretta ad m punio fisso. 



7 generalissctsione di alami teoremi,. 









grali della forma (4) possono anclie neiripotesi altualc esistere o uno, 
o due, o tre: linee d'azione della forza o della velociti possoDo 
essere rette qualunque dello spazio, ad eccezione di quelle che fanno 
parte de' complessi n, O, , n, salvo, per posizioni speciali del mobile. 

7. Pei sistemi materiali in movimento siissi^tono tcoremi, che 
hanno con quelli 6nora dimostrati, pel caso di un punto solo, la piii 
stretta analogia e che baster^ enunciare, perche la loro dimostrazione 
non offre difficolt^. 

i." II complesso 'I» determinato dalle forze agenti sopra un 
sbtema di punti materiali sia costantemente in involuzione con un 
complesso lineare fi c sia compatibile coi legami del sistema ad ogni 
istante il moto infinitcsimo definito dal complesso i\ : sara 

^2 " ) ' - 1^ -T' + m - f^ ^^' + « - 1^ ?:' + f =^ [* (?^' — 3- ^:') 

tegrale delle equazioni del moto: /, m, n, p, q, r sono le coor- 
dinate del complesso n e jt la massa di un pitnto qualunque del 
sistema stesso *. 

2." Se il complcsso 'I" e costantemenle in involuzione con due 
complcssi lineari fi, n^ e sono ad ogni istante compatibili coi le- 
gami del sistema i moti infinitesimi che essi definiscono, esisteranno 
due tntegrali dclla forma (21): il teorema delle aree sussister^ per 
due rette dcllo spazio (reali e distinte o coincidenti, ovvero imma* 
ginarie), assi de'complessi speciali appartenenti al fascio fi, n_. 

3.° Se le condizioni precedenti hanno luogo per tre complessi 
!), n^, n, non appartenenti allo stesso fascio, esisteranno tre intc- 
grali dellii forma (21), ed il teorema delle aree varra per tutte le 
gcncfatrici di un medesimo sistema deH' iperboloide luogo degli assi 
d«' complessi speciali della rete n, n^, n,. 

%." Se le medesime condizioni hanno luogo per qnattro com- 

linearmente indtpendenti, s! avranno quatlro integrali della 
la (21) ed il teorema delle aree varrk per tutte le rette di una 
ngruenza lineare, ecc. 

l." Se pcr cinque complessi Uncarmente tndipcndenli, cinquc 
saranno gli intcgrali della forma in discorso, ed il teorema dclle aree 
■tvra luogo per tutte lc rctte del complesso <f (che nel caso attualc 
iioa pud cambiare col tempo]. 

6.» Sc finalmentc le stcsse condizioni sussistono pcr sei com- 
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plessi linearroente indipendenti, il teorenia delle aree reggera pd 
tutte le rette dello spazio. 

8. A questi teoremi si pu6 evidentemente dare la medestm 
estensione, clie al n.'' 7 venne indicata pel caso del moto di un p 
materiale. 

g. Se un corpo pnA rotare liberamente attomo a due 
L ed L' che si segano, esso potri rotare liberamente anclie intorru 
a qualsivoglia retta chc esca dal loro punto d'incontro; pertanto 
se le forze applicate al sistema ammettono uiia funzione, quando ir 
nulla la somnia de' loro momcnti rispetto ad L e ad L', e pure nulla 
la somma de' loro momenti rispetto a qualsivoglia retta che passa 
pel punto che esse lianno in comune. Laonde avendo luogo ia I 
caso il teorema delle aree rispetto alle due rette L cd L', esso avt|9 
pure luogo per qualsivoglia retta passante pel loro punto d'incontro^ 

Similmente se un corpo pu6 liberamente rotare attorno a duM 
asst fissi L ed L' che non s'incontrano (ne a distanza finita, n^ 9 
distanza' inBntta), esso potra rotare liberamente altresl attomo i 
qualsivoglia retta dcllo spazio, e se le forze applicate al sistcma a 
mettono una funzione, quando la somma de" loro momenti i nullfl 
rispetto ad Z, e ad L', ^ pure ntiUa rispetto a qualsivoglia retta dcllq 
spazio. Laondc avendo luogo iii tal caso il teorema dellc a 
spetto alle due rettc L ed L', esso avrh pure luogo rispetto a qu.iU 
sivoglia retta dello spazio. 
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La teoria degli assi di equilibrio ^ dovuta a MOBIUS, il quale 
vi dedic6 un intero capitolo della sua classica opera: Lchrbuch der 
Statik (1837). Della quistione si occuparono in seguito altri geo- 
metri, i quali, anzich^ a stabilire nuove propriet^, mirarono piutto- 
sto a variare i metodi di ricerca, ed a presentare in altra forma, o 
ad illustrare, i risultati di MoBius. Indottomi a studiare di nuovo 
Timportante argomento, m'^ parso che qualche osservazione ch'ebbi 
occasione di fare su di esso, ed alcune conseguenze a cui sono arri- 
vato, le quali non credo siano gi^ conosciute, avessero bastante in- 
teresse per formare oggetto di una pubblicazione. 



I. 

II problema fondamentale sugli assi d'equilibrio si pu6 cosi 
enunciare: Dato titt sistetna di forma invariabile in eqtiilibrio, trovare 
le condi:(ioni a ctii debba soddisfare affinchi, trasportato in una nuova 
posi:(ione, e qtiivi applicate ai siwi punti le medesime for:(e in intensitd ed 
in dire:(ione che rispettivamente li sollecitavano prima, esso rimanga ancora 
in equilibrio; e determinare inoltre quella nuova posi^ione. 

£ per s^ evidente che le condizioni di equilibrio del sistema 
nella prima posizione valgono anche se esso passasse in un'altra posi- 
zione qualunque mediante un moto di semplice traslazione. Impor- 
ter^ pertanto considerare solamente il caso in cui il passaggio dal- 
Tuna airaltra posizione risulti dalla rotazione intorno ad un asse; e 
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potremo altresi supporre che questo sia condotto per un punto scelto 
ad arbitrio nello spazio, perocch^ h. noto che ad una rotazione finita 
di un sistema invariabile intorno ad un asse fisso si pu6 sostituire 
una rotazione eguale intorno ad un asse parallelo passante per un 

punto qualunque, la quale sia susseguita da una traslazione 2Ssen — 9 

diretta in un piano perpendicolare ai due assi, e comprendente V an- 

golo 90° — 9 colla distanza S di questi. 

Cj6 premesso, riferiscasi il sistema nella primitiva posizione ad 
una terna di assi ortogonali aventi origine in un punto delfasse di 
rotazione, di cui diremo l, tn, n i coseni di direzione, e siano x, y, :( 
le coordinate di uno qualunque de' suoi punti, p ed r le distanze che 
questo ha rispettivamente dairasse di rotazione e dairorigrine. £f- 
fettuata la rotazione 9 del sistema, il punto imaginato sark venuto in 
una nuova posizione, le cui coordinate x^. y,, ;(, soddisfaranno alle 
seguenti equazioni: 

U^x — ^) + ^ (}', — y) + ^ (^ : — ^) = o 

(1) x{x^-x)+ y{y^-y) + ^{:^^ — :r) = _ 2 p* sen* i 9 

ix.-x)'+ (y.-yy+ fc-0^ = 4f^sen^i9, 

delle quali, la prima esprime che durante il movimento del sistema» 
il punto X, y, :( non esce dal piano perpendicolare alfasse di rota- 
zione, la seconda che il punto stesso conserva la medesima distanza 
dairorigine, e quindi dalFasse, rultima che il raggio p ha ruotato 
deirangolo 9. 

Poste le denominazioni: 

a = m7i — ny 

(2) b =nx — 1 1 

c = ly — m X 
e quindi: 

a' + b' -j- c' = f\ 

sostituisco alle (i) il sistema dl equazioni lineari rispetto alle x, y^ ;^,: 
a (x, — x)-{-b (y,—y) + c (^. — :;:) = S 
^ (*, — x) + m (y. — jy) + « (t, — :^) =;= o 
x{x, — x)-\-y (>'. — y) + l{:i, — l) = — 2f' sen' i 0, 



Sugli asst di equilibrio, 185 



in cui 5 h quantitci da determinarsi. Risolvendo avremo: 

p* (x, — x)=$a — 2 p* (i n — c m) sen* - 

• p'(^^_y) =S* — 2j;' (c/ — an)sen'i6. 

P* k, — = S c — 2 p* (a m — i /) sen* -0 , 

Quadrando queste e sommando, tenendo conto della terza delle (i), 
otteniamo : 

S= ±p*senO, 

e per6 sostituendo nelle precedenti: 

jc, — X = ± a sen 6 — 2 (t w — c m) sen* 
^j — )> = ± i sen — 2[c\ — arC) sen* 
:(, — 7^= ± c sen — 2 [am — h\) sen* fl . 

Ma per le (2) abbiamo: 

hn — cm = X — \p 
c\ — an =y — mp 
am — b \ = ;j — np, 

in cui per brevit^ si 6 posto: 

(3) /> = /x + my + w;^. 

e quindi le precedenti diverranno: 

X, — X = ± a sen -f ^ ( / p — x) sen^ - 

y^ — y = ± b sen ^ -{• 2 {mp — y) sen* — 

;(, — ^ = ± c sen 4" 2 («/> — :() sen* - ; 

il doppio segno nei secondi membri corrisponde al senso da assu- 
mersi come positivo, allorch^ le rotazioni awengono intomo agli assi 
coordinati. Ricordando i valori di ^, ^, ^, h facile riconoscere che, 
se riterremo il segno superiore, le rotazioni osservate dagli assi delle 
coordinate positive x y :( , saranno pure positive quando si effettuano 
nei versi rispettivi yK.9 ^x^ xy; e perd alla terna degli assi stessi 
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viene attribuito il senso x y z, per positivo. Ammesso ci6 avremo 
definitivamente : 

Xj =» X cos 4" ^ sen 9 + 2 / /> sen* — 
(4) yi~y c^s -f- ^ sen 6 4" 2 w^ /> sen* — 

:^^ = ;^ cos + c sen ^ -\- 2 n p sen^ — . 



II. 

Siano: P, a, ^, y, Tintensit^ della forza applicata al punto di 
coordinate x, y, ;^, del sistema, ed i suoi coseni di direzione; per 
requilibrio saranno soddisfatte le note equazioni 

(yPa = o 2^? = o 2;^Y = o 

(S) 

(^^(^'r — ^P)=o 21^(^^ — ^r)==o ^v{x^ — y7)=o, 

Le equazioni della prima terna essendo evidentemente verificate 
anche dopo awenuta la rotazione del sistema, questo sara in equi- 
librio nella seconda posizione, se avremo: 

nelle quali i valori delle x^ y^ 7^^ ci sono forniti dalle (4), e queste 
ci danno tosto: 

^'ir — ^iP^C}'^— ^P)cos9 + (tY — c^)senO + 2/)(mY — «li)sen*i0, 

per la quale e per le altre due analoghe, nonch^ per la seconda 
terna delle (5), le precedenti divengono: 

sen 21 ^(* r — ^ P) + 2 sen" i >! P/> (w r — « f) = o 

(7) sen V p (^ a — fl y) + 2 sen' ^-^^V p {nx — l^) =0 

sen02lP(flp — *«) + 2sen* '0 VP/» (/?—»»«) =o. 
Pongansi le denominazioni : 

(8) B^y^Vy^ £=^P:^a = 2^*Y M=C-\-A 
C=^PU F = 2P^? = 2;^y« iV = ^ + 5; 
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e ricordando i valori di a, h, c, p dati dalle (2), (3) formeremo fa- 
cilmeate le seguenti espressioni: 

^P{by — c^) = — lL + fnF + nE 

^Pp{my — n?.) = m{lE+mD — nN) — n(lF — mM + nD) 

ed altre quattro analoghe. Se poniamo ora per brevitk : 

<I> = — Ll + Fm -{-En 
(9) Y= Fl — Mm + Dn 

e= El + Dm —Nn, 
le (6) si trasformeranno nelle seguenti: 

$ sen + 2 (m B — n Y) sen^ - () = o 
Y sen + 2 (« <I> — / 0) sen' i = o 

I 

e sen + 2 ( / Y — m 0) sen' i = o. 

Dividasi ciascuna di queste per sen* — 0, con che escluderemo tutte 

le rotazioni eguali ad un multiplo di 2r, le quali non farebbero che 
ricondurre il sistema alla primitiva posizione; otterremo cosi: 



$cotg- f) — Wn 



+ em 



= 



(10) 



$« 



+ Y cotg - e — e / 



= 



— ^m 



+ Y/ 



+ ecotg-0 = o. 



A queste equazioni possiamo soddisfare, o ponendo separatamente 
eguali a zero le quantita $, Y, e, o ritenendo nullo il risultato della 
loro eliminazione. Cominciamo dal considerare questo secondo caso; 
avremo dunque: 



cotg — n 



m 



n cotg - — / 



— m l cotg - 



= 
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da cui: 



cotg^ - + cotg -0 = 



ed escludendo le soluzioni imaginarie: 
(ii) cotg-fl = o, 

cio^, indicandosi con n un numero intero qualunque: 

6 = (2 W -|- l) TT , 

e per6 la rotazione 6 trasporter^ il sistema in una posizione che si 
potrk dire supplementare rispetto alla sua posizione originaria. Soddi- 
sfatta la (ii), le (lo) riduconsi alle due seguenti: 

/ m « ' 

ossia, ricordando i valori di 0, Y, 0, e ponendo eguale ad 5 cia- 
scuno dei precedenti rapporti avremo: 

— 1/+ Fm+ En = Sl 

(12) Fl — Mm + Dn = Sm 

El-^Dm^Nn^Sn. 

Queste equazioni sono identiche nella forma a quelle che servono 
alla determinazione degli assi principali dMnerzia di un corpo, o dei 
diametri principali di una superficie di second' ordine. L'eliminazione 
delle /, m, n daiie medesime conduce ad un^equazione cubica in 5, 
che sappiamo ammettere sempre radici reali, corrispondentemente alle 
quali si avranno tre direzioni ortogonali che saranno assi di equili- 
brio del sistema per rotazioni 9 eguali ad un multiplo dispari di %, 
e per queste il sistema stesso va ad occupare posizioni supplemen- 
tari della primitiva. Potremo pertanto enunciare ii seguente teorema: 
Dato un sistema di forma invariabile in equilibrio, esistono sempre tre 
dire:(ioni ortogonali fra loro, intorno a ciascuna delle quali rtwtando il 
sistema di un angolo = (2w+ 1)77, esso viene in una nuova posi- 
:(ione d' equilibrio, quando non variino ni in grande^^^a^ ni in dire^^one 
le forxS' ^pplicate ai suoi pnnii, — Le direzioni ora determinate, che 
si possono supporre condotte per un punto arbitrario dello spazio, 
si denomineranno assi principali di equilibrio del sistema. * 

Si riferisca il sistema ai suoi tre assi principali di equilibrio 
passanti per Torigine degli assi coordinati, ed indichiamo colle stesse 
lettere, ma accentate, le quantitk ad essi relative definite dalle (8); 



inoltre, diciamo 5, 5, 5, i valori reati di 5, e con facili trasforma- 
zioni noi troveremo: 

'^^ { A, = S,-\-H, B,=S, + H, C. = 5, + H 
dove: 

H ^A +B +C. 

La quantita H non dipende che dalla posizione de1l'origtne 
degli assi coordinati; inratti chiamando r la distanza chc questa ha 
dal punto d'app!icazione di P, e o rangolo compreso dallc dire- 
rioni di r e di P, abbiamo facilmente: 

//= VPrcos^. 

La prima tcrna delie precedenti equazioni esprime le propriet^ 
chc in <]uahtnque sisletna in equilibrio Ji possono sempre scegliire pcr 
assi eoordinati tre dirt:;}om talt che U sci sommalorle : 

y,Pyy, ^Pi% i;p^«. ^p^T- IP'^^ i;py« 

riescano separatamenle ntille. 

Le altre equazioni ci forniscono una interpretazione meccanica 
dci valori di 5. Si decompongano te forze del sistema parallelamente 
alla direzione /, m, n (uno qualunque dei tre assi principali d'equi- 
librio), e del sistema risultante si prenda il momento rispetto al 
piano passante per 1'origine e perpendicolare alla direzione anzidettd. 
Detto ^ ta!e momento, esso sara dato dalfequazione 

[/. = / V P A- COS tU -f TO V p _^, COS (.. 4- H V p - COS W 

:ndo: 

cos (.< = ; X -f »1 fi + « y , 
cd anche : 
,i. = ]{Al^Fm-\-nn)^-m{F]-\-Bm-\-Dn)-\-n[El-\-Dm-\-Cn), 
k ricordando le (8) ed il valore di H: 
P V = S+H; 

e peri i valori di S differiscono per ima coslante dai valori dei 
momenti rispetto ai piani determinati dagli assi principali d'equilibrio 
dei tre sistemi di forze parallele dedotti dal dato decomponendone ie 
forze paralielamente agli stessi assi. Ciascuno di questi tre sistemi 6 
in equilibrio; infatti le condizioni che debbono verificarsJ, affincht sia 
I equilibrio il sistema di forze parallele alla direzjone /, m, n, sono: 



Detl 



%Pcy 



__ ^P.YCOSw _ >;Pycoso) __ SP; 



/ 



La prima di queste h evidcnteaieDte soddJsfatta a motivo dette (jfl 
e le altre due, pel valore di cos w e per le (8), ponno essete scritt 
oel seguente modo: 

Jl + Fm + F.'< ^ FI + BmA-Dn _ E! + Dm^C>J 
l m V 

Questi tre rapporti, in causa delle (12), sono appunto cguali tra loi 
ed eguali ad S-\-H; onde il detto slstema e in equilibrio. RisulM 
da ci6 che la determinazione degli assi principali d^equiiibrio corri- 
sponde atJa ricerca delle direzioni secondo le quali debbono decom- 
porsi le forze del sistema in equilibrio, alTiiiche si ottengano sistemi 
di forze parallcle pure iii equilibrio; come anche alla ricerca dei 
piani passanti per un punto fisso (nel nostro caso I'origine dcgli 
assi coordinati) e rispetto a cui riesca massimo o niinimo il momento 
del sistema di forze parallele dedotlo dal dato nel niodo accennato. 
Quando si considcrino momcnti del sistema non rispetto a 
piani perpendicolari agli assi principali di equilibrio, ma rispetto a 
piani qualunque passanti per rorigine, respressione trovata di |i, 
omogenea di secondo grado rispetto alle l, m, w, ci fornisce il 
modo di ridurre lo studio dei momenti stessi, e quindi anche d^li 
assi di equitibrio, a quello di una superttcie di secondo ordine avente 
il centro neirorigine ed i cui diametri principalt coincidono cogli 
assi principali d'cqtiilibrio. Cosi U teoria di cui ci occupiamo presenta 
altre analogie, oltre lc gia notate, con queila dei momenti d'inerzia. 



III. 



Passlamo ora alla considerazione del caso in cui alle equaziol 
(10) si soddisfaccia ponendo: 

= T = e = o 
cioi: 

— Ll-i- Fm-\-En = o 

(14) Fl — Mm-^-Dn^o 

Bl -\- Dm — Nn=o. 
Perche queste equazioni siano verificate c necessario che, posto: 

' —L F E 
{15) A=, F — M D 

I E D—N, 



prcq 



(16) A = O, 

allora csistera una direzioiie, ed in generale una sola, i cui coseni 
1, m, ti verranno determinati da due qualunque delie (14) combi- 
nale colla: 

(■7) f + m- + „-=.l, 

I iatoroo alla quale ruotando il sistema di un angolo qualunque, 
*l*cquiIibrio non viene disturbato, semprc che siano adempile le solite 
condizioni circa le intensita e le direziooi delle forze. t, questa dire- 
zione che viene propriamente denominata assi di equilihrio tlel iistcma 
da tutti gli autori cominciando da MOBIUS. 

kL'esistenza deirasse d'equilibrio e subordinata alla condizione 
= 0; cd e chiaro che l'asse stesso coincidera allora con uno degli 
i principali, corrispondentementc al quale riesciri nuHo il valore di 
imperocch^ il determinante A altro non fe che il tcrmine indipen- 
nte daU'incognita nell'equazione cubica che serve a determinare 
S stessa. Gli altri due assi ptincipali avranno una direzionc com- 
pletamente dcterminata dall' equazione quadratica a cui si riduce 
quclla di tcrzo grado spogliata della radict S = o, 

Se I determinanti minoH di A corrispondenti agti elcmenti in- 
tomo alla diagonale principale sono separatamente nuUi, ricscono pur 
nulli i minori corrispondenti agli elementi principali e viccversa, ed 
i valori di / m n, si prcsentano in foniia indeterminata. Si lianno in 
tal caso infiniti assi di cquilibrio, e deUe radici dcU'equ3zione ia 5 

kduc sono nulle, e la terza eguaglia il trinomio: 
1 -(L + Af + JVj. 

Dipcndcntemcnte dal valorc di quest'ultima radice si ha un'asse 
principale d'equilibrio i cui coseni di dirczionc sono proporzionaU 
a]le quantit^: 



I 

ai 



siccome a motivo dcUc (14) si ha: 



D 



•+-r=o. 



cosi tutte le rette pcrpcndicolari a quello sono assi d' equitibrio cd 
aodie assi principali. 

Se tutti gU elemcnti del detcrnunante A Tosscro nulj], .lUora 
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ogni retta dcUo spazio sarebbe ad un tempo asse d'cquilibrio, ed 
asse principale; le tre radici deirequazione cubica sarebbero nulle, 
ed il sistema risulterebbe astatico. Riassnmendo, quando ^ adempita 
la condizione: 

A = o, 

vi ha in gmtralt un asse unico di equiUhrio, coincidtnte con ano de^u 
assi principali ; ma vt ne ponno tssert injtniti, i quali sono luttt parallei 
ad uno dei piant degli assi principaU quando il sistema non i astaticCM 
sono rettt quahmqiie dello spaxjo in qutst' ttltimo caso. 



IV. 



Suppongansi gli assi coordinati coincidenti cogli assi principatii 
di equilibrio, e quindi: 
(i8) D = E = F = o. 

L' equazione cubica in 5 assuraerk !a forma : 

(19) (S+mS + M) (S+N)=o. 
ta condizione (16) verra sostituita dalla: 

(20) LMN=o 

ed i coseni di direzione deU'asse d'equilibrio dovranno soddisfarq 
alle equazioni: 

(21) 1. 1 = M ni = N » = o. 

A scconda che delle tre quantita L, M, N una sola, o due o tutt^ 
si annullino, il sistema di forma invariabile ammetterk un asse solofl 
d'equiIibrio, oppure ne ammettera infiniti paralleli ad un piano iisso,Tl 
o riescira astatico. 

Considcrianio alcuni casi particolari, ed abbiasl innanzi tutto J 
un sistema di forze paratlele; ritenute allora le k, p, y costanti iii, 
valore assoluto per ciascuna forza componente, le (t8), ricordanddj 
le (S), diverranno: 

(22) xy,Py = x2tPx.=P^Px.= ^^Px=yytPx = y^Py= 

alle quali possiamo soddtsfare in due modt, o ponendo eguale a iero'1 
una sola delle quantiti ct, ^, y con che risultano le equaztoni: 

^Px^^^Pj/^y^Pl^O, 
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ed il sistema sara quindi astatico; oppure ritenendo nulle due delle 
dette quantita, ad esempio a e p, nel qual caso le (22) equivar- 
ranno alle seguenti: 

Ricorrendo alle (8) troveremo in corrispondenza a queste condizioni 

L = Af, iV = o 
e per le (21) 

/ = o, m = 0, n= I, 

mentre la (20) h soddisfatta, e la (19) diviene: 

e per tanto: un sistema di forxc parallele in equilibrio, e non astatico, 
ammette un asse principale parallelo alla dire:(t07ie delle joriCy il qualc 
} anche asse unico di equilibrio, ed ogni retta ad esso perpendicolare l pure 
asse principale. 

In secondo luogo si consideri un sistema di forze agenti nel 
piano dato per Tequazione: 

pl + qf^ + r'(, = o 
dove: 

p' + q' + r' = i. 

Per la forza generica P del sistema dovranno essere adempite le 
seguenti condizioni: 

px + qy + ri = o 

P^ + q?^ + ry=o; 



(23) j 



se moltiplichiamo la prima di queste successivamente perPa, Pj3, Py 
e sommiamo ciascuna volta le equazioni che si ottengono attribuendo 
a P tutti i valori delle componenti date, tenuto conto delle (18) 
avremo: 

(24) p^Pxx = qy^Py^ = r^P:iy = o. 

A queste equazioni sareramo pure arrivati partendo dalla se- 
conda delle (23) moltiplicata successivamente per Px, Py, Px^, 

Escludendo il caso dell' astaticttci, in cui i tre coefficienti di 
/), ^, r nelle (24) sarebbero separatamente nulli, consideriamo i casi 
in cui alle equazioni stesse si soddisfaccia supponendo eguali a zero 
uno solo o due dei detti coefficienti. Siano adunque dapprima: 



risukera allora : 

p=s:0 q = r=i, 

cioc le forze agiranno nel piano delle xy, e quindi gli assi prindpali 
saranno la perpendicolare al piano e due rctte determinate in esso 
dajle condizioni (i8), che riduconsl alle due: 

Le equazioni (21} divengono: 

le quali esprimono clie vi sark un asse utiico di equilibrio perpen- 
dicolare al piano, quando si abbia: 

In secondo luogo si ritengaDo soddisfatte le (24) dalle ipotesi 
2Px:c=2P>p=o, ^P^rSo. 
e di conscguenza: 



Rimanendo le p, q indeterminate, Ic forze saranno direttc in un piano 
qualunque passante per Tasse delle ^; l'equazione (19) si trasforma 

nella; 

c quindi, qualunque retta perpendicolare alFasse principale eststente 
nel piano delle forze, 6 pure asse principale. Le equazioni (2l) di 
vengono : 

/Vpj.Y = «,Vpj;y = no = o 
da cui : 

/ =0 m = o 11= I, 

e pertanto Tasse principale nel piano delle forze e anche asse 
equilibrio. 

La possibilitk deU' esistenza di un asse d'equilibrio nel piano 
delle forze, che non mi consta sia stata notata prima, importa una 
modilicazione nell' enunciato delle condizioni a cui deve soddisfars 
una retta, affiache sia asse di equilibrio di un sistema qualunque, 
condizioni, che sono espresse dalle equazioni (18), (20), (21). Sup- 
posto che sia asse di equilibrio quello delle coordinate x^, dovra 
sere: 

;V= Vp.r5:4- Vp_y^=0, 

c per6 il sistema dedotto dal ddto projettandone le forze sul piaoo 
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perpendicolare atla retta data, deve ammettere per asse di equilibrio 
qmsta stessa retta. Conmnemente si suol dire chc il sistema projettato 
deve avere asse d'equiIibrio, senza raggiunta precedcnte, il che non 
coBipleta le condizioni richieste, perch^, in relazlone alla discussione 
fatta, potrebbe intendersi anche Tasse d'equiIibrio net piano delle 
forze. 

Per un'osservazione gia fatta, le proprieta ora esposte sui si- 
stemi piani dipendono dal ritenerc soddisfatta dagli elementi della 
componente generica P Tuna o l'altra delle equazioni (23); c di 
conseguenza esse si estendono ai sistemi di forze applicate ai punti 
di un piano e dirette comunque nello spazio, ed ai sistemi di forze 

Iapplicate a punti qualunque, ma dirette parallelamente ad un piano 
fisso. 
La soluzione particolare del problcma sugli assi di cquilibrio 
contenuta nci paragrafi I c II, cio6 la determinazione degli assi 
principali, non m' ^ risultato chc sia gia stata esposta dagli autori 
che trattarono in modo diretto e spectate il problema stesso. Essa 
i per cosi dire sfugglta loto in conseguenza, ritengo, dci metodi mcc- 
canici od analitici a cui gencralmente si attennero. Alcuni, come il 
Darboux ■, ricorsero alle relazioni di cinematica concernenti lo spo- 
stainento clementare di un sistema rigido, le quaU si possono de- 
durre dalle {4) supponendo in esse rangolo evanesccntc, e le ap- 
plicarono alla rotazione infmitesima del sistema di forma invariabile 
in equilibrio, E per se ovvio come con questo mctodo non potesse 
includersi il caso della rotazione finita, per la quate il sistema viene 
trasportato nella posizione supplementare della primitiva, II Dar- 
BOUX stesso per6 incontra le tre direzioni degli assi principali d'e- 
quilibrio, ma come conseguenza di ricerche piu generali sulfequili- 
brio dei sistemi. Altri, come MbBlus**, ScHELL***, Brioschi •*"•, 
Chelisi ***•*, usarono della trasformazione delle coordinate orto- 
gonali, e, ritenendo indtviduata la seconda posizione del sistema di 
: mediantc i valori dei novc coscni di direzionc di una terna di 



* Mhttoir* tuT VtquiUhrt asiatique, ilc^ poS-9- Bordcaux, 1H77. 

* LiMach ^tr slalili, pag, 3J7> Lcipilg, i8}7. 

* Tbtarit ier Bfvtpmg uttd der Eriifu, pig. j83. Lciptlg, 1870. 

' £4 slaliij dii sislmi di Jorma iiivariaHlt, pag. 71. MJano, i8s8. 

* Dd meti snnutrici ntllo iposlamtnlo ii tma figura iavariabilt, ptg.6)t Bo- 



assi fissi al sistema e mobili con «sso, rispetto ad una terna f 
nello spaiio, cercarono quali ciovessero esserc i valuri dt tali t 
per cui le condizioni di equtlibrio fossero verificate anclie oella ! 
conda posiHone. Ma in cid fare si veniva ad introdurre nelle equi 
zioni un fattore dipcndente da Q, e che escludeva in seguito 1' ipote 
= (2 « -j- i) T, per la quale il fattore stesso diventava nullo 1 
infinito. 

Siano o, A, f,, a^ }\ c,, n^ b c^ i coseni di dire^tione dell^ 
due terne imaginate di assi ortogonali, adottando le denominazionr 
(8) ; le equaEtoni che debbono essere soddisfatte per 1' equiUbrio dd 
ststema nella seconda postEione, cio^ le (6) trasformate, sono: 

h^E-\-h^D-\-h,C—c,F - c,B — c^D=o 

(25) r,^ + r^f ^(^E — a,E — a,D-~a,C = o 

a^F + a^B -\-a^D—b^A — h^F—h^E = o. 

II MuBiUS, e con esso lo SCHELL. eliminano da queste equ3<l 
zioni i coseni a^, h^, c^\ ed a tal uopo moltiplicano le medestme in 
ordine, prima per i+a,, fr,, c,, poi per fl,,l+J,, £,; iniine ] 
B , h . I -}- e , e sommano ciascuna volta i risultati. Ottengono c 
le equaz4oni: 



- tft, — + f (c, - 
F[h^~c^)-M{cr 
E{h-c,)+D{c,- 



-a;)-\^D{a,-h,) = o 

■a)~-N{a, — h,)=o. 



oclle quali suppongono che le differenzc h^ — c,, c, — a , a^ — AJ 
ammettano un fattore comune pel quale dividono le equazioni s 
Ora tal fattore, in conseguenza di formule che daremo tra poco^ 
e per la dimostrazione stessa di MiiBlus *, eguaglia 2 sen 0, e qujntfl 
annuliasi per valori di multipli dispari di -. Pertanto le equaziQnll 
precedenti non possono piu valere per la determinazione degli ass|l 
principali d'equilibrio. 

Usando delle note relazioni date la prtma volta da O. Ro-i 
DRIGUEZ, per le quali i nove coseni a, h_ f, ■ ■ ■ si esprimono razio-fl 
nalmente mediante tre indeterminate "a, j/, v, BriOSCHI e CllELiNtl 
sostituiscono alle superiori altre tre equazioni in cui entrano questcl 
stesse indeterminate invece dei coseni. Per ottenere ci6 moltiplicanal 



' Lehrhuch Aer Statik, pag. 145 
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ciascuna delle (25) pel fattore: 

A = I + V^ + !^' + V , 

il quale risulta eguale ad : *, e diventa quindi infinito per 

cos' - 
2 

= (2 w + i) 77. Onde anche con questo metodo non potevasi avere 

la determinazione degli assi principali d' equilibrio. E qui non trovo 

inopportuno notare come le accennate relazioni del RODRIGUEZ, 

valevoli ad individuare la rispettiva posizione di due terne di assi 

ortogonaii, diventano illusorie quando una di queste ottengasi me- 

diante una semirotazione delFaltra intorno ad una retta qualunque. 

Questo inconveniente non presentano le analoghe formule di trasfor- 

mazione dovute a MONGE, le quali sono pure razionali, ma intere, 

o quelle trascendenti notissime di EULERO. 

Le equazioni (25) possono servire alla ricerca degli assi prin- 

cipali d'equilibrio, quando si sostituiscano in esse i valori dei nove 

coseni espressi per mezzo deirangolo e dei coseni di direzione 

deirasse, /, m, n. A tal uopo converrk ricorrere alle seguenti rela- 

zioni, stabilite la prima volta da EULERO, e di cui una dimostra- 

zione elementare venne da me data in altra occasione**: 

a,=^2? sen* + cos 9 , h = 2 / m sen* - 9 — n sen 9 , 
I 2 ' ' 2 

a^ = 2 l in sen* — + ;/ sen 9 , b^ = 2 111' sen^ — 9 + cos 9 , 
^ 2 ^ 2 

a, = 2 l n sen* — 9 — m sen 9 , b, = 2m nsen* — 9 + / sen 9 , 
J 2 5 2 ' 

c^ = 2 l n sen* — 9 + m sen , 

I 2 

c = 2 wwsen^— 9 — / sen9, 
* 2 

c^ = 2n^ sen*-9+ cos9. 
' 2 

Fatte le sostituzioni, tenuto conto delle (8), ed usando delle deno- 



• Brioschi, La Staiica dei sistetni di forma invariahih. Nota aggiunta. 

• Rendiconti del R. Istituto Lombardo. Scric II, vol. II, 1869. 
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minazioni (9); le (25) diverranno: 

*sen9 + 2(»»e — n MOsen* -9 = o 

V sen e + 2 (n * — / 0) sen* -9 = o 

'2 

e sen e + 2 (/ Y— m *) sen' - = o", 

le quali divise per sen^ — 9 ci fomiscono le equazioni (lo), da cut 

dipendono le soluzioni generale e particolare del problema sugli 
assi di equilibrio, e che noi abbiamo gik trovate usando delle for- 
mule relative alla rotazione finita di un sistema solido. 



Milano, il giorno 30 mano 1880. 



SUR l'6quation de riccati 



PAR 



M/ G. DABBOVX 

Maitre de Confirences d VEcole Normah' supirieure de Paris, 



Consid^rons T^quation dif76rentielle 

(0 -^ = P + 29y + ry" 

oii p, q, r d^signent des fonctions quelconques de x; je dis que si 
elle admet comme solutions particuli^res toutes les racines d'une 
equation alg^brique 

(2) f{y) = O 

dont les coefficients sont des fonctions de x, elle admettra aussi 
comme solutions particuli^res les racines de tous les covariants du 
polynome f{y). 

En effet on sait, que Tint^grale g^nerale de IMquation (i) est, 
par rapport k la constante arbitraire C, de la forme 

Cti + V 



(3) y = 



Cu' + v' 



et par cons^quent le rapport anharmonique de quatre solutions par- 
ticuliires quelconques sera constant. Cette propri^t^ explique pour- 
quoi Ton peut obtenir Tint^grale g^n^rale, y, de T^quation quand 
on connait trois solutions particuli^res ^r, , y^, y^. II suffit d'^galer k 
une constante le rapport anharmonique 



y^ . y» - y 



2 



que forme y avec y^, y^, y^. 
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Ce point dtant admis, on voit que si Tequation (2) est de degr^ 
sup^rieur a trois, le rapport anharmonique de quatre quelconques 
de ses racines devra etre constartt. Or toute racine d'un covariant 
donne lieu, avec trois racines quelconques de la forme fondamentale, 
a un rapport anharmonique, qui est constant.ou qui d^pend seule- 
ment des rapports anharmoniques des racines de cette forme; ce 
rapport anharmonique sera donc constant dans tous les cas et par 
cons^quent la racine consid^ree du covariant sera une solution par- 
ticuli^re de Tequation differentielle propos^e. 

Consid^rons, par exemple, Tdquation diffidrentielle 

(4) 3(4 — a^Jj^==/ — ya — 3 

qui a 6te ^tudiee par M. Cayley [Mcsscngcr of mathmatics, 1874, 
p. 69) et qui se pr^sente dans la th^orie de la transformation du 
troisi^me ordre des fonctions elliptiques. Cette th^orie nous apprend 
que r^quation diff^rentielle sera verifiee par les racines de requation 

/(>') = / — ^/ — 4>' ^ — 3 = o. 

II faut donc que le rapport anharmonique des racines de cette forme 
soit constant. En effet, si Ton calcule les invariants i et ; on trouve 

/ i = o 

(5) . . 

( ; = 4 — ^- . 

Formons le Hessien de la forme /; nous trouverons 

(6) i/ = / + 2 a y' + 6/ + 2 j x + a^ — 3 = O 

et on reconnaitra ais^ment que 1 equation (4) admet encore comme 
solutions particuh^res le racines de ce Hessien. 

Enfin si Ton forme le covariant T, on trouvera 

(7) T- oiy^ * I2j^ + 15 y.y^ + 10 a*^' + 15 a^ + (36 -6a^j)' + 9* - 2 St^ 

et les racines de T donneront de nouvelles solutions. On sait que 
Ton a entre /, T, H la relation 

(8) r = 4/y'-(4-«V- 

II est ais^ de ddduire des remarques pr^cedentes la solution generale 
de r^quation (4). Considdrons en effet le covariant ahsolu 

Les racines de ce covariant seront des solutions de Tcquation pro- 
pos^e, et comme elles ddpendent de la constante C Tint^grale gd- 



Sur tequation de Riccati, 20 1 

*■ - - — - 

n^rale de r^quation propos^e sera 

(9) yr — C = o. 

On pcut encore en vertu de Tidentite (8) lui donner Tune des deux 
formes 

(10) \ 

W ^ C 

On v^rifiera tous ces r&ultats en se servant de la methode 
que j'ai indiqu^e dans mon M^moire: Stir les iquations diffdrentielles ; 
{Bulletin des Sciences Mathimaiiques, t. 2, 2<^ s^rie). 

Si les racines d'un equation 

(11) /0', a)=o 

doivent etre des solution de T^quation (4) on devra avoir pour cha- 
cune de ces racines 

(12) A/=3(4-«';^+|^(/-ja-3)=o. 

Le premier membre est un polynome en y qui doit s'annuler pour 
toutes les racines de Tequation (11); il doit donc etre divisible par 
/(>'» ^) ^^ ^^^^ ^^^^ avoir identiquement 

Af= {My + N)f. 

En supposant que le degrd de f(yj a) soit w, on trouve que M doit 
etre dgal a n et Tidentit^ a v^rifier devient 

(13) AJ = m(y-0)f 

^tant une certaine fonction de x. 

Le symbole A jouit des mcmes.propri^t^s que la d^riv^e, c'est- 
a-dire on a 

A9(w, f, zt/) = 9'« A« -|- (p'„Ai; + ?'«.Aw/. 

Cela pos^, on trouvera sans peine 

^/ ^Aiy — ^)/ 

AH=(4y — 6x)H 
sT=(6y — c)7)T 

A(4 — a^) = — 6x.(4 — a^) 
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et par consequent 






L'intdgrale peut donc prendre l'une des foroies 



(4- 



Ll/1 



ce qui est conforme aux r^uUats ^tablis. 

Je vais maintenant terminer en v^rjfiant par un calcul direci 
le th^oreme etabli au commencement de cet article. 

Reprenons r^quation propos^e 

si toutes les racines de r^quation 

/O') = o 
satisfont a cette equation, on devra avoir pour toutes ces racJnesJ 

Par consequent le premier membre de cette ^quation devra etH 
divisible identiquement par f{y) et Ic quotient scra du premier degl 
en y. On trouve facilement que le coefiicient de -j est nr, et parcoi 
sequent on pcut donner a ce quotient la forrae 

;i etant une fonction inconnue de x. Ainsi Ton doit avoir 

^ + ^ (f + 2 «y + r /) - [« [ry + {) + i\S(i)>. I 
ce que Ton peut ^crire 

?/j.?/ 



■ + !{(;' + ■; V) + (' l^ - «/)l? + ''■) = ?/(>•)■ 

Rendons cette ^quation homog^ne en remplaijant j par 



en chassant le dt^nominateur yj-f(y) deviendra /(r,- v,) et si Vo 
pose 

"^ (y, ' y,) = Pyl + 2 qyj, +ry\ 



Sur tequation de Riccati. 203 



IMquation prfe^dente pourra s'6crire 
ou plus simplement 

Dans la d^riv^ ^ , ^, et )^^ sont trait& comme des constantes. 
Adoptons les notations d'ARONHOLD et de Clebsch. Posons 

/()'i' ^'a) = (^J, + ^a3'a)'* = ^^ 

H>'.» ya) = (A)'.+/'a:ya)' = /^J- 

Quand on prend la d^riv^e ^ tous les coefficients de / sont rem- 

plac^ par leur d^iiv^es; il faut donc adopter un autre symbole et 
poser 

Nous voyons d'ailleurs que lorsqu'on remplacera tous les coefficients 
de / par leurs d^riv^es, il foudra substituer % 'k a, 
Avec ces notations T^uation (14) devient 

(15) «;+««r'^(^;>) = (^^;- 

Si Ton a une autre solution particuli^re ^JI' elle satisfera \ une ^qua- 
tion analogue 

(16) v:^v;h':-'p,{hp)=^!Jh', 

ou p, (it.' ont des significations semblables \ celles de a, (jl. Cela 
pos^, tous les covariants des formes aj^^,' se formant au moyen des 
superpositions (Ueberschriebungen) des deux formes, il suffira, pour 
v^rifier notre th^or^me, de montrer que la superposition 

est encore une solution particuli^re c'est-cl-dire que 

est divisible par H. 

Or H d^pend des coefficients des deux formes tz; , Jj' et pour 
prendre sa d^iv^e par rapport k x, il suffira de consid^rer successi- 
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vement les coefficients de ^; et de i^Jj' comme variablesj c'est-«i-dire 
de remplacer successivement a par a et i par p, ce qui donne 

On forme de meme (//, p) et Ton trouve 



2 



^{n'-e)a:-ob;'-o-^p,{ab)9(bp). 



II n'y a plus a faire que des calculs purement algdbriques et k mon- 
trer qu'en tenant compte des ^quations identiques (15), (16) aux- 

quelles satisfont les symboles a, b, p, ol^ p, Texpression -^— + — (/f, p) 

qX 2 

ne diffi^re de H que par un facteur, fonction de x. 

Pour cela, dans Tequation (15) remplagons y^^ y^ par y^ -j" ^^u 
^2 + ^^2 et prenons le coefficient de l^ dans Jes deux membres. 
Nous aurons ainsi P^uation 

o^n-Oyj ^ („ _ f))a;"'-^a,^p,(ap) + Oar^a,^''p^(ap) 



= lj.a-^a^ 



Remplagons-y :(,,:(, respectivement par fc^, — h^ et multiplions par 
iy'"^, nous aurons 

o.;-^[ab)H;'-^^ + (n — (})a;''-'nr;-'Jp^(ab)^ 

+ Oa;-^b;'-^(ab)^-' (ap)(bp) = [j.a;-H;'-^{ahf. 

On aurait de meme, en &hangeant les symboles a et b 

[i;'-'^<-o(a»Q + (;/' — 0)a;-n;'-^-'p,(ab)^ 
— Oa;-H;'-^{ab)^-'[ap)(bp) = ijJa;-H;'-^(ab)\ 

En ajoutant ces deux equations on trouve 

'^^ + \{H,p) = {:. + ..')H 

ce qui d^montre le th^oreme. 

Je ferai remarquer, en terminant, que ce th^or^me permet de 
ddfinir les cas dans lesquels Tequation diffifrentielle proposde peut 
avoir des int^grales alg^briques. 

Laissons de cotd les cas faciles ou T^quation admettrait comme 
solutions particuli^res les racines d'equations du second, du troi- 
si^me ou du quatricme degr^. 
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Supposons que IMquation admette comme solution particuli^res 
toutes les racines d'un equation 

fh) = o 



d*ordre superieur k quatre. Elle admettra donc aussi comme solu- 
tions particuli^res les racines de tous les covariants. Je prends parmi 
ces covariants celui qui est de degrd moindre et qui est par hypo- 
th^se de degre sup^rieur a quatre ; car autrement on retomberait 
sur un des cas ^cartes. II itvra joiiir de la propriiU qiie totis les co- 
variants soient de dcgrd supirieur au sien. Or cette propriete, comme 
Ta montre M. GORDAN, caracterise les formes etudiees par M. Klein 
et qui peuvent etre transform^es en elles-memes par des substitu- 
tions Bneaires. Ce point une fois ^tabli, on est conduit sans difficult^ 
a tous les cas dans lesquels Tequation propos^e sMnt^gre alg^bri- 
quement. J'aurai Toccasion de revenir sur ce sujet. 

Paris, juin 1880. 



SUR DEUX ALGORITHMES ANALOGUES 

A CELUI DE LA MOYENNE 

ARITHM]ET1C0-GE0METRIQUE DE DEUX ELEMENTS. 

LETTRE 

M.' C. W. BORCHABDT 
M.' L. CBEHONA. 



Cher ami et coofr^re, 

Vous avez bien voulu me permettre de vous envoyer uiU 
Note scientifique pour faire partie du volume destin6 k la m^moin^ 
de volre cminent compatriote Chelini, que j'ai eu ravaatage dq 
connaitre en 1S44 pendant mon s^jour a Rome. Cette aimable ia4 
vitation m'encourage a vous offrir quelques consid^rations sur deu3 
algortthmes analogues a celui de la moyenne arithm^tico-g^om^tr 
que, mais d'un caractere plus elementaire. 

Je montrerai que la methode, qui dans le volume 58 de mw 
Journal m'a conduit a d^terminer par une ^quation differentielle < 
premier ordre la moyenue arithm^tico-g^om^trique, s'applique avei 
le meme succiis aux deux algoritlimes qui font le sujet de cett 
Note, et qu'il y a mcme ici des circonstances qui simpliiient oa 
tamment le r&ultat. 

L'a1gorithme des moyennes arithmitico-gdometriques de dein 
^lements ^tant, commc on sait, 

' 2 ' " 

je considcre en premier lieu ralgorithmc suivant 
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Soient m, n deux quantit^s positives, et posons 

w + « ./ 

m, = — ^ — , », = V w, « 



de sorte que Ton a 

«* — m* = 4 (n/ — w/) = 16 («/ — m/) = . . . ; 

les quantit^s m^ fi^ convergeront pour des valeurs croissantes de t 
vers la mSrne limite co. 

Ddsignons par /(m, n) une fonction qui reste invariable, lorsqu^on 
remplace m, n par m^, n^; elle sera n^essairement fonction de ct> 
seul. Soit 



df 


dn 


dm, ^'' 


^/=v 



entre [a, v et [Jt,, v^ on aura les deux relations lin^aires 



41'-S|', + -^v„ 



■+fe+^^)- 



4 V =. 2 (X, 

d'oii 

u = m (JL -|- « V = i/j = m, (Xj -|- Wj Vj . 

Mais la fonction lin^aire f/ = m[A-|-^^ ^^ (^» ^ ^'^^^ P^^ ^^ 
seule qui reste invariable lorsqu'on remplace m, «, (Jt, v par m,, «,, 
(jLj, Vj. Une seconde fonction 

V = « jJL -|- m v 

a une propri^td analog^e exprim^e par T^quation 

n V =^ n (« (A -f m v) = «j x;^ = n^ («, (Xj -f m^ v^). 

Comme 1/ et t; sont, de meme que a>, des fonctions homogines de 
m, n, on peut d^finir par les dquations doubles suivantes les ex 



2o8 C, W. Borchardt, 



pressions 



Cela pos^, il y a entre >, >, la relation simple 

qui, multipli^e par n* — w/^ = 4 (ii^ — ;;//), se transforme en 

;;^ //j ^ ' 

En y ajoutant r^quation 



I ' » .2 I 



— (w t/^ — rn n n v) = — (//, 1;/ — m n u v,) , 
fi ^ ' n III'' 



on trouve 



n —m ^ , , "i — '«I ^ , 2 m^ 

A -f- nv — mnv = — — A, + ni v, — 11 v, 

m n ^ ^ ' ^ n^ ^ 



c'est-a-dire qu'en prenant 

//' — ///' . , 

L = A 4- n V — mnv 

m ' 

4= ,,, >i + ^^^: — ^"i",^i 

on a L— -L,, ou, ce qui est la meme chose, 
n^ 

nL = //, L, . 

II est ^vident que lorsque les variables m, n coincident en la 

meme valeur, L s'^vanouit. Mais T^quation nL = w, L^ appliqu^e un 

nombre indefini de fois montre que pour des valeurs quelconques de 

w, n on a 

L = o. 
En posant 

m 11 

n ' ' V 
r^quation L = o se transforme en 

(2) (i-x')-^-.rH-i=0- 
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Le quotient 

U Wfit. + «^ 

est toujours le meme, quelque soit la fonction / de ol, de laquelle on 
est parti. Or, je dis qu'on a simplement 

n 

En effet, dans le cas particulier de /=— et en posant 

r=- = nf 

(0 

on aura 

u = mu. -j- n^i = , 

n 
nu = = — r . 

(0 

De plus, en d^signant par r', :( les d^riv^es de r , :( par rapport k .x, 
on a 

n' (A == r' , n* V = — (x r' + r) , 

n x; = « (w [X -f- m v) = (i — x^) r' — x r, 
d'ou 

u r 

'^ "^ x; (i — x') r' — X r ' 

et de la 

r' I x;(— I 

r ^flTT" ^^ ' 

ce qui, k Taide de 1'^quation diff6rentielle (2), se r^uit a 

r'_ 3:' 

d'ou 

r= c;( 

c d^signant une constante. ^ 

Supposons k prdsent que w < «, x << l ; alors l'^uation diffe- 
rentielle (2) ^tant mise sous la forme 

donne 

\/ 1 — X* . :(= const . — arc sin x . 

X4 
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Comme 7^ doit rester fini pour w = w, c'est-a-dire pour jc = i, la 
constante ne peut etre que ~ , d'ou 

\/ I — x^ *7^=^ arc cos x = arc sin ^ i — x^ 



ce qui fait voir que pour des valeurs infiniment petites de \l i — x*, 
:i devient ^gale a Tunit^. Comme d'ailleurs r a la meme valeur pour 
X = I, la constante c est = i, et Ton a 



ce qui donne 


n 

• 


(3) 


n\j i — x^ \j n^ — m^ 

to — — ^ 

arc cos x tn 

arc cos — 
n 



Si au contraire w > «, x >> i , T^quation diflKrentielle (2) ^tant mise 
sous la forme 

donne 

^ x^ — I . ;( = log (r + \l x' — I) + const. 

Mais la seconde partie de cette ^quation d^vant s'6vanouir pour 
x= I, la constante est =0, donc 

\Jx'—i . :c = log {x + \/P— I) 



et comme, pour des valeurs infiniment petites de i/ i r» \ 

verge vers — , c'est-k-dire vers Tunite, on a aussi dans ce cas 
x 



^ con- 



^ — r 



d'ou 

(4) eo = ^ , .-, , . 

, m + \ m — n 

log — 1— i 

n 



Comme second exemple on pourrait consid^rer Talgorithme 
donn^ par les ^quations 



(5) 



N=fMW, M=^LtIL. 



iv, = re-2sr;. M,=^L±^ 



2 

2 
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inais cet algorithme se r^duit imm^diatement au pr^cddent en posant 



M=w, iSr = — 

m 



ce qui conduit a 



de ,sorte que la limite O de Talgorithme (5) est donn^ par 

\JM{N — M) 



= 



arc cos 



y N 

pour M<CNt et par 

. ^ \IN 

pour M>Ar. 



Pour m<^n ralgorithme (i) contient la rigle connue pour 
calculer les circonfifrences des pblygones a 2 p c6t6s inscrits et cir- 
conscrits a un cercle donn^, ces circonf^rences ^tant connues pour 
les polygones a p c6t&. 

En posant 

R R 

m = , « = -: 

tg 9 sm <p 

la limite <o se r^duit k 

R 

(0 = — . 

9 
Si, en particulier, on fait, p designant un nombre entier, 

I I 
w = , n = 

/> tg - psm- 

^ ^P ^ P 

on trouve 

I 

w = — . 

Dans le cas de/) = 4, cela fait voir qu^en partant des valeurs 

I I 

m =— , « = —7= 

4 2^2 

ralgorithme (i) conduit k la limite -. 
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De meme en posant dans ralgorithme (5) et pour M<iN 



M=.^^,N = 



R 



sin cp sm (f cos ^ 

la limite O se r^duit a 



? 



Si, en particulier, on fait 



on trouve 



cos — 

M = L, N= 1 

/) sm - /> sm — cos — 

^ p ^ p p 






Dans le cas de /> = 4 , cela fait voir qu'en partant des valeurs ra- 
tionnelles 

M = -'-, N=- 
4 2 

ralgorithme (5) conduit k la limite 

O = -. 

7: 



Excusez, cher ami et confr^re, le long retard de cette lettre, 
prolong^ en dernier lieu par une maladie, dont je ne suis pas en- 
core gueri.* 

Berlin, 5 mai x88o. 



• Forse la stessa malattia che doveva in breve rapire rillustre matematico 
alla scienza, alla famiglia ed agli amici ; gid il 27 giugno egli non era pi£i tra i vivi I 
£ dunque probabile che questo sia 1* ultimo lavoro di lui, tanto benemerito e per la 
propria attivit^ scientifica e per aver continuato e mantenuto in onore I* importante 
Giomale fondato da Crelle. (L. C). 



SOPRA 

UNA FORMA BINARIA DELUOTTAVO ORDINE 

NOTA 

Dl 

F. BBIOSCHI 

Professore tiel R, htituto Tecnico Superiore di Milano. 



E noto che essendo /(^^^, :(J una forma binaria deirordine n 
pari, il covariante g delUordine 2 (w — 4) che si ottiene dalla ope- 
razione : 

pu6 essere identicamente eguale a zero, nei soli tre casi di // = 4, 
6, 12. Se la forma f h deirottavo ordine, il covariante g h pure deilo 
stesso ordine. Di qui la domanda alla quale rispondesi in questo 
scritto: quali sono le proprietk della forma / deirottavo ordine che 
soddisfa identicamente alla relazione: 

supposto p costante? 

In un mio lavoro La thiorie des fornus dans Vintigration des 
dqiiations diffirentielles liniaires du second ordre, pubblicato alcuni anni 
ora sono nei Mathematische Annalen (Bd. XI) ho dimostrato che indi- 
cando con Zi^ K.x ^^^ integrali particolari dell'equazione differenziale 
del secondo ordine: 



nella quale: 



d X 
2 (fx ' 4^ ^ 
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^ p,q sono funzioni razionali di x; se si pone 
ed 



*k.. ^,) = — ? 



« — g 

H 



essendo /;' V hessiano della forma /, si ha in generale : 



9 

n 



dove y" = ^-4 e : 

d(ii = C — ^ . (C costante) 



» 



Se n = 8 e per la (i) ^ = pQ la equazione differenziale (3) 
diventa la: 

y" — 6^ / + 30 p = O 

che integrata da: 

(4) )f * — 144 y' + 60 p ;y = D. [D costante) 

Si indichi con ^(;(,, :^J il covariante della forma / che si ottiene 
dalla : 

h = 2{fh) 
come si h dimostrato nella Memoria sopra citata, si ha in generale: 



n — a 

n — 2 ^ ^ 



quindi nel caso qui considerato: 

o 

Jt = io*y' 
6 * ^ 

per la quale e per le (2) si pu6 dare alla (4) la forma seg^ente: 
Questa equazione, dovendo essere soddisfatta identicamente, dimostra 
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tosto essere D = o, e si avranno cos) le : 
' y' = i2)p(i2/ — 5f) 

f ib*+4^'— -?^/'=o. 

II valore di p si ottiene dalla (i) nel modo che segue. Pongasi: 

j(//)8 = ^. j(/^)8 = 5 

saranno A, B due invarianti di / V uno del secondo, Taltro del terzo 
grado; ora siccome dalla (i) si deduce la: 

ifg), = ? (ff\ 

sara: 

Pongo ora nella prima delle (5): 

(7) 12/ «Sp; 

la equazione stessa si trasforma facilmente nella: 

la quale, essendo, come si h veduto sopra: 

a w = C 

conduce alla: 

I 

(8) 44 = M 



posto : 



dl JL 



M = 



4^6yi5p.c ■ 

Dalla equazione superiore si ha tosto: 

,, djc 
^ dl I o'ix) dx 3 l , I I 



rf 5 4 <p {.t) rf ; 4 ; ' 2 I — 5 
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la quale derivata nuovatnente rispetto a ; dci: 

^^d\ 1 . „ ,2JdxV i<^'dx[3i I I 1. 



di' 






Si otterra quindi pel valore della espressione: 

l^Jf 75J J\ ^; 

la: 

Ma dalla stessa Memoria sopra indicata si ha che il valore deirhes- 
siano h espresso in funzione di (f, p, q e delle loro derivate rispetto 
ad jc ^ il seguente: 

si avrk dunque: 

Rammentando ora che per la seconda delle (2) si ha: 

ossia per la (7): 

(9) 4= = -^y/l 

? V ? 6 ^ ^ 



si otterra per la (8) che: 

r* * Mf V — -J ' 

e sostituendo si avrk: 

Infine se poniamo: 

^"^TTTIT ^^' ^' ^' ^ costanti) 
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si ha la formola di trasformazione: 

inoltre, come h noto, la: 

sara quindi : 

kl =^51,3 I ,115 I 

KJ| 32 5' ^ 8 (1 — 5/ ^ 288 5(1—5) 
ossia : 

( \ r 1 _ ^ ~ '^ ' I ^— ^^ > ' — ^.' + v^ — I 

Uo; KJ^- 25» +2(1—5/ 2;(i— 5) 

nella quale le \ p., v hanno i valori: 

Questi valori di >, [^, v dimostrano che la forma binaria del- 
l'ottavo ordine /(^^^, z^^ qui considerata non costituisce un tipo spe- 
ciale, nAa che essa appartiene al tipo dell' ottaedro. Infatti indicando 
con F(:(,, z^^ una forma binaria del sesto ordine per la quale il 
covariante : 

sia identicamente eguale a zero, e con i/(:;^,, ^ti)» K^Kx^ ^») ^ cova- 
rianti di essa formati come gli h^ k lo sono colla / si ha la re- 
lazione : 

(II) /ir* + 4i/'+-^«f'=--o 

essendo a V invariante quadratico di F. Se :i rappresenta anche in 
questo caso il rapporto fra gli integrali particolari ;;,, :^2 ^ ^' pone: 

72 H^ 
a r* 
si ha inoltre: 

^^J'' TtT "^ 2 (I —%y 2 r. (I — r.) 

nella quale / = — , w = — , w = — . 

342 

Ora se in quest' ultima equazione si pone r. = -r- , la equazione stessa 
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si trasforma nella (lo), perci6 rammentando il valore (9) di \ si avra 
che: 

S? f~ 72 W ' 
saranno cio^: 

f=aH, h = bF' 
essendo a, b due costanti che devono soddisfare all' equazione : 

Le due equazioni superiori danno tosto: 

k = -abFK 

e sostituendo questi valori di /, h, k nella seconda delle (5) si avr«i: 

3 b ' ^ a 

la quale posta a confronto coUa (11) da per a e per b i valori: 

a = — 30^, b=-^ ^ 
a , 2 a 

che appunto soddisfano la superiore. 

Si ha cosi il teorema seguente: La forma binaria delV ottavo 

ordine f per la quale il covariante, pure delV ottavo ordine^ g = — (ff)^ 

soddisfa identicamente alla rela:^one g = pf, essendo p costante^ non dif- 
ferisce che di un fattore costante dalVhessiano di una forma del sesto 
ordine di cui il corrispondente covariante G sia identicamente 4iuUo, 

Si pu6 giungere a questo risultato anche per altra via, la quale 
ci fornirk altres) il tipo normale di queste forme /. Sieno : 

g k, . ^: J = ^o ^x' + 8 c, ^/ ^, + . . . + ^s ^/- 

Nella seconda delle quali: 



2 
2 



f. = J («0 «5 — 3 «. «4 + 2 fl, a,) 
I 



<■» 



= jT(3ao«< — 41.«, — iia,fl4+ 12«/) 
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S = J^K ^7 + 2 rt, fl, — 12 ^, flj + 9 ^3 ^4) 

^4 =^(^0 ^8 + 12 ^, J^ — 22 a^ a, — 36 a^ a^ + 45 <) 

S = 7^(^i ^8 + 2 ^, ^7 — 12 ^3 fl^ + 9 a^ a^) 

^6 = J^(3 ^a ^8 — 4^3 ^7 — II ^, ^6 + 12 ^3') 

^7=2 ^^' ^8 — 3 ^, ^7 + 2 ^5 a^) 

^8=^^8 — 4^S^7 + 3<- 

Se g ^ of dovrk essere: 

la quale condizione 6 soddisfatta supponendo a^, a^, a^, a^, a^ , a^ 
eguali a zero essendo pei valori superiori pure eguali a zero c^ , c^y 
^j» ^5» ^6> ^8- ^' hanno inoltre le: 

% "^ 2 

c= — -ci.a,, c. = —Ua^a^ + is a\ c, = — ^^^,. 

Gli invarianti A^ B definiti piik sopra avranno in questa ipotesi 
i seguenti valori: 

^ = — 8 ^, ^7 + 3 5 ^4' , 5 = 3 ^4 (4 ^, ^7 + 5 «4') 

e quindi sark: 

3_jB_9 ^4(4^1^7 + 50 
P 2A '2 —Sa^a^-i-iSa^' 

Le tre relazioni c^ — oa,, c, =oa,. c„ = ^ a„ si riducono alle due 

I ti'4 '47 '7 

? = — 1^4 e 2fl^5^ + 25a/ = o 

e questo valore di p posto nella superiore conduce nuovamente a 
quest' ultima equazione. Si ha cosi una sola relazione alla quale de- 
vono soddisfare i coefficienti ^, , a^, a^ della forma binaria deirot- 
tavo ordine: 

/k, , ^ a) = 8 ^, ^,' ^^ + 70 ^4 :(. ^/ + 8 ^^ ^, ^ J, 

perch^ sia g = ^f. Se infine supponiamo a = — i, 8 ^, = i, si ha 
dalla relazione stessa ioa^= i, cio^ la forma: 

/(^,» sla) ~ ^i' l2\ 7 \i \2 — 8^,^j 
avrk la proprietci indicata. 
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Questa espressione per la forma /* si e gia presentata al pro- 
fessore GORDAN nella sua interessante Memoria: Binare Formen mit 
verschwindenden Covarianten, pubblicata nel dodicesimo volume dci 
Mathematische Annalen. Egli osserva che sostituendo nella medesima 
^lle:^,, :(, le: 

a^ a.3, ^ L -lJ 

*^i a I 2 

cielle quali sono: 

^ = [7 + 4V3]\ ^ = [7-4y/ir 
la forma / si trasforma nella : 

/=io8(y;-i4)'/y/ + y/) 
ossia : 

f = —ioSH 
essendo H Thessiano della forma del sesto ordine: 

F = ^yry2(yr^ + y2*) 

per la quale il covariante G = o. Infine il professore GORDAN os- 
serva altresi essere Thessiano di f o d\ H un quadrato, ed abbiamo 
tnfatti trovato piu sopra che Thessiano stesso non diflferisce che di un 
coefficiente costante dal quadrato della forma F. 

Novembre t88o. 



IL RISULTANTE DI DUE FORME BINARIE 

L'UNA CUBICA E L'ALTRA BIQUADRATICA 

NOTA 



Dl 



F. BRIOSCHI 

Professore nel R. Istituto Tecnico Superiore di Milano. 



II sistema simultaneo di due forme binarie runa cubica, Taltra 
di quarto ordine, fu, alcuni anni ora sono, argomento di una interes- 
sante dissertazione inaugurale del professore Gundelfinger. ^ II si- 
stema, comprendendo in esso la cubica e la biquadratica, si com- 
pone di 64 forme e precisamente si hanno: 

I Covariante di sesto ordine 



2 » 


> quinto > 


5 


> quarto > 


8 


> tcrzo » 


12 > 


» secondo » 


16 


> primo » 


20 Invarianti 





N. 64. 

In questo breve scritto aggiungiamo ai risultati del signor GUN- 
DELFINGER il valore del risultante di quelle due forme binarie espresso 
in funzione di alcuni fra gli indicati invarianti. Sieno uix^^ xj la 
forma del quarto ordine, v(x,, xj quella del terzo. Posto: 

_l^ du i__ d^^u _i dv 

' 4 ^ ^, 3-4 dx; ' 3 dx^ 



• jZur Theorie des simultanen Systems einer cuhischen und einer biquadratischen 
hindren formen, Stuttgart, 1S69, 
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ed indicandp con (uv)^ (^^)^» ("'^)?-- ^^ esprcssioni: 

[U V) = tl^ v^ — u^ v^ , [u v)^ = //„ V^^ — 2 «„ — v^^ «,, v,^ 

(" ^), = "ur ^aaa " 3 ",., V,,, + 3 ",„ t',„ — W„, t/^ 

la forma u ammette, come h noto, il sistema di forme simultanee: 
u, h = -{uu)^, k = 2(uh), i=^-(nu)^, j = l{uh)^ 

legate fra loro dalla relazione: 

k' ^4}P — iu'h+ju' =o 
e la x; il sistema: 

V, zu = (vv)^, Q = (v w), A = - (%v w)^ 

fra le quali sussiste la: 

Q' + " w' +Av' =o, 

Si indichino con p, t, oj i tre seguenti covarianti, simultanei 
alle due forme u, v, degli ordini primo, secondo e terzo: 

p = (uv)^, ^ = 2 (^^ ^')a " = (^^), 
e formiamo coi medesimi gli invarianti : 

B = l{tw),, M=(yp% F={tp\, P = (!2<o), 

gli ultimi tre dei quali sono del 7.° grado nei coefficienti di u e di i», 
e cio^ del terzo grado rispetto ai coefficienti di u e del quarto ri- 
spetto a quelli di v, 

II risuUante A, il quale h pure del 7.° grado, si esprime in 
funzione dei tre invarianti M, F, P e degli invarianti A, J5, 1, ; ncl 
modo seguente: 

A = 27(5;^ + i5j-(M+4S/^+S4P). 

Per verificare Tesattezza di questo risultato supponiamo: 

u = a^ x/ + 4 ^, ^r' ^a + 6 ^, x/ ;c/ + 4 ^3 x^ x^ + a^ x^ 

V = x^ — x^ 
saranno, come e noto: 

^* = ^o ^4 — 4 ^, ^3 + 3 ^/ , 



; = ^o ^2 ^ + 2 ci. a^ a, — a^ a' — a^ a. — a 



3 

2 
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inoltre: 

w = — 2x^x^, j2 = — (x/4-^,'j, A = — i 

e quindi : 

per le quali: 

B = t^,=a^ 

'M=- {a, + ^3)3 - (a, + fl^^ 

F = a, (fl, + a^)' — 2 fl^ (rf, + fl^) (a„ + a,) + a, (a„ + a^ 
P = 3 fl, flj fl^ + 3 fl„ a, fl, — fl, fl/ — flo' fl, — 2 fl,' — 2 flj'. 

Sostituendo questi valori nella espressione per A si ottiene la: 

^=(fl„ + 4«,)' + (fl, + 4fl,^' + 6'.fl,'-3.6.fl,(fl„ + 4<J,)K + 4fl.) 
come appunto deve essere. 



UEBER 

POTENTIALE «-FACHER MANNIGFALTIGKEITEN 



VOM 



L. KBONEGKEB. 



Die Ucbertragung des Potentials eines nicht auf seine Haupt- 
axen bezogenen EUipsoids* auf n-fache Mannigfaltigkeiten fiihrt 
zu einem Ausdruck von bemerkenswerther Einfachheit. 



I. 

Ist fiir alle Werthe r, 5 = 0, i , . . . ;/ , wobei w > 2 vorauszu- 
setzen ist, 

Urs Ugf, , t/^, "»r 

und D{t) die Determinante der Grossen ^^»-{-1^^,^ und zwar 
D{t)= — \a,.'\'tbr.\ (r, 5 = 0, i,... w), 

ist ferner S^, = oder i, je nachdem die beiden Indices r, s von 
einander verschieden oder einander gleich sind ^*, so sind die durch 
die Gleichungen 

M) ^{Clr,'\-tbr,)fpr=^i>. (/?, ^ S = O, I,... «) 

r 

deiinirten Grossen f^r die Unterdeterminanten jenes Systems, dividirt 
durch die Determinante. Wird nun nach t differentiirtf alsdann mit 



♦ Vgl. Dirichlet's: Untersucbungen hher ein Frohletn der Hydrodynatnik, 5 4. 
Ahbandlungen der KonigL Gesellscbaft der Wissenscbaften \u Gottingen, Bd. VIII. 

** Vgl. meine: Bemerhungen ^iur Determinanteti^Tbeorie, im 72 Bande des 
Borcbardtschen Journals, 
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f^, multiplicirt und iiber alle Werthe von s summirt, so kommt 

yj^a^. + Xhr^f^ /g. = — ^i^rjprf^, (/>, ?, f, 5 = O, I ,. .. U), 

r,9 r,9 

oder unter Anwendung der Relation [A) 

(5) f^ = — ^KJprf^, (p, q, r, 5=0, I ,. .. n), 

wo /' die nach t genommene Ableitung von / bedeutet. Ueberdiess 
ist die Ableitung D'it) durch die Gleichung 

D'(t)=D{t)]^K.f. (r, 5 = o, I,... n) 

r,9 

bestimmt. Setzt man nunmehr 

(C) F(0=2!/-v^:.» fr(0=22/..^., Fr.=2/., (r, 5=0, i,...«), 

r,» • 

so ist Fr die nach :(^ genommene Ableitung von F und F„ die nach 
;;^^ und ;(, genommene zweite Ableitung von F, und fiir die nach t 
genommene Ableitung von F, welche mit F\t) bezcichnet werden 
soll, kommt 

F'{i) = lf'zM. (/». ? = o, I,... n) 

oder mit Benutzung der Relationen (J5) und (C) 

(D) 4F'{t)= — J,K.Fr(t)F4t) (r, 5 = 0, i,... n) 

und endlich 

[E) 2D'(t)=D(t)2^KsFr. (r, 5 = 0, I,... ;;). 

Dies vorausgeschickt, sei 

V = (F(t)<\^{t)dt. 

Die Function 4>(f) und die obere Grenze des Integrals F sci von 
den Variabeln :( imabhangig. Alsdann ist, wcnn man die nach ;^^ 
und resp. die nach :^r und ;(, genommencn Ableitungen von /° und 
r mit C, ^J., K, Vr, und den Ausdruck 

F{f)[tif.<i^'(f) + f:;,*(n] + <^(0[Cf:F'(o + f,F,(o + /:F,a»;] 

mit [7 bezeichnet, 

Vr.^-U-^^Fr.(i)^r>{t)dt. 

Setzt man nun einerseits f von dcn Variabeln - unabhangig andrer- 
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seits aber f durch die Gleichung F(f) = o mit den Variabeln :( ver- 
bunden voraus, so wird im letzteren Falle 

und also je nach den beiden Fallen 

C7 = o oder U . F [f) = — <^ {t') Frif) F. (f). 

Hiernach erhalt man mit Beriicksichtigung der Gleichungen (D) und 
(E) das Resultat, dass je nach den beiden iiber f gemachten Vor- 
aussetzungen 

Jj^br.Vr, — 2\^(t)d\ogD{t) = o oder — 4*(^°i (r, ^ = 0, !,...«) 

' »• • 

wird, und hieraus folgt, dass wenn die obere Grenze des Integrals 
F unendlich gross und 

angenommea wird, je nach den beiden Voraussetzungen 

2^"^~ = 4cI>(f°P oder =o 

ist. Man braucht daher nur die speciellen Festsetzungen 

bQ^ = 0, b,k = ^fk (5 = O, I , . . . «; i, ^ = I, 2 , . . . «) 

und 

c = —^olD(ty 
4 ' 

zu trefTen, damit 

^\F(t)^(t)dt = — o^ oder =o 

werde, je nachdem die untere Grenze T von den Variabeln ;^ unab- 
hangig oder durch die Gleichung F^t'^)^^ bestimmt angenommen 
wird. Das Zeichen A hat hierbei die iibliche Bedeutung: 

A^fei, ^2»-- ln) = ^f^kk (k=i, 2,... w), 

und d> soll den Inhalt der {n — i) fachen spharischen Mannigfaltig- 
kcit :(? + :(5 + . . . + ^i = ^ angeben *. Ueberdies ist noch :^o = i 
au nehmen und die Grossen a^. sind als reell und so beschaffen vor- 



• Vgl, meinen Aufsatz: Ueber Systeme von Functionen mchrcr Variaheln, ira 
Mjnatshcricht dcr Berliner Akademie der JVissenschaften vom Marz, 1869, pag. 169 
und 173. 
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auszusetzen, dass F(o) nur fiir endliche Werthe der Variabeln :( 
negativ, also F(o)<^o ein endliches Gebiet von n-facher Mannig- 
faltigkeit ist. Soll nun ^V fiir Punkte (:(), die im Innern der ge- 
schlossenen {n — i)-fachen Mannigfaltigkeit F(o) = o d. h. in dem 
Gebiete F(o)<^o liegen, den Werth — c5, fiir aeussere .Punkte aber 
den Werth Null haben, so braucht man nur fiir innere Punkte f con- 
stant und fiir aeussere Punkte t^ durch die Gleichung F(f) = o be- 
stimmt auzunehmen. Da aber auf der Begrenzung F(o)=o der 
Werth von f gleich NuU ist, so muss, wenn V eine stetige Function 
der Punkte (:() sein soll, fiir die inneren Punkte ^^^ = genommen 
werden. Die hieraus resultirende Bestimmung von V kann folgender- 
massen formulirt werden: Es ist 



{F) 



V = — -CiD(pf (F{t). Ditfht, 



wenn F{f) und D{t) durch die Entwickelung der Determinante 






I. X.\ 



\,a >• • • 



^uo > ^oi > ^02 > • • > 

^ioi ^ii "r *• ^iai • •• 






^ft> ^ho> ^iii • ^ii2>«'^ ^«» ~r ' 

als lineare Ftinction von Z in der Form 

[F{t)-Z]D{t) 

hestimmt sind, und wenn die Integration im Sinne wachsender Werthe 
von t iber alle diejenigen positiven Werthe von t erstreckt wird, wofur 
f(^)<o ist, 

Das demgemass mit F bezeichnete Integral ist cine iiberall 
stetige Function der reellen Variabeln ;(i, ;(a,... :(, oder des Punktes 
(:() und verschwindet fiir unendlich cntfemte Punkte. Auch die ersten 
Ableitungen F*, sind durchweg stetig, die zweiten Ableitungen F^ 
sind nur in der {n — i) fachen Mannigfaltigkeit F(o) = o unstetig. 
Der Werth von y ^** o^er A F ist in dem von dieser [n — i) fachen 

Mannigfaltigkeit umschlossenen inneren Bereiche d. h. im Gcbiete 
F(o)<;o gleich — c5, im ausseren Bereiche F(o)>o aber gleich 
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NuU. Diese Eigenschaften von V geniigen fur den Nachweis, dass 



f^fei, :(.,... ^.)=JPk, t)dv' 



ist, wenn P{^, ;(') das eletnentare Potential der Punkte (x) und {:() 
bedeutet d. h. wenn 

P(^' = J^[^{U-ar"~'' {k=U 2,... «) 

ist, wenn ferner dv' das Inhaltselement der wfachen Mannigfaltigkcit 
(-') bezeichnet, und wenn endlich die Integration iiber das ganze 
Gebiet dieser Mannigfaltigkeit erstreckt wird, in welchem die Fun- 
ction F(o), wenn die Variabeln :( darin durch die Variabehi :( cr- 
setzt werden, einen negativen Werth hat. 



II. 

Um den erwahnten Nachweis zu fiihren, gehe ich von der 
Formel der partiellen Integration aus, welche ich untcr No. (3) auf 
pag. 189 des Monatsberichts der Berliner Akademie der Wisscnschaften 
vom Marz 1869 gegeben habe, 

(G) J^i'*.a^f +J i'5<2u'/'c =Jp|^rfa'. 

Die beiden Intcgrale links sind iiber eine «-fache Mannigfaltigkeit 
foC^ii ^?!-" ^itXo zu erstrecken, das Integral rechts iiber die 
Begrenzungs-Mannigfaltigkeit Fq = o , welche zuglcich die ganze 
naturliche Begren:^ung bilden muss. Vertauscht man in der Formel (G) 
die beiden Functionen P und Q mit einander und subtrahirt die 
dadurch entstehende Formel von (G), so kommt: 

(//) -jQ^p..dv=-jp^Q...dv +j(p^ -Q§yu>, 

wo iibrigens der nach p genommene Differentialquotient wie in mei- 
ner schon citirten Abhandlung vom Marz 1869 durch die Glei- 
chung 

[^^Fiy^^^^^Q.F^ 

definirt wird. Nimmt man in der mit (G) bezeichneten Formel P= l, 
so kommt 



(^Qdv^md^v, 
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und wenn man hierin 
setzt : 

wenn die Integration links iiber den Bereich Y (:(;t — ^i)* <! R^ cr- 
streckt wird. Hieraus folgt aber, dass allgemein 

(/) Ji2AP(t. <)dv^-aQ{:^\, i',,... ^:) 

wird, wenn iiber einen Bereich Fo < o integrirt wird, in welchem Q 
endlich bleibt, und in welchem der Punkt (;(') liegt; die Formel (H) 
ergiebt demgemass unter denselben Bedingungen die Gleichung 

(K) &Q{K.'„ K.'„... :Cn) = -jPk. l)^Qdv +J(p^ -(2||)<fu'. 

Liegt der Punkt (:() nicht in dem Bereiche Fo<io, so wird die 
rechte Seite der Gleichung gleich Null, da ja die Integration iiber 
ein grosseres Gebiet erstreckt und fiir den ganzen Bereich, wo 
Fo > o ist, Q = o angenommen werden kann. Hierbei zeigt sich 
iibrigens, dass, da 

-JPk. O^Qdv+jPU, O^^^dw 

beim Durchgang des Punktes (:() durch FofeJ, \2>-.-O = stetig 
ist, das Integral 



-Jef '"'• »0- |^ft-'2'' 



zc 



sich beim Durchgang des Punktes (7^) vom Bereich Fo (:Ct , :^',, . . . \[)<Co 
nach Fo {:i\ , :^',, • • -^:!) > o plotzh'ch um fo Q (:^? , ;(5 , . . . :^l) andert. 
Wird nunmehr in der Formel (H) P = Fq gesetzt, so kommt 

(L) JQAFodv=JFo^Qdv +JQ \^F?,Jdw. 

und wenn man hierin fiir die Function des Punktes (:(), die mit Fq 
bezeichnet ist, 



* W' \y ^*^' '^ ^ Pm - \ 



setzt, wo die Punkte (^') und {^') durch die Relattonen 

^L^il = tlrl 0>, k= I, 2,... n) 

mit einandcr vcrbunden sein sollen, so erfiinen die auf F„ = o li« 
genden Punkte (^") die spharische Mannigfaltigkeit ^\_l = rj, 
jedem Punkte (:;'} im Inncrn F„<;o entspricht ein Punkt (;;") il| 
Aeussern ro>-o. Dic linke Scite der Gleichung (L) rcducirt si« 
mit Hiilfe dcr Gleichung (/) fiir jeden inneren Punkt (:^') auf - 
multiplicirt mit dem Werthe von Q, und es kommt daher, v 
zur Abkiirzung Q{^) fur l3(^i, ;j,--- \.) gesetzt wird, 

(,M) - «2(0 =JF.t.ndv + |'G(oerrt<i"'. 

ist, und dic erste Intcgration rechts uber die ri-fache Mannigfaltifl 
keit ^:ii<CTl 'J'*^ zweite iiber deren Begrenzung zu erstrecken i 
Dic Formel (;Vf) liefert die Bestimmung der Function Q im Innec 
eincr sphiirischen Mnnnigraltigkeit diirch dic Werthe von A (2 un 
durch diejenigcn, welche Q selbst auf der Begrenzung hat. Liisst mai 
den Radtus r„ ins Unendliche wachsen, so reducirt sich die Gleichuii| 
(M) auf folgende: 



f. = ?(iL. O 



(A') 



!2(0 = -|fP(^ 04Q.'f. 



wenn Q fiir unendlich cntfemte Punkte verschwJndet und auch Aa 
nur innerhalb eines endlichen Bereichs von Null verschicden ist. 
die obige Function F diese Eigenschaften besitzt, so ist in dcr GE^ 
chung (Af) der zu fiihrende Nachweis cnthalten. Uebrigcns ist l 
(Vgl. Hrn. C. Neu.mann's beziigliche Arbeiten) fiir das Bestebea <i 
Gleichung (N), wenn rechts iiber die gesammte ji fache Mannigfaltifl 
kcit integrirt wird, offcnbar ausreichcnd, dass das Integral converge^ 
sei, dass dcr Miltchverth von O auf jeder uncndlich grossen spbl 
rischen Mannigfaltigkeit verschwinde , und dass in den bci d J 



Ueber Poieniiale n-facher Mannigfaliigkeiien. 231 



Herleitung gebrauchten Integralen keinerlei natiirliche Begrenzung 
vorkomme. 

Ich bemerke schliesslich, dass die vorstehenden Entwickelungen 
vor mehr als zehn Jahren aus meinen Untersuchungen iiber Systeme 
von Functionen mehrer Variabeln hervorgegangen und bereits in der 
am 27 October 1870 abgehaltenen Sitzung der Akademie der Wis- 
senschaften zu Berlin von mir vorgetragen worden sind. 

Berlio, Jirni z89o. 



SOPRA LA PROPAGAZIONE DEL CALORE 

MEMORIA 

m 

ENKICO BETTI 

Professou ticlla R. Universita di Pisa. 



E noto che la propagazione del calore in un corpo solido qua- 
lunque che occupa uno spazio 5 h determinata dallo stato iniziale, 
dalle condizioni al contorno g che limita lo spazio 5 e dalla equa- 
zione a derivate parziali * 

nella quale V denota la temperatura nel tempo t in un punto dello 
spazio S, che ha per coordinate cartesiane x,, x^y x^, ed i coeffi- 
cienti at^ sono in generale funzioni delle coordinate, dipendenti dalle 
conducibilita nelle dififerenti direzioni, dalla densitk e dal calorico 
specifico del corpo nel punto (x^ x^ x^). 

Nel tempo iniziale t = o la, temperatura F^ sia espressa da 
una funzione arbitrariamente data in tutto lo spazio 5: 

(2) K=f{^.^ -'^•.» -S)- 

Se il corpo sia isolato in uno spazio del quale h data in tutto 
il tempo la temperatura v, sopra la superficie a dovra esser verificata 
in tutto il tempo la equazione** 

(3) h(F-i^=-y,r.-^,a,^, 



• Vcdi Lami-, Le^ons sur la thiorie aualyiique de Ui Chaleur, png. 27. 

♦ Ivf, pag. 50. 
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nella quale h denota la conducibilita esterna ed a^, a^, a^ sono i 
coseni degli angoli che la normale alla superficie «7 diretta verso 
r interno dello spazio 5 fa cogli assi delle x^ , x^ , x^, 

Sia \J una funzione del tempo t e delle coordinate, la quale 
insieme coUa sua derivata prima rispetto al tempo e colle sue deri- 
vate prime e seconde rispetto alle coordinate si conservi finita e 
continua in tutto lo spazio 5 e in tutto il tempo da i = o a i = i^* 

Moltiplichiamo la equazione (i) per UdtdS e integriamo, 
estendendo la integrazione a tutto lo spazio S e a tutto il tempo t^. 
Denotando rispettivamente con ^,, t/, e con f^Q$ U^ i valori di F 
cd U corrispondenti ai i = t^ e a t = 0, avremo 



(4) ) l\U^dS- \VoUJS 



8 



U S 

Sia ora t* un valore di t maggiore di t^ ed U sia tale che 
quando uno spazio s qualunque non contienc un punto (x/, x/, x^) 
si abbia 

(5) /™Jurf. = o. 

e quando uno spazio s' contenga il punto (,v/, xj, x ') sia invece 

s 

ed U si conservi sempre dello stesso segno finch^ t^ non supera /'. 
Decomponiamo lo spazio S in due parti: una 5' che contenga 
il punto (x/ x^' x^') e Taltra 5 che non lo contenga. Denotando con 
F' un valore compreso tra il massimo e il minimo dei valori che 
prende F^ in s\ e con F° uno compreso tra il massimo e il minimo 
di quelli che prende in 5, avremo 

(7) (i\ujs=fr,u,ds-+\'j\ujs 



s 



= vfu,cis--\-rju,ch, 
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e ponendo mente alle equazioni (S) e (6), otterremo 

(8) /^^./^.t/.^is^r'». 

' 8 

Ma la equazione (6) vale qualunque sia la grandezza di 5'. Quindi 
diminuendo indefinitamente s\ se la funzione V ha un limite deter- 
minato coiravvicinarsi al punto (a:/ x^ x^\ V^ sark il valore di V 
in questo punto nel tempo / = f' e passando al limite, la equazione 
(4) diverrk 



(9) »"« = Jr.f7,JS- 



s 

Se oltre alie condizioni notate sopra, la funzione U soddisfa 
anche in tutto lo spazio 5 alla equazione 

la equazione (9) diverra 

(II) <.y'=JF^ujs + 



s 



f.i./^.2,..(<'S.».,f|-£/2.«,.|^), 



e se la funzione F soddisfa anche alla equazione (3) sara 

(12) <^r = JF,ujs + 



^''dtjhuv-FihU-^^.oi, ^. a., "^h o . 





Quando la U soddisfacesse sopra o alla equazione 

(13) /j[/=2«'l'«.'|f' 

avremmo 

(14) f"=-^jf'.UJS + -^j'dtjhUvd':, 
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e quindi il valore di V\ in ogni punto interno allo spazio 5, sarebbe 
espresso per funzioni date. 

Se la conducibilita h uguale in due direzioni qualunque opposte 
Tuna airaltra, sara* 

ciu = d^ I 

e se il corpo h omogeneo i coefficienti Ui, saranno costanti. In que- 
sto caso una funzione U che soddisfa alle cquazioni (5), (6) e (lo) 
h la seguente: 









41''-') 




(15) 




U 


c 




3 ' 








(.f-t)' 




nella quale 


si 


ha 




(i6) 




<f-;^i^.yiUx, — x/){x 


. - X.'), 


e posto 














a a a 
II "^i^ 13 




(17) 




D = 


a a a 

21 22 33 

a a a 
31 32 33 


% 



i coefficienti Ai, sono determinati dairequazioni 

Effettuando le derivazioni e rammentando alcune proprieta 
elementari dei determinanti si dimostra facilmente che la funzione U 
soddisfa alla equazione (10). 

Per dimostrare che la funzione U soddisfa alle equazioni (5) 
e (6) osserviamo primieramente che la funzione 9 con una conve- 
niente trasformazione di coordinate prende la forma: 

?= — p — + — p — + — ^i — , 

dove le costanti a^ by c sono le radioi di una equazione di terzo 
grado, ed abbiamo 

(«8) «*f = -^ / . . =>/"^ 



■^ii -^ti -^ij 

•^ji ■^u -^u 



A., A 



32 ^33 



* Vedi Lami^, Lefons sur la thiorU analyiiquc dc la ChaUur, pag. 1 1. 
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Decomponiamo lo spazio 5 in due parti: una delle quali 5' 
sia un parallelepipedo col centro nel punto (x/ x/ x ') e coi lati 
paralleli agli assi e di lunghezza 2s,, 2£^, 2e^. L'altra parte de- 
notia^ola con 5. Avremo evidentemente 

Ponendo 



, I 



X, — X, X^ — A'/ X, — X3 






2a\jt' — t ^'' 2b\it' — t ^"' 2c^t' — t' 
si ottiene 



50 /•X) /»30 



\ Uds^2^abc\ e d^. \ e d^. \ c d^. 



e™ 



Ora 



J. ^^ = 4-]'^ ^'^^^TF' 






dove :^' denota un valore non minore di yj. Onde 



lim p__^2 



e quindi 

lim f jr j 
t = i' J 

Lo spazio s^ nella equazione (6) quando 6 soddisfatta la (S) 
pu6 prcndersi grande quanto si vuole. Avremo quindi 

lim \ rr , , lim l 4-M/-/) 1 4fU-/)| 4^M'~0 

f-' J ^-' J ^,'_, j-Tf^rJ v^-^ " 

r^ /'-o /•» 

^Sahc\c d:ijc '/^J ^ d :i = S a b c^J'^ =8\l rJ D. 



-T- X ■«-' C« •- X- 
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Dunque colla funzione U data dalla formula (15) saranno soddi- 
sfatte le equazioni (5) e (6), avremo 

co = 8 ^7:3D, 
e la equazione (11) diverrk 



(■'> ""'TWt- 



4/* 

Vt dS 



o 






+ ?p^P'/^'2-.S.«..(''|f-^||). 



a 



Foniamo 

?• = Z 1' ^'- (^* - ^n (^. - ^n . 

e i punti di coordinate (c^^*^ c^^"^ 2^"^) siano estemi allo spazio 5; ogni 
serie della forma 

_ ? - 9n 

quando siano convergenti in ugual grado le serie delle derivate 
prime rapporto al tempo, e delle derivate seconde rapporto alle 
coordinate dei suoi termini, dark una funzione U clie soddisfara alle 
equazioni (5), (6) e (10), ed 6) pcr tutte avra lo stcsso valore. Quando 
possano determinarsi i coefficienti J5« in modo che sopra g sia soddi- 
sfatta la equazione (13), dalla equazione (14) risultera compiutamente 
risoluto il problema della propagazione del calore. 

Determiniamo ora il limite di F' dato dalla formula (19) col 
crescere indefinitamente del tempo t'. Osserviamo che si ha 

Ke dS VJ c . 



j 

a 






dove V^ e 9' sono valori di F^^ e 9 compresi tra i massimi e i 
minimi valori di F^ e 9 nello spazio 5, e quindi ^ 



lim C 
f = ooJ 



V^UJS = o. 
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Abbiamo inoltre 

rt' 



Udt = 



rt _ 9 



/•«. 



O 

Pertanto la equazione (19) diviene 



V? 



J 

u 



(20) r' = — L- rd<r2:«*S.fl..k-J^ — UV- 

^ ' 4-\lDj ^ ^ \ ^x. \j<fdx. 

Quando 

ai, = o, aii=i 
abbiamo 

D = I, 9 = (X. - x.r + (-V. - x,r + {X, - x,r = r* 

la equazione (20) diviene 

che ^ la formula di Green. 

Quando lo spazio S h infinito in tutte le direzioni la tempe- 
ratura e le sue derivate sono eguali a zero sopra tutto il contomo c, 
che in questo caso h una sfera di raggio infinito; quindi la equa- 
zione (19) diviene 



r = 



8 V ft^ D 



2- 

V.e dS 



J 

c 



t 



3. 



dove C denota la porzione di spazio in cui per / = la funzione T 
6 differente da zero. 

Se il corpo 6 isotropo avremo 

K 



Ci^ = 0, aii = k = 



^P 



dove K denota la conducibilit^, c il calorico specifico e p la densita. 
Onde 

_ (^, - ^,r + (^a - x:r + (^3 - ^^r _ r^ 

D = k' 



9 



(21) 



r' = 



I 



V,e dS 



4'k\J - ,1 sf^ r 
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II professore Beltrami ha osservato che questo valore di V^ 
moltiplicato per 411: kdt' e integrato tra e 00 da una funzione 
che h uguale alla funzione potenziale newtoniana di una massa di- 
stribuita nello spazio C colla densitk F^; qual h il significato fisico 
di questa funzione?* 

Per rispondere a questa dimanda consideriamo un elemento 
piano dco nel punto (x/ x^' x^) e sia p' una direzione normale a 
d 0). Denotando con d^ q la quantita di calore che attraversa V ele- 
mento d<f> nella direzione normale p' nel tempo dt; avremo 

?iF' 7\V' 

d'q = — KH^d(^dt = — CQkH^ 

op op 

Sostituendo il valore di V dato dalla equazione (21), molti- 
plicando per dt! ^ integrando tra t' = e ^' = t , otterremo la 
quantitk di calore dq che attraverserk dw nella direzione p' nel 
tempo T, cio^ 

4*/' 

e dt 



dq = - 



47: ^TC ^p' 



KcfdS 



j 





\/ 4 ki 



3 



ed anche 



(22) dq= — 



dio 9 

4^dp' 



c p V dS . d w 3 



+ 



/• /•« V * T 

cpVdS 



2 7ry/'7U g/? 



J 

c 



J 

c 



e dT^. 



j 

M 



Ora sia H^ la quantitk di calore contenuta in una porzione 
del mezzo che occupa uno spazio uguale alla unit^, quando la tem- 
peratura h zero, ed H la quantitk di calore contenuta nella stessa 
porzione, quando la temperatura h V^; avremo 

Chiamiamo intensiti calorifica la differenza H — H^ e denotiamola 
con [A. La equazione (22) diverrk 



r 



(23) dq = — 



4T^dp' 



r 



y.dS. tf co 

~ — r 



2 TU^TC 8^ 



J 



r 



«v*^ 



iJ-d S 



e dz , 



> 





• Vcdi // Kuovo Cittiento. Scric III, tomo I, pag. 20. 
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II primo termine del secondo membro ^ una quantitk indipen- 
dente da fer, ed il secondo converge a zero col crescere di JfeT. 
Quindi il primo termine dk il limite verso cui converge col crescere 
di T jfe la quantitk di calore che durante il tempo t attraversa d o) 

nella direzione p'; ma esso fe anche uguale al prodotto di — per 

4^ 

la componente secondo la direzione opposta a p' deirazione newto- 
niana esercitata sopra una massa uguale alla unita concentrata nel 
punto (x/ .Y^' X ') da una massa distribuita in C colla densita uguale 
alla intensita calorifica iniziale; dunque abbiamo il seguente teorema: 
Se un mezzo isotropo, che si estende alV infinito in tutte le dire- 
zioni, nel tempo t=o ha alla tempcratura zero tutti i suoi punti, trannt 
quelli chc occupano una porsione di spasio C, i qtiali hanno temperature 
espresse da una funzioiie qualunque V^ , il limite verso cui converge, col 
crescere del rapporto della conducibilitd al prodotto del calorico specifico 
per la densitd, la quantitd di calore che durante un tempo dato t piccolo 
quanto si vuole attravcrseri un elcmcnto piano doi in una direzione nor- 

male p\ sard ugualc al prodotto di — per la componente secondo la 

direzione opposta a p' delVazione ncwtoniana che eserciterebbe sopra 
una massa uguale alla uniti concentrata ncl punto per cui i condotto 
V elemento do) una massa distribuita in C colla densitd in ogni punto 
uguale alla intensitd calorifica inizialc corrispondente. 

Pisa, 6 Novembre i88o. 



UEBER QUADRATISCHE KUGELCOMPLEXE 

UND CONFOCALE CYCLIDEN 



VON 



THEODOB RETE 

Professor an der Universitdt Strasshurg. 



I. In der neueren Kugelgeometrie erweist sich der Begriff des 
Normalen als ausserordentlich fruchtbar. Wir legen ihn den Defini- 
tionen der linearen Kugelsysteme zu Grunde, indem wir sagen: Die 
Gesammtheit aller Kugeln, welche drei resp. zwei beliebige Kugeln 
rechtwinklig schneiden, heisst ein Kugelbiischel resp. Kugelbiindel, 
und alle zu einer gegebenen Kugel (der Orthogonalkugel) nor- 
malen Kugeln bilden ein Kugelgebiisch. Zwei Kugelgebiische haben 
demnach allemal einen Kugelbiindel mit einander gemein, und drei 
beliebige Gebiische, oder ein Kugelbiindel und ein -Gebiisch durch- 
dringen sich in einem Kugelbiischel ; auch ergiebt sich leicht, dass 
zu jedem Kugelbiischel ein Biindel orthogonaler Kugeln gehort, 
und dass ein Kugelgebiisch oder -Biindel jeden Kugelbiischel ent- 
halt, welcher zwei seiner Kugeln verbindet. Auf den Begriff des 
Normalen griinden wir ferner einerseits das wichtige Princip der 
reciproken Radien (die Inversion), anderseits die Polarentheorie der 
Kugel und des Kreises*, indem wir von der Definition ausgehen: 
Zwei Punkte heissen einander zugeordnet und liegen invers bezii- 
glich einer Kugel k, wenn jede durch sie gehende Kugel zu k normal 
ist. Auch die fundamentale Theorie der harmonischen Gebilde mit 
ihren vielfachen Anwendungen lasst sich unmittelbar auf den Be- 
griff des Normalen zuriickfiihren ; denn vier Punkte eines Kreises 



♦ Vgl. Reye, Syntheiische Geometrie der Kugeln und limaren Kugelsysteme, 
Leipzig, 1879, SS 3 ^^^ 7* ^^ Folgenden citiren wir diese synthetische Kugelgeo- 
metrie mit S. K. G.; eine Italienische Uebersetzung derselbcn hat Prof Misani 
socben bei Hoepli in Mailand herausgegeben. 
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sind hamionisch, weon zwet derselben invers liegcn beziiglich i 
Kugel, welche den Kreis in den iibrigen beiden Funkten rechtwiokl 
schneidet. Bei allen diesen Satzen gelten Ebenen und Gerade a 
Kugeln und Kreise von unendlich grossen Radien. 

2. Der Begriff des Normalen liisst sich, wie in der voThin 
tirten Druckschrift gelehrt wird, auch auf lineare Kugelsysteme au 
delinen. Wir nennen nitmUch zwei derartige Systeme normal, 
das eine und folglich jedes cntweder aus Orthogonalkugeln d< 
andcrn bestelit oder durch alle Orthogonalkugeln des andcrn geh 
Von zwci zu cinander normalen Kugelgcbiischen sind demnach i 
beiden Orthogonalkugeln zu einander iiormal. Zwei Kugelbtiscbl 
sind normal , wcnn der eine durch zwci Orlhogonalkugeln des i 
dern gelit, Von zwci normalen Kugelbiindeln gchen durch ein« 
beliebigen Punkt des Itaunics zwei sich rechtwinklig schneidcnd 
Kreise (S. K. G., N. 147); die beiden Axen der Bundel krcuu 
sich rechtwinklig, und auch ihre beiden Central-Ebcnen sind ; 
einander normal. Bei dcr Di;piN'schen Cyclide tretcn ewei norm 
Kugelbiindet auf, Alle Kugeln, welche zwe! gegebcne Kugcln i, i 
UHter den schiefen Winkcln ic und Wi schneiden, liegen in zwei i 
dem Biischcl i-l-i normalen Kugelgebiischcn, und zwar bilden s 
zwei quadralische Kugelsysteme zweiter Stufe (S. K. G., N, 157] 
Eine Kugel ist normal zu jedem Kiigelbiischel oder ■Bundcl, i 
welchem sie eine Orthogonalkugel ist. 

3. In der Geometrie d(;s Raumes von drci Dimensioneo hang 
bekanntlich die Lthre vom Normalcn rait eincr singulaeren Flachi 
zweiten Grades innig zusammen, niimlich mit dem unendlich rerncfl 
imaginaeren Kugelkreise; und zwar sind zwei Ebenen oder Gerad^ 
oder eine Ebcne und eine Gerade zu einander normal, wenn j 
beziiglich dieses Kreises conjugirt sind. Ebenso ist iii der Kugelget 
nietric die Lchre vom Normalen mit einem Kugclcomp!e>:e zwettei 
Grades eng verkniipft; doch ist derselbe weder iniaginacr noch sio 
gulaer, sondarn besteht aus allen unendlich kleinen odcr < Punld 
kugeln • des Raumes. Zwei Kugeln oder lineare Kugclsvsterae oda 
eine Kugel und ein derartiges System sind, wie wir sehcn weTxIedi 
zu einander normal, wenn sie in Bezug auf diesen Complcx alld 
Punktkugcln conjugirt sind. Und gleichwie eine Schaar conrocala 
Flachen zweitcn Grades von unendlich vielcn (iniaginaeren) Ebenei 
cingehullt wird, die auch den unendlich fernen Kugelkreis bcriibren, 
so wird eine Scliaar confocaler Kugelcomplexe zwciten Grades i 
unendlich vielen (reellcn) Kugelgcbiischen eingehiillt, welche auch 
den Punktkugcl-Complex beriihren. Bci der Bc^riindung dicser meile 
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wiirdigen Beziehungen werden wir auf eigenthufnlichem Wege direct 
zu dem Systeme orthogonaler Cycliden gelangen, welches 1864 von 
MOUTARD * und gleichzeitig von Darboux ** entdeckt und seitdem 
besonders von letzterem *** vielseitig untersucht wurde. 

4. Die Gleichung einer Kugel in rechtwinkhgen Coordina- 
ten sei : 

^o(^' +/ + Z^) — 27.^X — 2X2y — 2 7.^2 + 7.4 = 0; 

wir erhalten dann fiir die Coordinaten $, r,, X^ ihres Mittelpunktes 
und fiir ihre Potenz p im Anfangspunkte der Coordinaten die Aus- 
driicke : 

;: «1 . «2 Y 2(8 7.4 

>, r *'' f ^ » P » 

3^0 «0 ag 7.0 

wahrend ihr Radius r sich aus der Gleichung ergiebt : 

r» = ;^ + r.2 -|- ^;^ _p ^^^^ ^^y = 3cJ + aj + aj — aoa* . 

Die Coefficienten a< der Gleichung wollen wir die c Coordinaten der 
Kugel > nennen, weil durch ihre Verhaltnisse die Lage und Grosse 
der Kugel bestimmt ist; wir bezeichnen die Kugel durch (ao, aj, 
^2* ^3f «0 oder kiirzer durch a. Wenn 7.^ verschwindet, so ist die 

Kugel eine Ebene, und a, , aj, aj, — a^ konncn als deren Coordi- 

naten aufgefasst werden; sind auch a,, a^ und a, Null, so liegt diese 
Ebene unendHch fern. Die Kugel ist eine Punktkugel, wenn ihr 
Radius r verschwindet, also aj + a^ + aj — ^0^4 = ist. 

5. Zwei Kugeln a, [i sind zu einander normal, wenn ihre Coor- 
dinaten a^, p, der Gleichung: 

geniigen. Sind namhch (;, r,, 2^) und (;,, r,, , ?i,) die Mittelpunkte, 
r und r, die Radien der beiden Kugeln, so schneiden letztere sich 
rechtwinklig, wenn : 

_ r» + r? = (; - ?.)' + (r, - x,)' + (i; - K,)' 
und folglich 

2(;$, +r.r,, + ^Q=/+/, 



♦ MouTARD in den NouvelUs AnnaUs de Mathimaliques, 1864, pag. 536. 
** Darboux in den AnnaUs sdenUfiques de VEcoU NormaU Sup., 1865, p. 62 
und 1866, p. 98. 

*** Darboux, Sur une classe remarquahU de courbes et de surfaces algihrqufs, 
Paris, 1873, 8". Vgl. Casey, On cyclides and sphero-quartics, in den Philos. Trans- 
actions, London, 1871. 



ist; diese Gleichung aber geht in die obige iiber wegen: 

Alle Kugeln, welche eine gegebene Kugel x rechtwinklig schneidi 
haben bekanntUch ira Centrum der letzteren die Poten; r*, wenn 
dcr Radius von v. ; auch aus diesem umkehrbarcn Satze ergicbt sie 
leicht die obige Formel. 

6. Fassen wir die Kugelcoordinaten a. als veranderUche Grossi 
auf, so konnen wir jede beliebige Kugel durch sie darstcllen. 
Gesammlheit aller Kugeln, deren Coordinaten einer gegebenen hi 
mogenen Gleichung geniigen, heisst ein Kugelcomplcx ; die gemeij 
schaftlichen Kugeln von zwei oder drei behebigen Complexcn bild* 
cine Kugclcongruenz resp. Kugelschaar, welche durch die Gleichui 
gen jener Complcxe '. dargestellt • wird. Ein algcbraischer Kuge 
complex heisst linear, quadratisch oder vom rt'" Gradc, weon scii 
(algebraische) Gleichung bezuglich der Coordinaten », vom erstei 
zweiten resp. n"" Grade ist. Beispiclsweise bilden alle Kugela a 
welche eine gegebene Kugcl fl rechlwinklig schneiden, einen linean 
Complex (5), dagegen alle Kugeln von gegebenem Radius r ui 
insbesondere alle Punktkugeln eineii quadratisclien Comple.^c {4), 

7. Ein Unearcr Complex ist nichls andcres als cin Kugelg 
biisch. Wird niinilich der Complex dargestellt durch die GlcichuDj 



50 sind alle seine Kugeln x no 
naten aus dcn Gleichungen : 



:, + « 



i der Kugel p, deren Coordi 



-2«,. 



P.= 



P, = «.. 



= — 3ffi 



sich ergeben (5). Dicse Kugel p ist die Orthogonalkugcl dnc 
dem Coniplexe identischen Kugelgebiisches und zugleich der Oi 
aller Punktkugeln desselben; in ihrem Ccntrum haben alle Kugcl 
des Complexes glciche Potenz (5), Die Ebenen des Gebiisches bildc 
eincn F.bcnenbiindel, denn sie gehen allc durch den Mittelpunkt di 
Orthogonalkugel fi. Ist Ictztere eine Ebene, also (7, = o, so hcis 
das Gebiisch ein symmetrisches und besteht aus allen Kugeln, dcre 
Mittelpunkte in dieser « Symmetric-Ebene » [5 liegen. 

S. Der lincarc Complex ist durch die Vcrhaltuisse dcr nii 
Constantcn a^ seiner Gleichung bestimmt; dlcse VerhallnJssc abi 
konnen so bcrechnet werdcn, dass der Complex durch vicr gegi 
benc Kugcln gcht. Durch vier beliebige Kugeln kann folglich cii 
und im Allgemeinen nur ein Kugclgebiisch gelcgt werden. £ii 



kugelbiindel resp. Biischcl wird durch gwei resp. drcl Itneare Glei- 
ingen dargestcllt, und ist durch drei resp. zwei beliebige von seinen 
ICugt;ln bcstimmt. Vier Kugelgcbiischc haben allcnial eine Kugel 
mit cinander gemdn; die Verhaltnisse der Coordin.iten diescr Kugel 
"'ergeben sich im Allgemeinen eindeutig aus den vier Gleichungen 
der Gebuschc, Zwei Kugelbiindc) oder ein Kugelbiischcl und ein 
Gebiisch haben folglich auch eine, und im Allgemeinen nur eine 
Kugel mit eJnandcr gemein. 

g. Die Gleichung eines quadratischen Kugclcomplexes : 
aj-f 2/7„a,z, -f 2fl„n*--h ■ ■ ■ -\-a„sl -j- 2 «„ k, a. -J- «„ «J = O 
is9t sich kiirKcr schreiben: ^dua,», =0, indcm wir die Summation 
plf die Wcrtlie o, 1, 2, 3, 4 dcr Indices i und /; erstreckcn und 
t = iT„ setzen, Dcr Complex ist beatimmt durch die Verhaltnisse. 
15 Constanten ir,,, also auch durch 14 beliebigc von seinen 
ECugcIn. Die Ebenen des quadratischen Complcxes umhiillen eine 
Ftachc zweitcr Classc, dcren Gleichung in Ebenen-Coordinaten sich 
ergicbt, wenn in dcr CompIexGlcichung »„ = gcsetzt wird (4). 
per Ort allcr Punktkugcln des Complexes ist cinc Cyclide, d. h. cinc 
■lachc viertcr Ordnung, wclchc mit jeder Kugel eine Raumcurve 
■crter Ordnung gcmein hat und somit den unendlich ferncn imagl- 
Eren Kreis zweimal enthalt. Setzt niaa in der Complexglcichung : 

^;, ^ = T. — = ^, ^ = ;'-f>,= -f (;' = :', 



I erhalt man dic Punklglelchung diescr Cyclide in der Form: 

(7(0 -f 2 (7o, ■ -|- . . , -(- rtu T,' -}- 2 aa 'l '^ -f-^TuV -{■ 

-{- 2 (rt„ -)-«,.; + u,i r, -]- a„ t) i' 4- "•> .-' = °- 

pe Gleichung eincr belicbigcn Kugel bilden wir, indem wir p' = 

F-j-Ti*-i-s' eincr Uncarcn Function von ;, 7,, ^ gleichsetzen ; da- 

durchabcr gcht die Cyclidenglcichung ijber in diejcnige cincr Flache 

zweiter Ordnung, welclie mit der Kugel cine auf der Cyclide lic- 

aide Raunicurve vierter Ordnung gcmcin Iiat. Dicse Raumcurvc 

lon in Kwei Kreise zerfiillen. Die Cyclide zerfallt in die unendltch 

■nc Ebcne und einc Flache drittcr Ordnung, wenn (?,. vcrachwindet. 

. Zwei Kugeln x, »' heissen conjugirt in Bczug auf den 

ladrattschen Kugelcomplcx ^^*'-»*'^* ~^> ^^^"" 'hrc Coordinaten 

r bilinearen Gleichung 21""''*'» = ° gentigen, Einer belicbigcn 

tUgcI X sind demnach allc Kugeln cincs Kugclgcbiischcs conjugirt, 

; nach bek,mntcn Analogiecn dic ^ Polarc • der Kugel x bc- 

felich des quadr.itiiclien Cumplcxcs gcniinnt wird ; umgckehrt moge 



z dic Polare des Gebusches heJssen. Weoa eincr Kiigel irgend zw 
Kugclo cincs Biischels conjugirt sind, so ist ihr der Buscbcl, d. I 
jedc Kugel desselben, conjugirt (i). Wegen tia. ~au andert saeh d 
Gicichung ^i^T.7.\ = o nicht, wenn die Kugeln x uod «' tn 
einander vcrtauscht werdcn ; von zwei coDJugirtea Kugchi licgt folj 
lich jede in der Polare der andern. Eine Kugel x' ist aur daan sot 
sclbst conjugirt und iu ihrer eigcnen Polare enthalten, wenn x 
deni qtiadratischen Complexe angehoit; dena nur in diesem Fal 
ist ^Uu,»'.*'. = 0. 

1 1 . Man beweist leicht (vgl. S. K. C, N. igo), dass zwci coi 
jugirte Kugeln a, k' liarniomsch getrennt sind durch die betde 
Ku^cln des quadrattschen Complcxjs, welche mit ihnen in dnci 
Kugelbii^cliel liegen; wcnn jedoch die Kugel a dem Coniplexe ai 

-gehort, so bcriihrt der Biiichel xx' in ihr den Complex, und wcn 
auch *' m dein Complcxe gehort. so geht derselbe durch allc Kugei 
des BiJschels. Die Polarc eincr Complexkugel « kann dcninach vo 
etnem den Complcx in k bcriihrendco Kugcibijschel bescliriel 
werdeni wir wollcn deswcgen sagen, diese Polare oder das sie bl 
dende Kugelgebiisch ■ beriihre den quadratischen Complex > in di 
Kugcl B, Dic Polaren von zwei beliebigen Kugeln cines Biische 
durchdringen sich in einem Kugclbijndel , die Polarcn aller Kugel 
des lctzteren aber durchdringen sich in dem Biischel (lO). Wir nei 
ncn den Biischel urd den Biindcl • reciproke Polaren > beziiglic 
des quadratischen Complexes, wcil die Polare Von jeder Kugcl d« 
einen durch den anderen geht. Ueberhaupt heisst ein Kugelsystei 
die Polare eines anderen, wenn es von den Polaren der Kugel, 
dcsselbeti eingehiillt wird. Zwei Iineare Kugelsysteme nenncn 
coDJugirt, wenn das eiiie und folglich jedes die Polare dcs andcT 
enlhalt odcr in ihr enlhalten ist. 

12. Der Coraplex allcr Punktkugelo ist ein quadratischer, ud 
je zwd zu einander normale Kugeln sind beziiglich desselben coi 
jugirt (vgl. 5. K. G., N. 195). Dcnn die Glcichung: 

repraesentirt den Punktkugel-Complex (4), und wemi: 

XyT.', 4- «il'» + X,X.', — i ('eSt'. -f- "i*'o) = 

ist, so sind die Kugeln a, x' sowohl conjugirt beziiglich dieses Com 
plexes (lo), als auch zu einander normal (5). Ucbcthaupt ist jcd 
Kugct die Orthogonalkugel ihrer Polare beziiglich dicses Comple,"<ca 
jeder Kugelbuschel ist die Polare des Bitndcls seiner Orthogonol 



Ueber quadratische Kugelcomplexe und confocale Cycliden. 247 



kugeln, und zwei lineare Kugelsysteme sind zu einander normal, 
wenn sie bezuglich des Punktkugel Complexes conjugirt sind (2, ii). 

13. Wenn die Discriminante V ± ^oo^n^^a^ss^u des quadrati- 
schen Kugelcomplexes ^a^yLi%^ = verschwindet, so giebt es eine 
Kugel a', deren Coordinaten den fiinf linearen Gleichungen : 

^«) a'o + ^rfi a'i + ^<2 a'2 + ^<3 a', + ^<i «'4 = O fiir f == O, I, 2, 3, 4 

zugleich Geniige leisten. Dieselbe ist jeder beliebigen Kugel a con- 
jugirt bezuglich des Complexes, und ihre Polare wird unbestimmt; 
denn die Gleichung 22^»°^'*'* ^^^ ^^^ ^'^^ Werthe der a, identisch 
erfiillt. Der quadratische Complex geht durch die Kugel a' und 
durch jeden Kugelbiischel, welcher a' mit einer anderen Complex- 
kugel verbindet (ii); er kann durch einen solchen Biischel beschrie- 
ben werden ahnlich wie eine Kegelflache durch eine Gerade. Man 
beweist leicht, dass jeder andere durch a' gehende Kugelbiischel mit 
dem Complexe die Kugel a' zweimal gemein hat, dass also a' eine 
€ Doppelkugel » des Complexes ist. Wir nennen diesen quadrati- 
schen Kugelcomplex einen 1 singulaeren »; die Kugelbiischel, welche 
eine beliebige Kugel a' mit den Beriihrungsebencn einer Flache 
zweiter Classe verbinden, bilden einen solchen singulaeren Complex 
(9). Auf die noch specielleren quadratischen Complexe, welche einen 
Biischel oder gar einen Biindel von Doppelkugeln enthalten, gchen 
wir nicht naher ein. 

14. Die Doppelkugel a' des singulaeren Complexes habe in 
ihrem Centrum C die Potenz — ^, sodass q das Quadrat ihres Ra- 
dius bezeichnet. Wahlen wir dann dcn Punkt C zum Coordinaten- 
Anfange, so ist (4): 

a'i = a'2 = a'8 = o und a'4 = — a'0^1 

und die Gleichungen (13) fur die Coordinaten der Doppelkugel gehen 
iiber in : 

^00 = ^04^ = ^44^'» ^.0 = ^I4^> ^20 = ^24^» ^80 = ^S4 ^- 

Wegen dieser Gleichungen aber wird der quadratische Complex 
durch reciproke Radien vom Centrum C und der Potenz q in sich 
selbst transformirt, oder mit andercn Worten: Der Complex und 
seine Cyclide sind zu sich selbst invers bezuglich der Doppelkugel 
a'. Namlich durch die reciproken Radien werden zwei Kugeln a und 
p in einander transformirt, wenn: 

«0 = ?4, ?l = ^?l, «2 = ^?», «8 = ^^», «4 = ^'?o 

ist (5. K. G,, N. 177); durch diese Substitution aber gcht die Com- 
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plexglcichuDg V,i^3[i(Zt = o wegen der vorhergchendcn Glcichunj 
in y' V(iii3i3i = o, also in sich selbst Qber, und dasiclbe gilt w 
der Gleichung: 

S». «.^. +!(=.; + «; + «! - ....) = o, 

worin > ein willkiirlicher Parameter. Siiid die iiiverse» Kugeln 
zwei Punklkugeln des Complexes, so liegcn sie auf desscn Cycli< 
und niit C in ciner Geraden, Die Cyclidc wird von jcdcr sie berul 
rcndcii Kuge!, -welche im Punktc C dic Potenz q hat und somit 
der Doppelkugcl «.' normal ist (5), in zwei inversen Punkten 
ruhrt; ibre Schnittlinie mit dieser doppclt beiijhrendcn Kugel ^ 
muss in zwei Kreise zerfallen. 

15. Die Glcichung {9) der Cyclide des singulaeren Coraplex< 
erhalt durch die obigen Werthc der On die eiiifachere Form 

a,i?+2(j„;T, + . , .+<iti<^'t 3 (a„; + (7^7. + a,.!^) (_:.' + j) + (7j,(;' + j^)'=*( 

worin p' = ;' -{- t,' -j- X^' ist. Sctzen wir f' -|- y = 2 (u ; 4- ^r -(- ^i 
so haben wir die Gleichung eincr bcliebigcn Kugel, wclche i) 
Coordiiiaten-Anf.inge C die Potenz q hat; a, b, c sind die Cooi 
natcn ihres Centrums. Die Glcichung der Cycltde verwandelt a 
dadurch in dicjenige einer Kegelflachc zwcitcr Ordnung, den 
Schnittcurve iiiit dcr Kugel auf der Cyclide liegt. Sttzen wir 1 
Discriminante dieser Kegelflache gleich Null, so erhalten wir > 
Bedingung dafijr, dass die Kcgelflache in zwei Ebenen und ji 
Schnittcurve in zwei Kreise zerfallt, dass also die Cyclide voo di 
Kugelfliiche doppelt beriihrt wird. Diese Bedingungsgleichung lcan 
leicht auf folgende Form gebracht werden: 



sie ist quadratisch fiir dic Coordinaten a , b, c dcs Kugelcentrui 
und repraesentirt miltelst dcrselbcn diejcnige Flachc zweiten Gradeu 
welche von den Ebenen des singulaeren Complcxes eingehuUt wirii 
(9). Die Cyclide wird also doppclt bcrijhrt von jeder Kugcl, dcreii 
Ccntrum auf dieser Flache zwciteii Grades liegt und welche zu dei 
Doppclkugcl des singulaeren Complexes normal ist Die Schnittlinia 
der Doppelkugel mit der Flache zwcitcn Grades ist dcr Ort eine( 



: Cyctide doppelt beruhrenden Funktkugel und heisst deshalb 
Focalcurvc • dcr Cyclide; sie iat eine Raumcurve vierter Ordnung. 
16. Reiti geometrisch ergiebt sich das ebeu Bewiescne aus fol- 
genden Erwagungen. Der singulaere Complex bestcht aus allen Ku- 
iLjelbiJscheln, welche die Doppclkugel a' mit den Ebcnen des Com- 
'lexcs, d. h. mit den Bcruhrungs-Ebenen der erwiihnten Flaclie 
■veiten Grades vcrbinden; eine Kugel aber ist Orthogonalkugel von 
drei dicser Bilichcl uud geht durch die drei Paar Punktkugeln der- 
sclben, wenn sic zu 1! normal ist und in ihren Mittelpunkte die 
Jibenen dcr drei Biischel sich schneiden. Riicken diese drei Ebenen 

Biaoder unendHch nahe, so wird ihr Schnittpunkt ein Punkt der 
ohijUungsflache ; zugleich vereinigen sich die drei Paar Punktku- 
In, und die zu «' normale Kugel bcriihrt die CycHde dcs Com- 
plcxes in zwei Punkten, welcbe bezuglich der Doppelkugcl k' invets 
liegen. 

»17. Sind '^a^^3in^ = Ci und ^(^,i»Y't = o die Gleichungen 
. irgend zwei quadratischen Kugel-Coinplexen, und ist >. ein will- 
licher Parametcr, so rcpraesentirt die Glcichung : 

'^aat.,n^-\-\'^b^t,%f, = Q oder ^ (i» -}- J ^») !(< k^ = o 

cincn dritteo quadratischen Coroplex, welcher durch alle gemein- 

^^l^aftlichen Kugeln dcr beiden erstcrcn geht. Derselbe bcschreibt, 

^^fenn A sich andcrt, einen « Btischcl quadratisclier Kugel-Complexe >; 

^^Mzterer ist durch zwci seiner Complcxc oder durch deren Con- 

^^pucnz volUg bcstimmt, und durch jede Kugel, wclche nicht in alten 

seincn Complexen enthaltcn ist, geht ein einzigcr derselben. Dic 

Kbenen der verschiedenen Complcxc des Biiscliels umhtillen eine 

Schaar von Flachen zwcitcr Classc; die Cycliden der Complexe 

bilden im Allgemeinen einen Flachenbiiichcl. 

18. Wcnn zwei Kugcln a, x' conjugirl sind in Gezug auf ir- 

^^hid zwci Complexe des Biischcls, so sind sic « beziiglich dcs Com- 
^^KxbUiichcls >, d. h. bczuglich aller seiner Complcxe conjugirt; 
^^ftin aus den Gleichungcn : 

^^■(tf» + l,i5rt)z,a', =0 und J^(aj» -f- )-!*•) *.=('* = 0, worin >., gl» 
^^Bkt 2"****'''*" ° """^ 2'**i'i*'* = 0» hicraus aber: 

Der CompIexbOschel enthiilt fijnf singulaere quadratischc Complexc; 
dic Paramctcr dersclben aind dic filnf Wcrthc von '., (iir wcSchc die 
Discrimtnante dcr Gleichung ^(<t.i ■^•'iha^^i^i, = verschwindct 
U^). Dic Doppclktigcla dicscr fUnf singulacren Complcvc sind paar- 



weise conjugirt in Bezug auf je zwei derselbcn (13) und folglich w 
beziiglicK des Complexbu^clicls. Je vicr dieser funf Doppelkug 
licgeti in cinem KugelgebO^cb , welches die Folare der funficn 
bezuglich allcr Complexe dcs Buschets. 
19, Die Complexe des Bijschels; 

V.7,..,r. + 5.(.: + .;+.!-or.,,)=0. 
wclchea ein belicbtger quadratischer Kugelcomplcx mit demjeaig 
dcr Punktkugeln bestimmt, haben alle ihre Punktkugeln mit eiiiani 
gemein) ihre Cycliden siiid folglich identisch, Einc beliebige C^^cli 
ist dcmnach der Ort aller Punkikugeln von unendlich vielen qi 
dratischen Complexen; dieselbcn bilden einen Complexbuschet, n 
unter ihnen giebt es filnf singulaere Complexe (iS). Dic ftlof Dfl 
pelkugeln der letzteren sind zu einander normal, wcil sie bestjgli 
des Complexbiischels und somit auch bezugUcb des Puoktkug 
Complexes conjugirt sind (iS); ihre Coordinaten geniigen den U 
Gleichungen : 

flo, a, + {a„ + 7) ^, + a„ 2, + a„ », + a„x, =0, 
aet »0 + ffij »1 + («ti + "'•} «1 + "n »i + «m ». = O, 
«^M «. + iu «1 + a,, a, + [aa + i) X, + rt„ a. = O. 
[(?„, — ^) 99 + (7„a(, +flM»j + «w«i + '7..«i =0. 
aus welchen sich durch Eliminirung der «^ die Gleichung (Snfl 
Grades fflr die Parameter t. der fiinf singulaeren Complexe ergiel 
Sind diese Parameter und damtt die Coordinaten der fijnf Doppt 
kugcln allc reell, .so sind vier dieser Kugeln rcell, und die fiinftc 
ein reelles Centrum, abcr einen rein imaginacren Radius. 

30. Die Cyclide sowie jeder Complex des Biischels ist in Bezi 
auf jedc dieser fiinf Doppelkugeln zu sich selbst invers odcr 
lagmatisch », kann also auf fiinf vcrschiedene Arten durcb reciprol 
Radien in sich selbst transformirt werdcn (14). lede dcr fijnf 
pclkugcln ist normal zu zwcifach unendlich viclen Kugeln, weli 
die Cyclide doppelt beruhren und in je zwei Kreisen schneidi 
der Ort der Mittelpunkle dieser doppclt beiiihrenden Kugcln ist 
Flache zweiten Gradcs, welche von den Ebenen des die Doppelku; 
enthaltenden singulaercn Complexes eingehtillt wird (15). Dic C] 
clidc hat fiinf Focalcurven, in welchen die fiinf Doppelkugeln ui 
die zugehorigen fiinf Flitchen zweiten Grades sich schneiden {ij 
Letztere sind confocal; dcnn iiberhaupt umhiillen die Ebenea 
verschiedenen Complexe des vorlicgendcn Bii;cbcls eine Schaar vi 
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confocalen Flachen zweiten Grades, welche durch die Tangential- 
Gleichung : 

^uaJ + 2^Zijaia2 + ... + 2 ^734 a, a, -f ^^^ aj 4- >. (xj + aj + aj) =0 

dargestellt werden. Die Cyclide enthalt zehn Kreisschaaren, und die 
Doppelkugeln der fiinf singulaeren Complexe sind zu den Kreisen 
von je zwei dieser zehn Schaaren normal. Die doppelt beriihrenden 
Ebenen der Cyclide umhiillen fiinf Kegelflachen zweiter Ordnung^ 
welche mit den fiinf Doppelkugeln concentrisch und von den Asym- 
ptotenkegeln der zugehorigen Flachen zweiten Grades Erganzungs- 
kegel sind. 

21. Die Polare einer Kugel a beziiglich des quadratischen Ku- 
gelcomplexes ^tf,4,a<a;fc = o ist ein Kugelgebiisch und wird durch 
die Gleichung ^an,%i%\ — dargestellt (10), in welcher die a'^ 
laufende Kugelcoordinaten bezeichnen. Fiir die Orthogonalkugel [i 
dieses Gebiisches erhalten wir deshalb folgende Coordinaten (7) : 

P* = 2 (^oO ^-0 + ^IO ^\ + ^20 ^2 + ^80 ^Z + ^40 3^4)» 

Pl = ^OI «0 + ^ll ^\ + ^21 «2 + ^31 «3 + ^41 ^i > 

{A) \ P, = ^02 «0 + ^12 «1 + ^22 «2 + ^82 3^8 + ^42 «4 , 

pS = ^03 3^0 + ^13 «1 + ^28 «2 + ^33 '^t + ^48 ^C^ , 

pO = — 2 (^04 3Co + ^U «l + ^24 «2 + ^84 «« + ^44 «4). 

Ist a eine Kugel des quadratischen Complexes, so liegt sie in ihrer 
Polare und ist zu p normal, sodass wir haben : 

Aus diesen Gleichungen erhalten wir durch Eliminirung der a^ fol- 
gende quadratische Gleichung fiir die Coordinaten p< der Orthogo- 
nalkugel eines Gebusches, welches den quadratischen Complex in 
irgend einer Kugel a beriihrt: 
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= 0. 



22. Die Gleichung [B) repraesentirt einen quadratischen Ku- 
gelcomplex, welcher zu dem gegebenen 21^'**'^* = o '" folgenden 
Bezichungen steht. Die beiden quadratischen Complexe sind reci- 
proke Polarcn (ii) in Bezug auf den Punktkugelcomplex; denn der 



eioe und folglicli jcder von tbnen wird eingehuUt von dcn Kage1|j 
biischen, deren Orlhogonalkugeln den anderen Complex bilden. 
beiden Complexe sind durch die Substitution (A) projectiv auf eiru 
der bezogen, sodass jeder Kugcl des einen cine Kugcl des anddl 
entspricht; und zwar sind zwei homologe Kugeln der Complexe cw 
jugirt in Bezug auf jeden derselben und zugleich zu einander aor- 
ma!. Ist dic Kugel ^ normal zu allen Kugcln, welclie ciner belie- 
bigcn Kugel a conjugirt slnd bezugUcli des einen Complexes, 
ist v. normal zu allen Kiigeln, welche der [i conjugirt sind bezUgUf 
des andern Complexcs; die Kugcl k ist folglich, wenn p niit i 
zusammenfallc , die Orthogonalkugel ihrer Polaren beziiglich ^fi^ 
Complexe. 

23. Die Polare der Kugel x beziiglich des Complcxes 



hat nur dann eine mit a identische Orthogonalkugel ?, wei 
Gleichungen {A) die Coordinaten [i, zu den 0* proporlional sioi 
Setzen wir aber [i, = — Xa^ fiir (=0, I, 2, 3, 4, so erhalten ' 
fiir die Coordinaten der Kugel « dieselben fiinf Gleichungen, 
chen wir schon bei einer andercn Untersuchung (19) begegnet siiri 
Daraus folgt: Nur die fiinf zu einander normalen Kugeln, in Bezil 
auf wclche der quadratische Complex nebst seiner Cyclide zu i 
selbst invers ist, sind die Orthogonalkugeln ihrcr eigenen PoUre 
Uebrigens sind diese fOnf Kugeln auch beziigtich des Complexcs {3 
die Orthogonalkugeln ihrer respecliven Polareo (22); auch die ) 
clide von (B) ist beziiglich dieser Kugcln zu sich selbst in 
ihre fiinf Focalcurven liegen auf dcnselbcn. 

24. Wenn von den beiden Complcxen ^flrt»i3!» = o und (j9 
der erstere eine Doppelkugel a' hat, also durcli einen dieselbc < 
haltcnden Kugelbiisclicl bcschrieben werden kann {13}, so wird ( 
letztere von eineni Kugelgcbiische doppelt beriihrt und kann durJ 
einen in dem Gebiische enthaltencn Kugelbiindel umschricben oder 
eingehullt werden. Der Complex (B) reducirt sich in diesen Fallc 
auf eine quadratische Kugelcongruenz, und zwar besteht cr aus d^ 
Orthogonalkugcln der doppelt unendlich vielen Gebiische, welcl 
den erstercn Complex in allen Kugeln je eines Boschcls berQhf^ 
oder viclmehr osculiren. Um diese Congruenz naher zu bestimmq 
verlegen M'ir wie fruher (14) den Coordinatenanfang in das Centr 
C dcr Doppelkugel «' und setzen demgemass: 

indem wir mit ~-^ die Fotenz von %' in ihrem Centrum Cbezeichi 



Ueber quadratische Kugelcomplexe und confocale Cycliden. 253 



Die Formeln (A) gehen dadurch iiber in : 

Pi = ^n «1 + ^21 «a + ^31 «3 + ^41 (3^4 + ^ «0)1 
Pa = ^u «1 + ^22 «a + ^sa «s + ^42 {^i + ^ «0), 

P» = ^13 «l + ^28 «2 + ^33^3 + ^43(^^4 + ^^0)» 
— V Po = ^14 «1 + ^24 «2 + ^84 «8 + ^44(2^4 + ? ^Co) = — ~ - ," 

ausserdem haben wir (21), wenn die Kugel a dem singulaeren Com- 
plexe angehort: 

= p,a» + p,a, + p3^, — 4^(«4 + ^ao). 

Durch Eliminirung der a< erhalten wir hieraus die beiden Gleichungen 
der Congruenz : 



= 0. 



p- = q und 
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Zufolge der ersteren Gleichung haben alle Kugeln der Congruenz 
im Centrum der Doppelkugel a' die Potenz ^, sind also zu a' nor- 

(3 '^ 3 \ 
^, — , j-^j 
t^o Po Po / 

auf der Flache zweiten Grades, welche von den Ebenen des Com- 
plexes y^ait,^i7j, = o eingehiillt wird. Der Complex {B) reducirt sich 
folglich (15) auf die Congruenz derjenigen Kugeln, welche zu der 
Doppelkugel des singulaeren Complexes ^^(^«,^^ = normal sind 
und die Cyclide desselben doppelt beriihren. 

25. Die Polare einer Punktkugel (c,, x,, ?[,) beziiglich des be- 
liebigen Complexes ^aij,(Xi<Xj, = o hat cine Orthogonalkugcl, welche 
dargestellt wird (4, 21) durch: 

(/Too + ^io-i + ^20^^.1 + ^30^1 + ^4or?) + (^oi + ^n M + . . . + ^4ip?) l + 

+ (^02 + ^n?! + . . . + ^42??)'^' + (^03 + aizll + . . . + /l43??)^ + 

+ {a^ + /7,4^, + . . . + /744??)?' = o, 

wenn p^ = ;J + "^«i + ^i und p' = ;^ -|- "^' + ^'« F^r die Polarebene 
des Punktes (;,, r.,, ?!,) bezuglich dieser Kugelflache ergiebt sich 
hieraus die Gleichung: 

2/7oo+^oi(3;i+;) + ...+2/Io4(?? + $i;+ya'yi + ^i^)+^ii$i(;i + S) + 

+ ^i2(;i')0 + 2;iXi + ;r.,) + ... +/7,, [??(?:, + ?;) + 2?:, (;,; + Yii7i + j;,?;)] + 

+ 2/744??(ci$ + r„7i + ?;i?;) = o. 
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Dieselbe Gleichung aber erhalten wir flir die Polarebene des Punktcs 
(^ij ^ai ^i) bczuglich der Cyclide des Complexes, welche dargestellt 
wird durch : 

^00 + 2^-01; + .. . + 2^o4p' + ^ii^' + 2^,2;r, + .. . +^8»^* + 

Die Polarebenen des Punktes (;,, r.,, X,^ bezughch jener Orthogo- 
nalkugel und dieser Cyclide sind folglich identisch. Wenn insbe- 
sondere der Punkt auf der Cyclide liegt, so ergiebt sich : Die Po- 
lare einer Punktkugel (;,, r., , ?[,) des quadratischen Complexes 
beziiglich desselben hat eine Orthogonalkugel, welche die zugehorige 
Cyclide in Punkte (;,, r,, , J[,) beriihrt. 

26. Wir wollen nunmehr in den Gleichungen der N. 21 setzen: 

^u + ^^, ^aj + ^, ^38+^» ^04 — -T statt resp. ^„, ^22» ^m, ^^\ 

wir erhalten dann einerseits einen Biischel von quadratischen Ku- 
gelcomplexen, deren Cycliden zusammenfallen, namlich: 

21^&^'^* + ^{^^ + A -{-^l— ^©3^4) = o, 

anderseits eine c Schaar » quadratischer Complexe, welche durch 
die Gleichung; 

= 
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dargestellt wird. Der Punktkugel-Complex ist sowohl in dem Bii- 
schel als auch in der Schaar enthalten , denn fiir X = 00 gehcn die 
beiden Gleichungen iiber in : 

a; + a? + aj — aoa,=0 und ^! + P5 + 1^5 — Po?4 = O. 

ledem Complexe des Biischels entspricht in der Schaar seine Polare 
beziiglich des Punktkugel-Complexes. 

27. Die Complexschaar (5,) wird eingehiillt von den doppelt 
unendlich vielen Kugelgebiischen, deren Orthogonalkugeln sich auf 
die Punkte der CycHde des Biischels reduciren (22); die Kugeln, in 
welchen ein beliebiges dieser Gebiische die Complexe {B) beriihrt, 
bilden einen Kugelbiischel, indem sie (25) die Cyclide des Complex- 
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biischels in der Punktkugel des Gebiisches tangiren. ledes andere 
Kugelgebvisch wird von einem einzigen Complexe der Schaar be- 
riihrt (vgl. 17). Diejenigen fiinf Complexe der Schaar, welche den 
singulaeren Complexen des Biischels entsprechen, reduciren sich auf 
quadratische Kugelcongrucnzen; sie bestehen aus den Kugehi, welche 
die Cyclide des Biischels doppelt beriihren und zu je einer von den 
Doppelkugeln a' der liinf singulaeren Complexe normal sind (24). 
Die fiinf Focalcurven dieser Cychde sind der Ort aller Punktkugeln 
von je einer der liinf Congruenzen. Die Complexe der Schaar und 
ihre Cycliden sind bezUglich der namlichen fUnf Kugeln a' zu sich 
selbst invers, wie die Complexe und die Cyclide des BUschels (23). 

28. Die Gleichung {B^ ist fUr den Parameter \ von vierten 
Grade; durch eine beliebige Kugel ^ gehen deshalb vier Complexe 
der Schaar. Das KugelgebUsch, von welchem [i die Orthogonalkugel 
ist, wird folghch von vier Complexen des Buschels berUhrt, und 
zwar ist das GebUsch in Bezug auf jeden dieser vier Complexe die 
Polare der zugehorigen BerUhrungskugel. Die vier BerUhrungskugeln 
sind demnach paarweise conjugirt in Bezug auf je zwei der vier 
Complexe, also auch bezUghch des CompIexbUschels (18); sie sind 
folglich zu einander normal (19) und bilden mit (i zusammen eine 
Gruppe von funf zu einander rechtwinkligen Kugeln. Auch die vier 
KugelgebUsche, deren Orthogonalkugeln sie sind, sind somit zu 
einander normal, und da sie die vier durch fi gehenden Complexe 
der Schaar in ji berUhren, so konnen wir sagen: Die.vier durch eine 
beliebige Kugel (i gehenden Complexe der Schaar [B^ sind in ^ zu 
einander normal. 

29. Ist (i eine Punktkugel, so ist von den vier durch ^ ge- 
henden Complexen der Schaar [B^ einer der Punktkugelcomplex, 
und die Polare von ^ bezUglich desselben hat eine mit fi zusammen- 
fallende Orthogonalkugel. Die Orthogonalkugeln der Polaren von fi 
bezUglich der Ubrigen drei Complexe schneiden sich rechtwinklig im 
Punkte ^, und weil jede von ihnen die Cyclide des zugehorigen 
Complexes in (i beruhrt (25), so ergiebt sich: Die drei durch einen 
beliebigen Punkt B gehenden Cycliden der Complexe (5,) schneiden 
sich rcchtwinklig in (i. Die sammtlichen Cycliden der Schaar [B^ 
bilden demnach ein System orthogonaler CycHden, und zwar ein 
bcliebiges, weil eine dieser Flachen nebst dem zugehorigen Com- 
plexe willkUrlich angenommen werden kann (21). Nach DuPlN's 
Thcorem schneiden sich die orthogonalen Cycliden in ihren KrUm- 
mungslinien, und letztere sind folglich algebraisch. FUnf dieser or- 
thogonalen Cycliden reduciren sich auf sphaerische Raumcurven 
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vierter Ordnung, namlich auf die Focalcurven dcr Cyclide des Com- 
plexbUschels (27); drei andere zerfallen in die unendlich feme Ebene 
und Flachen dritter Ordnung (9). 

30. Wir erhalten die Gleichung der orthogonalen Cycliden in 
einer von der DARBOUXschen ganz verschiedenen Form, wenn wir 
in (iffi) einsetzen: 

P, = %l. p, = PoT., % = .2o?:, ?, = ?o(? + r.* + r:) = Pof'. 

Um jedoch zu zeigen, dass diese Gleichung den Parameter >. nur 
im dritten Grade enthalt, multipliciren wir die zweite Zeile der Dc- 
terminante {B^ mit po und addiren zu ihr die mit resp. — >., Pi, 
Pa» p3> ?4 multiplicirte erste, dritte, vierte, funfte und sechste Zeile, 
verfahren sodann ebenso mit der zweiten Colonne. Die Gleichung 
(iff,) geht dann tiber in: 
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= O, 



wenn zur AbkUrzung gesetzt wird : 



« = 21 ^'Jt ?.• %y ^U = ^iO ?o + ^n ?i+ . . . + ^.-4 ?4 



und 



j^o'^ — ,^i I {^2 ~r 1^3 — po r'*. 



Q o 



Setzt man in diese Gleichung die obigen Werthe von ,3,, p,, p,, ^^ 
ein, wodurch r^ = wird, so verwandelt sie sich in folgende, fur a 
cubische Gleichung der orthogonalen Cycliden : 
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— 1 ;=0, 



wonn 



r.2 



Z; = rt^oo + 2 ^oi ^ + . • • + 2 ^34 ^?" + <J^44f 
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und 

^.- = ^.0 + ^iX l + ^i^'^^ + ^.-3 ^ + ^rt f ' 

ist. Da dieselbe bekanntlich nur reelle Wurzeln 1 hat, so sind die 
drei durch einen reellen Punkt gehenden Cycliden dieses Systemes 
alle drei reell. Werden die a^ und damit auch v^, gleich Null gesetzt, 
so repraesentirt die Gleichung {€) eine Schaar confocaler Flachen 
zweiter Ordnung, von welchen eine (z/ = o) beliebig angenommen 
werden kann. 

31. Zu den orthogonalen Cycliden des Systemes (C) gehort 
auch die Cyclide des Complexbiischels 

21 ^•i- ^. ^t + ^(^? + ^5 + y-l — ^o ^i) = o. 

Dieselbe wird namlich dargestellt durch die Gleichung z/ = O; und 

da — — v der Coefficient von a' in der Gleichung {C) ist, so geht 

letztere fiir X = (X) iiber in z/ = 0. Vertauscht man die Cyclide v = o 
mit irgend einer anderen des Systemes, so erhalt man statt der 
Schaar (Bi) zu einander normaler quadratischer Complexe eine an- 
dere Schaar (B'); das zu letzterer gehorige System orthogonaler 
Cycliden ist aber mit dem friiheren identisch. Die beiden Systeme 
haben namlich zunachst jene beiden Cycliden mit einander gemein, 
dann aber auch jede dritte, weil diese die beiden ersteren in je 
einer Krlimmungslinie rechtwinklig schneiden muss. Mit einer Cy- 
clide sind ja auch ihre Kriimmungslinicn gegeben, und durch jede 
derselben kann (29) ein Biischel von Cycliden gelegt werden, von 
welchen aber nur eine zu der ersteren Cyclide orthogonal ist. Weil 
demnach das System aus jeder seiner Cycliden ganz ebenso wie aus 
der ursprunglich angenommenen v = o abgeleitet werden kann, so 
ergiebt sich (29): Die orthogonalen CycHden sind confocal und 
haben die fiinf ausgearteten Cycliden des Systemes (C) zu gemein- 
schaftlichen Focalcurven. 

Strassburg, den as October 1880. 
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ALCUNI TEOREMI 

SULLE FUNZIONI DI UNA VARIABILE COMPLESSA 



DI 



ULIS8E DINI 

Profcssorc iicUa R. JjnivcrsUa di Pisa. 



I. II teorema < sulla esistenza di una funzione di una variabile 
: complcssa :i finita continua e monodroma in tutto il piano^ che di- 
^. viene infinitesima soltanto in punti dati arbitrariamente, ma dei 
» quali ne cade soltanto un numero finito in ogni porzione finita del 
1 piano :;;^ > fu dato per un caso particolare, ma molto importante, dal 
prof. Betti nel vol. III degli AnnaU del TORTOLINI, pag. 82. 

II caso considerato dal Betti e (Jliello in cui gli infinitesimi 
sono del primo ordine, e le distanze dei loro indici non scendono mai 
al disotto di una certa quantita J; Weierstrass poi dette il teo- 
rema pel caso generale nelle AbhandUingen dcr Berl. Akad. dcr JVis- 
scnschaften pel 1876. 

II Betti, facendo i suoi studi sulle funzioni di una variabile 
complessa con speciale riguardo alle applicazioni che egli voleva farne 
alle funzioni Jacobiane ed ellittiche, non estese il suo teorema al caso 
generale; pero bastava fare una leggiera modificazione al processo 
seguito per ottenere la dimostrazione generale. 

Ci6 risulta chiaramente da quanto espongo in questo paragrafo. 

SMndichino con a^, a^,..., a,,,... i punti che noi vogliamo 
prendere come infinitesimi di una funzione monodroma finita e con- 
tinua, e siano 7//^, ;w, ,..., ;;/„,... gli ordini di questi infinitesimi. 

Escludiamo il caso in cui questi punti siano in numero finito, 
perche allora la funzione c subito costruita, e supponiamo natural- 
mente (dietro la condizione posta sopra) che sia lim a„ = o; e pel 
caso che questi punti a^, a^,... costituiscano una serie doppiamente 
infinita, intendiamo che essi siano aggruppati con leggi determinate, 
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€ poi siano riuniti in un solo i fattori o i termini, corrispondenti ai . 
punti dei vari gruppi, nei prodotti infiniti o nelle serie che avremo 
da considerare. 

Ammesso allora dapprima che nessuna delle quantita a^, ^y^,... 
sia zero, incominciamo dall' osservare che volendo costruire una fun- 
zione che si annulla soltanto per ;^ = a^ , «^ , . . . , «„,... degli ordini 
m^, /Wj,..., ;;/„,..., la cosa piu naturale e quella di costruire subito 

il prodotto infinito n j i ^ j ; ma questo prodotto non sara or- 

dinariamente convergente, come non lo sara la serie dei logaritmi 



V„,,Og(.-|). 



S* intende per6 che se ai fattori di questo prodotto si aggiun- 
gono dei fattori esponenziali e " ■ ^ ove <p„ {::^ e una funzione intera di 



:;;, in modo da ridurlo airaltro nl i ^j c " , potra darsi che 

e la serie corrispondente 2I}m„logji ^ j -}-9„(0 si 



esso 



siano conver- 



genti, incondizionatamente e in ugual grado, in ogni spazio finito 5 
che non comprende punti a„, insieme alla serie delle derivate 

e allora, per noti teoremi generali, e certo che il prodotto m^desimo 
sara una funzione di :;^ che soddisfa alle condizioni volute. 

Ora, per vedere se e come possono sempre determiharsi le fun- 
zioni o„(:;^) in modo da far si che le serie 

(I) 2J"'-iog(i-^) + ?-(o}. 

(2) 2!-7^ + ?'.(0i 

convergano incondizionatamente e in ugual grado in ogni spazio 
finito che non comprende punti a„, osscrviamo che, qualunque sia 
il valore finito di 7^ che si considera, e qualunque siano le funzioni 
^ni,^ che poi saranno scelte, le nostre serie potranno decomporsi 
ciascuna in due parti Tuna delle quali sia finita, e Taltra sia una 
serie nella quale le quantita a„ che vi figurano hanno moduli su- 
periori a quello 'di 7^'^ e basterk evidentementc limitarsi a considerare 
queste ultime parti. 
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Ora, se mod — <* i, si ha: 

^n 
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I— ^-) = — -:^u_Ji^_... 1 ,j <^ 



>. 






(/>- 


-i)»r' 




-! -.P-I 



essendo i/^, e v quantita i cui moduli, qualunque sia il numero p che 
si prende, sono inferiori a numeri finiti \jJ e v' che possono riguar- 

darsi anche come indipendfenti da :r e da a„ se mod— h discosto 

da I piu di un certo numero -/;; dunque le funzioni 9„(;j) dovranno 
essere determinate in modo che le serie 

(3) t-»'\t + f;-i+--+jff^)-»'-'f.(T + 9.k\. 

risultino convergenti incondizionatamente e in ugual grado nella 
porzione di piano s che si considera, quando, come supponiamo, 
queste serie incominciano dai termini pei quali mod a^ > mod :;^, e 

megho anche mod — <;i — vi, essendo r^ diverso da zero. 

Nel caso del prof. Betti, avendo egli anticipatamente dimo- 

strato che le serie ^— sono sempre convergenti incondizionata- 

^H 

mente per </ >2, e talvolta anche per q = 2, bastava evidentemente 
prendere p = 3 nelle formole precedenti, e prendere poi per 9,(^) 
convenienti funzioni di primo o di secondo grado, le quali, distrug- 
gendo i termini coi divisori a,, e a^, riducevano subito convergenti le 
serie (3) e (4) *. E in certi casi poi bastava anche aggruppare conve- 
nientemente i termini della serie, per distruggere quelli che avrcb- 



♦ II Betti considcrava soltanto Li serie (3) pcrchi coi processi d'allora 
non ci si preoccupava della scrie dellc derivate^ 
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bero potuto portare la divergenza, e allora si poteva anche prendere 

Limitandosi cosi al caso di p non superiore a 3, il Betti ha 
limitato il suo teorema; nia se avesse lasciato che il ^ potesse anche 
superare il 3 e anche variare con 7/, il teorema, colle poche osser- 
vaziohi che ora faremo, sarebbe stato dimostrato fin d'allora pel 
caso generale. 

Si ammetta infatti che i numeri ^, che ora indicheremo con 
^,,, possano anche variare nei singoli termini della serie determinan- 
doli convenientemente ; e mentre questi numeri p^ dovranno deter- 
minarsi per ogni termine delle serie (i) e (2) e indipendentemente 
da :;;, si ammetta pero ancora, come gia del resto dicemmo, che le 
serie (3) e (4) incomincino soltanto da quei termini pei quali con 7^ 

compreso nel campo s che si considera si ha mod -'^- <; i — » y.. 

Si osservi poi che, dopo di avere fissato a piacere il numero 
Y., e certo che corrispondentemente a ciascuno dei punti a^ , a^ , . . . 
o dei termini delle serie (i) e (2) si pu6 determinare un numero ^,. 
talmente grande che il prodotto w;„(i — 7,)''«, o la somma dei pro- 
dotti corrispondenti ai termini che si debbono riunire onde seguire 
le leggi di aggruppamento delle quantita a^^ a^,... a„... stabilite 
in principio, sia inferiore al termine corrispondente di una serie 
convergente a termini positivi; e noi determineremo, appupto con 
questa condizione, i numeri ^„ per ogni termine delle serie (i) e (2). 
AUora, determinate in questo modo le ^,, per ogtiimo dei termini 



Jv 



delle serie (i) e (2), si vede chiaramente che le parti w;„u^.-^, 



7 " 



V ;;/^ v-^^ ■ delle serie (3) e (4) quando s' incomincino ai termini pei 






quali in tutto s si ha mod-^ <^i — y. convergono incondizionata- 



a„ 



Tnente e anche in ugual grado entro 5. D'altra parte e chiaro che 

se nelle serie (i) e (2) prendiamo in ogni termine 9„(;;) = ^''n2d "V 

ovc le p„ hanno i valori ora determinati, le serie stesse (i) e (2) 
per ogni campo s possono ciascuna scomporsi in due parti una delle 
quali c finita e Taltra e tale che, quando - c entro 5, per i suoi 

termini si ha appunto mod — < i — y., e quindi per essa si ha con- 

vergenza incondizionata e in ugual gradoj dunque si puo ora evi- 
dentemente concludere che altrettanto accade delle serie medesime 
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(i) e (2) quando si prende ?«(:() = w^ 21 ri ^ ^" conseguenza il 

prodotto llji ~\^ ' ^" r^ippresenta appunto la funzione 

cercata. 

L'arbitrarieta poi che si ha nella scelta del numero yj e nclla 
determinazione dei numeri p„, e la circostanza che moltiplicando la 
funzione ora ottenuta per un fattore esponenziale ^?^*', ove <p(:;^) e 
una funzione intera di :(, restano ancora soddisfatte le condizioni 
precedenti, ci portano anche a concludere che delle funzioni cercate 
ne esiste sempre un numero infinito, che evidentemente non possono 
differire Tuna dairaltra che per un fattore che, dovendo essere una 
funzione monodroma finita e continua in tutto il piano senza infini- 
tesimi a distanza finita, c necessariamente una esponenziale della 
forma ^1"^ essendo J^(:() una funzione intera. 

Infine Tesclusione che abbiamo fatta dell' infinitesimo :;; = o 
pu6 togliersi subito perche, trovata la funzione che corrisponde agli 
altri infinitesimi col processo precedente, moltiphcandola per '^ se i 
e Tordine deUMnfinitesimo :;; = o, si ottiene subito la funzione che 
ha tutti gli infinitesimi dati. 

2. Considerazioni che hanno con queste una grandissima ana- 
logia mi hanno condotto a dimostrare il teorema del sig. MlTTAG- 
Leffler € sulla esistenza di infinite funzioni monodrome e continue 

> in tutta il piano che ammettono soltanto infiniti di dati ordini m^^ 
>/;/^,..., m^,... in punti dati ad arbitrio a^, ^^,..., ^n,... ma che 
i> soddisfanno alla solita condizione che di essi ne cade soltanto un 

> numero finito in ogni porzione finita del piano :^; e neiripotesi 

> che nello sviluppo della funzione per frazioni semplici siano dati 

> arbitrariamente tutti gli elementi che nell' intorno dei punti d' in- 

> finito determinano le parti della funzione che divengono infinite 

> insieme ad alcuni termini delle parti che restano finite. > 

In altre parole, se la funzione che si cerca, neirintorno del 
punto dMnfinito a,^ d'ordine ;//„, deve prendere la forma 






- — j„ u— ^J' (;:— ^«) 

ove v.\{:i) neirintorno del punto a^ ha il carattere di una funzione 
intera, s*intende che insieme ad a^ e insieme a w„ siano dati i coef- 
ficienti A„i, -rJ„.o,..., A„ „, e siano dati i primi q^ coefficienti nello 
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sviluppo di '<.i\{x^ sotto la forma 

5,,,» 4- 5... k - fl„) + 5„, (^ - rt,r + . • . + S..„, -. (^ - «„)"""' + 

+ 5„,,„(;:-a,)^-+... 

Per dimostrare completamente questo teorema, noi incomin- 
cieremo dal considerare il caso in cui pei vari punti d'infinito a,, 
sono dati soltanto i loro ordini d'infinito, e i coefficienti -4„,i, 
-^i.,2,..-, -^»,m ; e per questo osserveremo che la cosa piu naturale 
sarebbe quella di incominciare col considerare la serie 



^"•' +7r^ + ---+ ^ 



n,m^ 



estesa ai vari punti d' infinito a^, ci^y..., a„^ riuniti o no in gruppi 

secondo leggi determinate; per6 questa serie non 6 ordinariamente 
convergente. 

Conviene dunque cambiare i suoi termini in modo da avere 
la convergenza incondizionata e in ugual grado per essa e per la 
serie delle derivate in ogni campo finito che non comprende punti 
i/j , a^,..., a,,,... senza perdere la proprieta che ora hanno i vari 
termini di divenire rispettivamente infiniti nei punti ^^ , rt^ , . . . , a„,...; 
e per questo e naturale cercare se ci6 possa ottenersi considerando 
invece la serie 

(5) 2;!T#^+p^+---+-^^+?»d. 

ove 9rt(:() e una funzione intera di j^ che deve determinarsi conve- 
nientemente. 

Ora, per vedere se e come questa determinazione possa farsi, 
osserviamo prima in generale che se modi^^^modrt, si ha: 



-H) 



con 



lA - '■('■ + 0('- +_2) •••('' + Pr:j) 
^^"^ 1.2.3...;, 

e siccome, se :( h un numero il cui modulo ^ compreso fra quelli 
di ;;^ e di a, si ha: 



-d|.-v V + ^^,^^ +...!<, j(;); +(;-);■ + . • . 
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ovvero . / :^' V' 

«"od j(r), v + (;-W, l^' + • . -j < — ^4\ . 

ove 1^1 c il modulo di -^ , e a e il limite superiore dei moduli 

di (/•),( 2, 1 per l^^p ed c certamente finito perche la serie ^SW^-r-l 
e convergente, cosi si potra scrivere : 

— - — =i — ' I + (r), - + (r),-\ + . . . ^ (d.--i^ + >.. / / . ' , 

essendo \^' un numero il cui modulo non supera quello di a e 
quindi neppure quelli dei numeri (r)J-;^ j per i^p. 



Similmente si trovera: 






(/ I I ^ I " "^'^' ll'' I 

ove le [A^j hanno i moduli inferiori a quelli dei prodotti /(r),[ A j 
per /^/); quindi se poniamo per abbreviare: 



^... «,i ^» /7 » 

71 -"»■ 1 • / \ .^^11.2 /_\ -'^»».3 , . / V •■•'■■„ 

1 iJ,,-. = — — i- (2).-. -T+T — (3l-i -ITTr + • • • = ('"..).-. ^r=ri ' 



la parte della serie (5) chc proviene dai termini pei quali 
modfl„> mod;;^, potra porsi sotto la forma: 

\\n jL.n-Jun -''-i- 4-« w-i^. _J (^..1^,.,' , ^...,a:.. , 

^■■■+^K0+-'^^ 
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c se An e il massimo dei moduli delle A^x, -4„.2i-.- ^».1,., e V,,,' 
e il massimo di quelli delle }.i,j', /^,*'»»-. si potra scrivere 



,,.„.-. + Mj|j(£)' + ,.„ 



essendo >« una ''''quantita il cui modulo e inferiore ad uno, ed e 
anche piccolo a piacere quando il modulo di a^ e abbastanza grande ; 
e similmente quella parte della serie derivata della (5) che proviene 
dai termini pei quali mod^„>mod;^, si potra scrivere 

ove [//„,,' e il massimo fra i moduli delle quantita y.i,,', y.^;..',... 
p-«.„.*'i e [A^ e una quantita il cui modulo e inferiore ad uno, ed e 

anche piccolo a piacere se a„ e abbastanza grande. 
Prendiamo ora ad esaminare le serie 



(9) 



^ i_/nU;^ -^ ^ii\ U/ ' 

\ci.h V^'A 



formate con.parti dei termini delle (7) e (8) per :;; compreso in un 
certo campo finito 5, ammettendo che queste serie incomincino da 
quei termini pei quali, con :;^ compreso in questo campo, si ha sempre 

mod — <; I — r, , essendo r, numero fisso diverso da zero ; e osser- 
cin 

viamo intanto che , essendo "^- = -^ -- , se si prende r' = — 

a„ a,. X. *^ ^ I — r„ 

con r., <;y., per es. r,i=--, si verra a soddisfare alla condizione 

mod ;; <; mod :;;^' <; a„ , e al tempo stesso si avra mod ^-<i — r/ 

con r/ diverso da zero. 

I 
Si aggiunge che, siccome quando - == le quantita )/„ / 

sono inferiori al massimo dei numeri (r),(i — r.j)' per t^p c r= 1, 
2,..., in^, o al limite superiore dei numeri (/;/„),(! — r,)' per /^/>, 
e ley„,-' sono inferiori al limite-superiore dei numeri t{jn,),{i — r.,)'"' 
per t ^py basta osservare che questi numeri 

K)r(i— T,)', t{m„),{i — r,y-' 
tcndono a zero al cresccre indefinito di / per concludcre che in 
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ogni termine della serie (5) le p potranno prendersi sempre tal- 
mente grandi che 1 numeri [m^^[i — r.i)', f (;//«), (i — Ti)'"' per t^^p 
siano inferiori a un numero finito c; e allora h certo che le >.',..' 1 
;a'„ ,' nei termini che ora noi consideriamo delle (6) o (7) saranno 
inferiori allo stesso numero c, Oltre a ci6 prendendo questi numeri 
p abbastanza grandi si pu6 anche soddisfare alla ^condizione che in 
ogni termine della (5) il prodotto A\{i — r,y"\ o la somma dei 
.prodotti corrispondenti ai termini che devono riunirsi nella (5) per 
fare T aggruppamento gia stabilito in principio, sia inferiore al tcr- 
mine corrispondente di una serie convergente a termini positivi; 
dunque, determinate le p in questo modo per ognuno dei termini 
della serie (5), e certo che le serie (9), per :;^ compreso nel campo 
j, quando i loro termini incominciano dai valori di n pei qualisi ha 

sempre mod — <; i — v; , . . . , sono convergenti incondizionatamente 

e in ugual grado entro 5. 

Ma determinate in questa guisa le p per ogni termine della 
serie (5), e formate poi le corrispondenti j5o, Bi,... 5p~i per mezzo 
delle (6), niuno ci impedisce di prendere in ogni termine della (5) 
?H (;:) = — 5o — 5, - — ^2 :;:- — ... — 5,._i -^'- \ e allora la serie (5) e 
la serie corrispondente delle derivate, per :^ compreso nel solito 
campo 5, si scompongono in una parte finita, e in un altra per la 

quale si ha mod -^ <^i — r. , . . . e questa viene ad essere appunto 

la prima o la seconda delle serie (9) che abbiamo visto ora essere 
convergenti, ecc. ; dunque si pu6 ora evidentemente asserire che la 
serie (5) quando vi si prenda: 

?•» (x) = — -^o — i>\\, — i^i\. — • • • — -^/j-i "^ » 

e i numeri p siano determinati nel modo indicato sopra, rappresenta 
una funzione di 7 che soddisfa alle condizioni volute. 

L*arbitrarietk poi che si ha nella scelta dei numeri r, e r., , e 
nclla determinazione dei numeri p, insieme alla circostanza che le 
condizioni che si richiedono per la nostra funzione continuano ad 
essere soddisfatte anche se alla funzione trovata si aggiunge una 
funzione intera qualsiasi, ci portano ad affermare che delle funzioni 
cercate ne esiste un numero infinito che evidentemente non possono 
differire Tuna dairaltra che per una funzione intera; talche il teo- 
rema del sig. Mittag-Leffler 6 cosi dimostrato pel caso che pei 
punti a^ siano dati soltanto i coefficienti A„,\y -^«.2»-». A„^^^. 

Aggiungiamo che il processo precedente non si applicherebbe 
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al termine della serie (5) nel quale fosse a^ = o, quando il punto 
zero fosse un infinito, ma cid evidentemente non h di alcuno osta- 
colo per le nostre conclusioni, poich^ un terhiine finito in una serie 
non ha influenza sulla convergenza della serie medesima. 

3. Dimostrato cosi il teorema di Mittag-Leffler pel caso 
che siano dati soltanto i coefficienti yf„,t, -^«,21. •• -^...m per ogni 
punto dMnfinito ^^, si pu6 trattare subito anche il caso in cui sono 
dati al tempo stesso anche i coefiicienti 5^,0, J5„,i,... 5«.,„-i di q^ 

termini della parte intiera dello sviluppo neirintorno di a^\ giacche 
si trova subito che la funzione cercata risulta ora dal prodotto di 
una qualunque delle funzioni intere 5(;^) che divengono infinitesime 
degli ordini q^^ (/a,^.^ J«f... nei punti a^, rt^,... rt„,... moltiplicata 
per una funzione o(;() che diviene infinita degli ordini w^, + 5^, r 
;;/j -|" ?2>' ••) ''^« + (?«»••• negli stessi punti, e che pu6 costruirsi coi 
processi del paragrafo precedente, poiche per essa vengono ad esser 
dati soltanto i coefllicienti relativi alla parte frazionaria dello sviluppo 
neirintorno degli stessi punti. 

Supposto infatti che 0(:() sia una funzione che si annulla nel 
punto a^ e deirordine q^^ e soppressi gli indici n per semplicita di 
scrittura, avremo : 

9 (0 = k - «)' ( A^o + Af , (^ - d) + M, (v - ")' + • .-. + A^- . (.-«)"- + 
+ A/„ (^ - aY + . . + M^^, (^ - rt)-+' + . . .) 

ove A/^, A/, , Af, ,... saranno quantita determinate, e A/g sara diffe- 
rente da zero; e se si determina ima funzione o(;;) per la quale s» 
abbia nell' intorno di a : 

/. X "' j_ "-' I 1 "7 _r_ "h-' I 

''^^''~- — <z ' (:c — «/ (^ — «)■' k — «)'^ 



allora, eseguendo il prodotto ?(:;;;) 0(;;^), si vede subito che onde nel- 
Tintorno di a esso si comporti come la funzione cercata, cio6 sia 
della forma: 

^' ^% , . . . , , ^"' . ^ Bo * 5. (;c - ^) * • • • * 5,., (;^ - a)^-' .... 



ove ^, , -^2,... ^J^, 5o, 5,,... 5,^_t sono i coefficienti dati relativi 
al punto «, basta che per le P,, P,>,... P,;,... Ph.-h siano presi i 
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valori che risultano dalle seguenti equazioni : 

•^-^ m-\-q-l J^ «i-j-5 -[" ^*^m-\-,j-2'^ tH-\-q-l 'j * • • "1" -^/ -^ 1 = ^'/-1 9 

dunque poiche, essendo Mq diverso da zero, queste equazioni danno 
sempre valori determinati per le Pi, Pj,..., Pm-f^» si conclude, come 
volevamo, che determinati con queste equazioni pec ogni punto a, , 
^2,... ^„,-^« i valori corrispondenti delle quantita P, e costruita poi 
coi processi del paragrafo precedente o in altro modo la funzione 
o(:;;^) cui queste quantita sono relative, il prodotto 9(:c)^(x) ^^^^ 
una funzione che soddisfa alle condizioni volute, talche il teorema 
di Mittag-Leffler pu6 dirsi ora completamente dimostrato. 

E evidentemente anche in questo caso si hanno infinite fun- 
zioni che soddisfanno alle condizioni volute, e queste funzioni differi- 
scono Puna dalFaltra soltanto per funzioni intcre che nei punti rfj, 
rto,..., a„,,,, divengono infinitesime degh ordini </,, y.,... </,. ,... . 

4. Osserviamo poi che nella dimostrazione fatta nel paragrafo 
precedente non si esclude che alcuni dei numeri lUi, vii,.,. tfi^,,.. e 
alcuni dei primi coefficienti B corrispondenti siano uguali allo zero, e 
che in conseguenza i punti corrispondenti /7|, ^j,... ^„,... invece di 
essere infiniti siano infinitesimi, o piu generalmente in essi la funzione 
sia finita e prenda valori dati ad arbitrio insieme ad alcune delle sue 
derivate; per6 nel caso degli infinitesimi il numero q corrispondente 
dcve essere preso superiore almeno di una unita alfordine / d'infi- 
nitesimo della funzione cercata nel punto cui esso si riferisce, e il 
relativo i?,, se non c dato, pu6 prendersi a piacere purchc diverso 
da zero onde le quantita corrispondenti P, , P...... non vengano tutte 

cguali allo zcro, e la funzione o(:;^) possa ancora determinarsi coi 
processi del § 2. Da ci6, osservando che i nostri processi non esclu- 
dono che le funzioni O(-) e o(:^) vengano ad avere anche altri infi- 
nitesimi, si deduce subito anche il teorema che dice che « esistono 

> infinite funzioni monodrome c continue di cui sono dati arbitraria- 

> mcnte i punti d'infinito e alcuni di quelli d' infinitesimo insiemc ai 

> loro ordini, e insieme talvolta ad alcuni punti nei quali la funzione 
» deve esser finita e diversa da zero, quando pei punti dMnfinito 
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* sono dati i soliti coefficienti della parte frazionaria nello sviliippo 

> corrispondente ai loro intorni, insieme ad alcuni di quelli della 

> parte intera, e per gli altri punti sono dati i valori dei primi coef- 

> ficienti negli sviluppi corrispondenti ai loro intorni, o, il che h lo 

> stesso, sono dati i valori della funzione e di un numero finito delle 

> sue derivate. > 

In particolare dunque supponendo che le ;«,, ma, ..., f//„,.. . 
siano tutte uguali a zero si pud affermare che « esistono infinite 

> funzioni monodrome finit^ e continue in tutto il piano che in punti 

> dati ad arbitrio ^, , a^y.,,, fl„,... prendono dati valori si esse che 

> un numero finito delle loro derivate. > 

SMntende che si ammette sempre che dei punti ai,, ^a,..., 
rt...... ne cada soltanto un numero finito in ogni porzione finita del 

piano ;;^; e sMntende pure che, se i coefficienti dati A o B non sono 
consecutivi, i teoremi precedenti sussistono ancora, poich^ nuUa ci 
impedisce di prendere pei coefficienti che non sono determinati quei 
valori che piu ci piace, e di prendere per gli altri i valori dati, e 
cosi si ricade evidentemente nei casi gia considerati. ^ 

5. Questi risultati del resto possono essere completati nel modo 
seguente. 

Si osservi che, come gia abbiamo notato, le funzioni di cui e 
parola neirultimo paragrafo, oltre ad avere gli infiniti e gli infini- 
tesimi dati, avranno talvolta anche altri infinitesimi, potendo darsi 
che questi si trovino nella funzione (:() dalla quale si parte, o nel- 
Taltra o{:^) che viene poi determinata. Fondandosi per6 suirultimo 
teorema del paragrafo precedente e facile diipostrare che c posson6 

> sempre costruirsi infinite funzioni monodrome e continue che am- 

> mettono soltanto gli infiniti e gli infinitesimi dati degH ordini che 

> pure sono dati, e che soddisfanno alle solite condizioni precedenti 

> relative al modo di comportarsi negli intorni di questi punti d'in- 

> finito o d*infinitesimo*, e in altri punti prendono valori dati ad ar- 

> bitrio si esse che un numero finito delle loro derivate >. 

S*indichi infatti con iUi(:(^) una funzione che abbia per infiniti 
e per infinitesimi soltanto gH infiniti e gli infinitesimi dati della fun- 
zione cercata, e degli ordini respettivi. Questa funzione potrk otte- 
nersi sempre costruendo due funzioni intere di ;^ che abbiano per 
infinitesimi, Tuna soltanto gli infinitesimi, e Taltra soltanto gli infiniti 
della funzione cercata degli ordini respettivi, e poi facendone il 
quoziente; e quando con altri processi si fosse costruita una fun- 
zione lUii:^ che oltre agli infiniti m infinitesimi dati ne avesse anche 
altri , si potrebbero sempre costruire coi processi del § i due fun- 
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zioni intere 'iX\) ^ 'lA\) ^^^ avessero per infinitesimi, e degli ordini 
respettivi, soltanto questi infiniti o infinitesimi che vi fossero in piu, 

e allora il prodotto iv. (;^) '' )-\ non avrebbe altro che gli infiniti 

e gli infinitesimi dati degli ordini che pure sono dati; talche si puo 
ammettere sempre di partire da una funzione ii\[?^ che abbia sol- 
tanto q\iesti infiniti e infinitesimi dati degli ordini respettivi. 

In generale per6 questa funzione u',(;^) non soddisfara alle 
altre condizioni che saranno date per gli stessi punti d'infinitesimo 
o dMnfinito, e per quelli nei quali sono dati i valori della funzione, 
e di alcune delle derivate; ma valendosi deirultimo teorema del pa- 
ragrafo precedente h facile vedere che pu6 sempre determinarsi una 
funzione intera y(;^) di 7^ tale che la funzione iv{;^ = zi\[X)^^^^'^ (^^^ 
evidentemente avra sempre gli infiniti e gli infinitesimi dati) sod- 
disfaccia anche alle altre condizioni ora indicate. 

Supponiamo infatti che neirintorno di uno dei punti dati a la 
funzione cercata debba prendere la forma: 

-^ -1 ^^ + . . . H — h ^o + 5, (- — ^) + 

+ ...-4-4.i(:;:— rz)''-^4-... 

ove, per comprendere tutti i casi, non si esclude che alcune delle 
A e anche tutte siano eguali a zero, e in questo caso anche alcune 
delle jBo, Bi, S^,... B^^i possano esse pure essere uguali a zero 
scn:ia pcrb csscrlo iittic; poiche quando le B che sono date fossero tutte 
uguali a zero, niuno ci impedisce di stabilire di prendere per la se- 
guente quel valore divcrso da -t^/v che piu ci piace, e considerare 
allora anche questa come data. 

Si ammetta poi che per la funzione tL\{:i) dalla quale si parte 
neirintorno di a si abbia invece: 

+ ... + i?;..(^-flr^ + ... 

c si ponga per semplicita eV'^ = F{:0. NelTintorno di a si avra: 

^»" J djlzl ' I ^- » ^'^ I 



^^'(^) (:^-a)- ' U — ^r" ' '" ' (:i — ar ' :i — a 
+ i?'o +5, (;:-./) + . .. + 5;..(;:-^)-^ + ...jJF(^) + 



H • {z — a) -f — ^ — - (;;:- aY+ . . . H ; ■ ^-^ (:r — a) 

I ^^ ^ 1.2^^ ^ T,{m -\- q — I) ' 
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dunque onde il secondo membro si riduca alla forma voluta, bastera 
che siano soddisfatte le eguaglianze : 

A\„F(a) =A^ 

F'ia) 
A'^.,F{a) + A'„,^ =^_. 



F^(a) F" la) ^''"'^'(a) 

B'^Fia) + A:^ + A\^ + 



^""''^^(a) . F'"'^(a) 

+ . . . + A „,.x — — — + A ^ -——= Bo, 

77 [m — i) <. [vi) 



F'(a) F^^^+^-^Urt) 

£ ..^,_, /-•(«) + B'.^_, L^+...+A\„ ^(,„^^_,^ = ■S».. -. • 

Ora, per le nostre ipotesi, A,„ ^ A„, non possono essere zero altro 
che insieme, ma questo caso pu6 evidentemente escludersi a meno 
che non sia in = o. In questo caso poi, se anche alcune delle prime 
quantita JB, ad es.: Bq» Bi»«-» Bt-i sono zero, e jB, 6 diversa da 
zero, si avra pure J5'o = 5 , = . . . = 5',_i = o, e B't sara diversa da 
zero, e allora le equazioni precedenti incomincieranrib da quella che 

F' ( n\ 

ha nel secondo membro jBo e i coeflScienti di F{a)^ ,... nei 

primi membri verranno tutti eguah a B',; dunque evidentemente 
queste equazioni possono sempre rendersi soddisfatte con un valore 
diverso da zero di F(a)^ e con valori convenienti di alcune delle 
derivate F'(a\ F'(a),... 

Ma, avendosi c'\^*^ = F {:() ^ basta eseguire le derivazioni per 
veder subito che questi valori di F(fl), F'(a), F"(fl),... portano alla 
determinazione di altrettante delle quantita ^{a), ^'(^), v"(a),...; e 
in conseguenza ^(;;^) viene cosi ad essere una funzione intera di :^ 
di quelle che si determinano colla condizione che in punti dati si 
csse che alcune delle loro derivate prendano valori dati; dunque, 
poiche pcr Tultimo teorema del paragrafo precedente questa deter- 
minazione pu6 sempre farsi, evidentemente resta ora dimostrato 
anche il teorema che abbiamo enunciato sopra. 
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6. I processi precedenti, oltre a dimostrarci Tesistenza delle 
funzioni cercate, ci danno anche un modo di costruirle; e in sostanza 
le varie questioni si riducono tutte ai casi considerati nei SS i e 2, 
e piu specialmente a quello del § 2. 

Nei casi particolari per6 si possono seguire altri processi, e lo 
incominciando dalle funzioni del § i trovo opportuno di considerare 
il caso in cui gli infinitesimi dati «i, aj,..., a„,... sono tali che la 

serie ^— per un certo valore finito di s converga incondizionata- 

mente, e se a',» e il modulo di a,», gli ordini dati mj, w, ,..., w^,... 
per gli stessi infinitesimi sono sempre finiti o almeno sono tali che 
si pu6 scrivere m,, = c^ aj, essendo c^ un numero inferiore a un nu- 
mero finito, e f un altro numero finito. 

Con queste ipotesi infatti si vede subito che se non ^ con- 

vergente la serie logaritmica ^Wnlogji ^ j. lo sark per6 cvi- 

dentemente la serie delle derivate {s + 0'» ^'oe 



2^ I . 2 . 3 . . . (5 + f — i) 






«» 



(-3 



e questa convergenza sara incondizionata e uniforme in ogni campo 
finito che non comprende punti a„; quindi integrando questa serie 
termine a termine s -{- 1 volte di seguito lungo curve che vadano 
al punto ;;^ da punti p,^.,, |ii^^.«_,,..., %, p, arbitrariamente scelti ma 
diversi da a,, a,,..., a„,... quando queste curve non passano per 
questi punti ai, aj,..., a,,,... e Tultima non gira neppure attorno 
ad essi, si formeranno altrettante serie convergenti incondizionata- 
mente e in ugual grado in ogni porzione.finita del piano :^ che non 
comprende punti «, , «;,..., v,,...; e rultima di queste serie cioe 



. rf'+' log ( I — -^) 






verra ad essere appunto della forma 

vj„Uog(r-i-) + ,„(,)!. 

ove le <p„ (:;;) sono funzioni intere determinate del grado s -}- 1 — i ; 
talche evidentemente il prodotto 



" (■ - i:) ' 
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"(-i)- 



m 



JH-Mog(i ^l 






o anche 



II 









dark appunto la funzione cercata. 

In particolare dunque, nel caso che gli infinitesimi a^, aa,..., 
a„,... siano tutti di ordine finito, e soddisfacciano alla- condizione che 
pose il prof. Betti nel suo teorema, quella cio^ che la distanza dei 
loro indici non scenda mai al disotto di una certa quantitk diversa 
da zero d, allora, bastando prendere 5 = 3, f = o, la funzione cer- 
cata viene ad essere la seguente: 



"(-ij 



ovvero 



"(-0 



'•• ^i ^\ ^» l oiA 



( ' ■' -fe i-kW 



m. 



H 

c 



e in questa le pi, ^i, e p, possono anche prendersi uguali fra loro 
e anche uguali a zero, e cosl la funzione si trasforma neiraltra piii 
semplice 



"(-i) 






che, quando le tn^ sono uguali ad uno, sopprimendo alcuni fattori 
esponenziali, si riduce appunto a quella del prof. Betti. 

7. Un processo simile si ha pel caso delle funzioni del S 2, 

I 

quando gli infiniti dati ai, ^i,..., ^»,... sono tali che la serie 2.— 

per un certo valore finito di 5 ^ convergente incondizionatamente, 
e, se a'ny ^'i.«, ^Vn,... ^V.,.,... ^'-..H sono i moduli della a^ e dei 
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coefficienti dati ^,,^, ^a.,.,.., ^r.n,..., -4-.„.n, gli ordini Wi, Wj,... 
w«,... degli infiniti, e questi moduli -/4',,^, -^V»»»--- -^r.»,-.-, -^'-.^.n 
sono sempre inferiori a un numero finito, o almeno sono tali che 

si pu6 scrivere m^ = c^a!^^^ , A r,^ = d^a!'^ ^ essendo c^ e i^ numeri 
inferiori a numeri finiti c c d, e un numero finito compreso fra zero 
e I ma diverso da zero, e t^ essendo pure finito o almeno tale che 
si abbia t^ — r ^ t ove t ^ un numero che se t positivo e inferiore 
a un numero finito. 

Con queste ipotesi, infatti, si vede subito che se non e con- 
vergente la serie: 



m { » 



lo sara per6 qiiella delle derivate di un ordine p non inferiore al 

S -|~ T -f- I £ 

numero finito , cioe : 



2(-0'ji-2...p^7::^*2.3...(/'*i)|r 



^i,n 

+ . . . + 



«.) 



^•+T 



^r,n _ , . ,x /... . ,v -^"•'^ 



+ r (r + I) . . . (r + /? - i) f^ + . . . * ffK(m„ + i) . . . (w^ + />- i) 



giacch^ se si indica con c„ il modulo della quantita i — --, che 

per n abbastanza grande 6 prossimo ad uno quanto si vuole, i mo- 
duli dei termini di questa serie saranno inferiori ai numeri : 

nKOitn + I) . . . (t7t,+p — ^)dciV\^ + ^ + • • • + 7;;r+7 » 

{ ^n ^n /" *• J 

^n 

i quali astrazion fatta da un fattore finito sono inferiori a 

fn„ ) 
o anche, sempre facendo astrazione da un fattor finito, sono infe- 

riori a al'^^'*"''* o a —77 ; dunque, poich6 la convergenza di questa 

^ n 

serie ha luogo anche incondizionatamente e in ugual grado, inte- 
grandola p volte di seguito lungo curve che vadano al punto :i dai 
punti p^, pp_i,..., Pa, Pi arbitrariamente scelti, ma diversi dai punti 
^11 ^2,..., ^n,... si formeranno altrettante serie convergenti al modc 
stesso, e V ultima di queste serie, cio^ : 
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verra ad essere appunto della forma: 

(^ — ^n U — ^J (:( — /j^) - ) 

ove o^ix) 6 una funzione intera del grado p — i, e quindi essa 

dara appunto la funzione cercata. 

8. Nei casi particolari poi anche questo processo potra venire 

semplicizzato, e cosi, ad es., in ogni termine potremo lasciare di ese- 

guire le derivazioni e poi inversamente le integrazioni su quelle 

A 
parti ; ^^^^^ per le quali, avendosi A'rn=d^ci'l*', la differenza t^ — r 

h negativa e non inferiore ad s in valore assoluto, purchfe il numero 
di queste parti considerate in ogni termine separatamente non superi 
mai un certo numero finito; e ci6 per la ragione che queste parti 
da s^ formano gia una serie convergente, ecc. Per la stessa ragione 
poi in certi casi su alcune di queste parti bastera eseguire un nu- 
mero minore di derivazioni e d' integrazioni, ecc. 

In particolare, supponendo che gli infiniti ^i, ^^f-i ^»>-- 
siano tutti d'ordine finito e 1 coefficienti A siano finiti, e, come nel 
caso del teorema del prof. Betti, le distanze fra i punti ^i, ^i,..., 
^^ , . . . non scendano mai al disotto di una certa quantita diversa da 
zero, bastera prendere 5 = 3, e = i, e applicare una doppia deriva- 

zione e poi una doppia integrazione soltanto ai termini ^ pei 

^ — ^» 
quali T = — I, e una derivazione e una integrazione semplice ai ter- 

A 
mini ^^-^ pei quali t = — 2 ; e cosi in questo caso la funzione 

k— ««) 

cercata sara la seguente: 



SH-/'^'/-!^---/-;^. 



+ *: :?+ . . . + 






m 



ovvero : 



^r''"lrb: (i.-«.'^(:C-«-!rJ"^^'"l(F^ c^, - a.y\ 



o anche: 



(^-a.)'+--' + (^-i:^" 



_L,^ ('. — 0(^» + ^— =^^.) I A. . • , -^-.- I 

+ ^^'- (^_fl.)»(;i,_a.)' +(^_a.)«+--- + ^rn^k 
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e questa, con prendere po = Pi = na = o, si riduce alFaltra piu semplice 



-- ^i(^-^«)"^ ^ik-^«r "^k-^«r ■^•••"^(r-^r-r 



che e evidentemente convergente, ecc. 

9. Questi processi potrebbero estendersi anche ad altri casi 
fondandosi sulla circostanza che si Iia sempre 



■ (r 


- ay J 


"1J " 




owero 








I 


(^ l\Pr fr X ^ 


A ( 


r j. h — l\ \ A " \ A T 



a-«r ' 'j. V ^ j (T-fl) 



+ funz. int. 



r^P 



i^J r's Pp 



e osservando anche che se 5i, 52,... 5p sono le lunghezze delle linee 

d' integrazione, e ; il minimo modulo di i su queste linee, Tin- 

a 

tegrale che figura nel secondo membro Iia un modulo che non h su- 

( c c 

periore a \^'^ '^^^ essendo a' il modulo di a. Infatti formando la 
serie 

ove i limiti superiori degli integrali sono tutti uguali a j^, e gli in- 
feriori possono prendersi a piacere, purche diversi dai punti ^, , «^»*-*» 
/jf„,..., dalla formola precedente si vede chiaramente che in molti 
casi, assai piu estesi di quelli considerati nel § 6, questa serie sara 
convergente e rappresentera la funzione cercata, ecc. 

SMntende poi che questi metodi per trovare le funzioni che 
hanno dati infiniti possono applicarsi anche alla determinasione delle 
funzioni considerate ai S 3 e 4, poiche i casi ivi considerati si ridu- 
cono sempre a quelli di funzioni di cui sono dati gli infiniti, ecc. 

Pisa. Ottobre 1880. 
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In seinen Lecons sur les fonctions inverses des transcendantes 
-(Paris 1857) S. 279, definirt Lame eine Classe von ganzen Funktionen 
der Halbaxen einer Flache zweiten Grades durch folgende Bedingung. 

Die Halbaxenquadrate der Flachen seien mit Ay B, C bezei- 
chnet, die Unterschiede A — B, B — C seien positiv und constant, 
so dass ein System confocaler Fliichen entsteht. Es sei ferner 

dA 

"^^-JJabc* 

also s^ A — C,t Argument elliptischer Funktionen im Sinne von Ja- 
COBI, und P eine ganze Funktion »'*•* Grades der Halbaxen, welche 
in die Form 

^» B? d Q 

gebracht werden kann, wo 2 a^ = a, 2 fi* = p, 2 y* = y, und wo Q 
eine ganze Funktion von A bedeutet, deren Grad v durch 

M^t + P + r + ^^^" 

bestimmt ist; endlich sei 

JL — 
P di' 

cine ganze Funktion von A (die dann nothwendig vom ersten Grade 
sein wird); dann ist P eine LAMlt'sche Funktion «'"* Ordnung. 

Ich will nun ohne Hiilfe bestimmter Integrale zeigen, dass die 
Wurzeln der Gleichung Q = o sammtlich von einander verschiedcn 
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und reell, und innerhalb gewisser Granzen eingeschlossen sind; ferner 

dass die V -j- I Funktionen Q, die zur selben Gruppe (a, p, y) voa 

Exponenten gehoren, sammtlich von einander verschieden sind, dass 

also fiir die «'* Ordnung die durch die Lehre von den Potentialfunk- 

tionen geforderte voUe Zahl 2 n -^ i der Funktionen P vorhanden 

ist. In Bezug auf die Entwicklung einer Funktion des Punktes der 

Ellipsoidflache nach Producten je zweier iibereinstimmender P -funk- 

tionen verschiedener Argumente werde ich das auf die ganze EUip- 

soidflache sich erstreckende Doppelintegral, das bei der Bestimmung 

der Coeflicienten die Rolle des Nenners spielt, auf das bekannte 

Integral von Cauchy mit geschlossenem Wege zuriickfuhren. 

Es seien A = x — a, B = x — b, C=x — r, wo a<^b <^c. 

d^P 
Weil -T-j- in Bezug auf die linearen Abmessungen um zwei Grade 

I d^P 
hoher ist als P, so muss — • —r-r eine lineare Funktion von x sein. 

' P dt 

Also hat, wenn man vor der Hand den Exponenten a, P, y noch 

keine Bedingung auflegt. 



2 ABC P dt^ Q ' Q"^ x — a 

• , y 4 ^ T + P + Y , v «(2a — I) 
'^ ^{x — d)\^x — c)'^ ^ [x — af 

f o- h 

die Form — 1 — t A , wo /, g, h Constante bedeuten, 

X — a X — b X — c 

die von selbst schon der Gleichung /-|-^-}"^^ = o geniigen werden. 

Ware nun zum Beispiel a grosser als — , die hier gebrauchte Funk- 

tion Q dagegen nicht durch x — a theilbar, so ware der vorliegende 
Ausdruck mit dem Unstetigkeitsterm 

a (2 a — I ) 
(^ — ^O' 

zweiten Grades behaftet und konnte der Bedingung nicht geniigen. 
Nimmt man jetzt wieder 2 a* = a, . . . an, wie im Anfang, und ver- 
steht unter Q die dortige ganze Funktion v*** Grades, so erkennt 
man, dass keine Wurzel der Gleichung Q = o weder mit d , noch 
mit ^, noch mit c zusammen fallen kann. Jetzt ist: 

U\ .g' , g' v 4a+i , V 2(.3+rr / 

Ware ferner Q = (x — .r,)"" J?, wo r eine ganze, i ubertrefTende Zahl 
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und R eine ganze Funktion (v — r)**" Grades bedeutet, die nicht 
durch X — x^ theilbar ist, so enthielte 2 Q' : Q den Unstetigkeitsterm 
2r[r — i) [x — ^,)'^ der durch keinen der iibrigen Unstetigkeits- 
terme aufgehoben wiirde ; daher kann die Gleichung 2 = keine 
mehrfache Wurzel haben. Es sel 

Q = i^ — x,) {x — x^),.. (^ — ^r») = n (.r — r,), 

auf der linken Seite der Gleichung (i) muss der Coefficient. von 
I : [x — x^ verschwinden ; also ist 



fj ^, — X x^ — Xi ,r, — a 



x^ — 3-j .r, — a-j .r j — Xt x^ — a 

_i_4? + i , 4Y + I 



2 2 



ein System von v Gleichungen, das gerade hinreicht, um die v Un- 
bekannten ^r^ , . . . zu bestimmen. Es fragt sich, ob einige von diesen 
imaginar sein konnen. Weil ^, b, c reell sind, so sind die imaginaren 
Unbekannten paarweise conjugirt. Diejenigen zwei, in denen die ima- 
ginare Componente den absolut grossten Werth hat (oder wenigs- 
tens von keiner andern iibertroffen wird) seien x^^ x^- Zieht man die 
erste Gleichung des Systems von der zweiten ab und dividirt durch 
x^ — r^ , so kommt 

' -. + .. ..' .. + ,„ '. .. + 



(^.— ^2) (^, — ^j) (^a — ^,) (^. — ^4) (^a — -^^^) 

+ "- + ^(^.-«)(^.-«) 

Wiiren nur x^^ x^ imaginar, so waren alle Terme der linken Seite 
dieser Gleichung positiv, die Gleichung ist also unmoglich. Es seien 
daher .r^, x imaginar und conjugirt; man setze 

^, = s + ^*^, ^a = e — ^*^, ;r^=rj + j5, x^ = n — i^, 

wo ?^ , 5 positiv seien, wo also nach der Voraussetzung ?[ > 3- ist. 
Dann ist 

(.r. _ X,) (.r, - X) + (r. - r,) (.r, - r^ = 2 [(s + r.)' + r^ - 5»] 
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und kann nicht negativ sein. Der erste Term der linken Seite der 
vorliegenden Gleichung ist 2 ?^"^, also nothwendigpositiv; die Summe 
"der zwei folgenden kann nicht negativ sein, und das selbe gilt von 
der Summe irgend zweier anderer Terme, die sich auf zwei conju- 
girte Unbekannte, wie ^r^, x , beziehen; jeder Einzelterm, der zu 
einer reellen Unbekannten gehort, ist positiv; und die drei letzten auf 
a, b, c beziiglichen Terme sind nothwendig positiv, weil 4a + i,... 
nur der positiven Werthe i und 3 fahig sind ; die Gleichung ist also 
unmoglich. Die v Unbekannten sind daher alle reell und sowohl von 
einander als von a, b, c verschieden. 

Ware x^ die (numerisch, nicht absolut) kleinste der Unbekanntea 
und zugleich kleiner als ^, so waren in der linken Seite der ersten 
Gleichung des Systems (2) alle Terme negativ, die Gleichung also 
unmoglich. Alle v Unbekannten sind daher grosser als a, Ware x^ 
die grosste der Unbekannten und zugleich grosser als c, so waren 
alle jene Terme positiv, die Gleichung also auch unmoglich. Die v 
Unbekannten liegen folglich alle zwischen a und c, 

Wenn man: 

Q = x^-d^:c^-^-^d^x^''-\^.,.^{-ird. 

setzt und die Gleichung (i) mitABCQ multipliciert und nach Po- 
tenzen von x ordnet, so bekommt man die Relationen 

{). + i) (2 ;/ — 2 )v — i) d)^.i = 

= [(2 n — i) d^ — 2 ^l {h — 2 X — a) a] dy 
I + >; (v — ). + I) (2 V + 4 a — 2 >. + I) ^ ^ . ^i_i + 

+ 2 (v - }. + l) (v - A + 2) « ^ r . ^/i_j 

fur A = I, 2, . . . V, wenn man d^= i, ^_i = o, d^^i=o setzt. Sie 
machen es moglich dx als ganze Funktion V"* Grades von d^ dar- 
zustellen und geben zuletzt eine Gleichung (v + i)**" Grades fiir 
die Unbekannte //, = :i', + .r^ + . . . + ^v ; die Gleichung sei mit (4) 
bezeichnet. Hat man eine ihrer Wurzeln d^ gewahlt, so ist das zu- 
gehorige Polynom Q einfach bestimmt. Wenn keiner der Unbekann- 
ten x^, x^, . , ,Xv gestattet wird, unendlich gross zu werden, so hat 
also das System (2) nur (v + i)l Losungen, obgleich jede einzelne 
Gleichung desselben, in ganze Form gebracht, den (v + i)"* Grad 
erreicht. Auch das zusammenfallen von zwei Unbekannten mit a, 
oder bf oder r, und dasjenige von drei Unbekannten miissen ausge- 
schlossen werden. Ich weiss kein einfacheres Mittel um die Anzahl 
brauchbarer Losungen des Systems (2) zu finden, als die Kette (3) 
von Relationen, dieselbe, die auch Lame gebraucht. 
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Kann die Gleichung (4) gleiche Wurzeln haben? das heisst: 
kann das System (2) mehrfache Losungen haben? Wenn ja, so miissen 
die aus dem Systeme abgeleiteten Differentialgleichungen zugleich 
bestehen konnen, obgleich ihre Anzahl diejenige der Verhaltnisse der 
Differentiale dx^^ dx^, . . . , dx-, um i ubertrifft. Diese Verhaltnisse 
werden alle reell sein, weil die Coefficienten von dx^^ dx^, . , . alle 
reell sind. Man kann daher die Differentiale durch proportionale 
reelle und endliche Werthe — X, , — ^Y^ , . . . , — X^ ersetzen und 
bekommt das System 

. ^, ~^a I . ^i — ^i t I . A\ — X^ 



+ ^ (4 « + 1) 1-—^ — ■■ 



= 0, 



— 47- 7i;»"i"4 r: r7"i" • '• ^^r--— rrr-^ 



= 0. 



Multipliciert man diese Gleichungen der Reihe nach mit X^^ X^,.., , A', 
und addiert, so kommt 

^ (X.-A;) v|- 4a+l , 4P + I ■ 4V+I h"-o- 

(Das erste Summenzeichen bezieht sich auf alle Combi- 

nationcn von je zwei Zeigern, das zweite auf alle v Zeiger). Die 
Hnke Seite der Gleichung besteht daher aus lauter positiven Ter- 
men ; die Gleichung ist unmoglich. Zur Exponentengruppe (a, p, y) 
gehoren also v -{- i von einander verschiedene ganze Funktionen Q. 
Hieraus folgt dann weiter, dass es (2 ;/ -j- verschiedene LAME*sche 
Funktionen ;;"** Ordnung gibt. 

Es gibt keine zwei zur selben Exponentengruppe (z, p, y) 
gehorende Losungen des Systems (2), bei denen in dasselbe Inter- 
vall, zum Beispiel von a bis 6, gleich viele Unbekannte fielen; son- 
dern man kann die v 4- i (wenn man von Permutationen der Unbe- 
kannten absieht) Losungen so ordnen, dass bei der (X-j-i)'*" Losung 
die Unbekannten r,, x^, . . . , xi in das Intervall von ^^bis^, und die 
V — X iibrigen in das Intervall von d bis c fallen. Um diese Behauptung 
zu beweisen, sehe ich mich genothigt, von einem Ellipsoid aus zu 
gehen, das sehr wenig von einem Umdrehungsellipsoid verschiedcn 
ist. Wenn in der Kette (3) von Relationen a = d = angenommen 



wird, so werden dieselben zweigliedrig; man kann alle Werthe \ 
rational darstellen; dic Polynonie Q werden «u bcgrenzten hypcr^ 
metrischcn Reihen, die mit Potenzen von x multipliciert sind; i 
man kann die v -)- r Losungen des Systems (2) so ordnen, dass 1 
der (>.-f- 1)'" Losung 'k Unbekannte x^, x^,. .., Xi mit o ziisamin 
fallen, wahrend die v — >, iibrigen innerhalb des Intervalls von o l 
liegen. Nimmt man dann a, ^ sehr klein an, so kann maa : 
davon iiberzeugen, dass die >. Unbekannten, die vorhin mit o zw 
menfielen, nun innerhalb des klcinen Intervalls von a bis ^ Ucgen 
Liisit man jetzt den Unterschied 6 — a allmalig wachsen, so wcrdtn 
auch die v -j- i Gruppen von v Unbekannten sich bcwegen; wei! 
aber keine derselben durch i hindurch gehen kann, so verhalt sicii 
auch im allgemeinen Falle des dreiaxigen Eltipsoids die Sachc so, 
wie behauptet ward, 

Ich gehe xur Belrachtung des Doppelintegrales iiber, das I 
der Entwicklung einer Funktion des Punktes der EUipsoidl 
nach LAME'schen Producten als Nenner des Aiisdruckes ^r t 
Coefficienten auftritt. Es ist zwar nicht unumganglich nothig, i 
aber doch das Verstandniss erleichtern, wenn ich das J\COBl'« 
System elliptischer Functionen gebrauche , 2 AT, 2ifC seien i 
Feriodcn; die Funktionen sinam», cosamu, dam» werde ieh i 
Su, Cu, Du bezeichnen; der algebraische Modul und der comid 

mentare seien 

\b~a , ]c — b 



die ersten HaJbaxenquadrate des zweischaligen Hyperboloids, 
einschaligen, des Ellipsoids seien 

A' = {c — a)k^S'-u. ^' = {f — .7) i" 5' i/, A = {c—a)i^S' 
Dann ist u reell, v und w sind dagegen imaglnar; bei v steht 
frei, K als rcelle Componentc anzunchmen, und bei ic mag A'' ima- 
ginare Componente sein, Wahrend das erste Ilalbaxenquadrat vono 
an alle positiven Werthe bis b — a, dann bis c — a, endUch 
zum positiven Unendlichen durchlauft, geht das Arguincnt auf 
zugehorigen Ebene in gerader Linie von o bis K und hejsst u, fol 
dann der geraden Linie von A" bis K^iK' und heisst v. geht 
lich gerade von K-\-iK' bis i K' und heisst w. Bei diesem Gan| 
des ersten Halbaxenquadrats ist du positiv, dv ndrdlich lateral, 
dw negativ, Beginnt das Product der drei Halbaxen mit dem 
sitiven Werthe 



ino 

I 



<j A' B" C- = {{ — a)' k' S u Cu D » , 
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so ist 



^AB'C^{c — aYk^Sv CvDv, 
siidlich lateral, und 

^ABC^{c — afk^SwCzvDw 

dA 
neg^ativ. Wenn die Abkiirzung ^// = — , gilt, so hat man 

^ ^ 2\)ABC ^ 

^z" ^^^ y,> ^^ ,, dw 

dt = j , g/ = i -, dt=-T=^ =. 

V^ — a \^c — a \c — a 

Fiir die Verwandlung der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z eines 
Punktes in die elliptischen Coordinaten //, 2/, w gelten die Formeln 

k^ Su Sv Szv^ .^~£ = T Cu Cv Cw, 



^ c — a sj c — a i 



t 
= tDu Dv Diu . 



\J c — a 7 

Wenn u, v, w in den oben angegebenen Intervallen liegen, so 
sind X, y^ z alle positiv. Halt man w und v in irgend einer der 
angegebenen Lagen fest und lasst // von o bis 4 AT gehen, so bekommt 
man fiir {Su^ Cu) nach einander die Zeichencombinationen -j — [-, 

-j , , — : + , also auch fiir (r, y), wahrend z positiv bleibt. 

Nun halte man u in irgend einem der durchlaufenen Werthe fest 
und lasse v von K bis K-}- 2 i K^ gehen; dann bleiben: Sv positiv, 
Cv siidlich lateral, und nur D v sinkt von / auf — / herab ; x, y 
bleiben also in dem positiven oder negativen Zustand, den sie schon 
hatten, und nur z geht aus dem positiven in den negativen iiber. 
Auf diese Weise beschreibt der Punkt die ganze Oberflache des 
Ellipsoids (z£/). SoU er endlich den ganzen Raum beschreiben, so 
braucht man nur noch iv von K-\-iK nach i K' gehen zu lassen. 

Wenn nun 

/(/', o = .-. + C'./'(/')/'(0 + ... 

die erwahnte Entwicklung einer Funktion des Punktes (/', t") der 
Oberflache des gegebenen Ellipsoides nach LAM^'schen Producten 
anzeigt, so ist 

J J/(^'. (^' — ^') ^(0 P(f) di df = 

= dl[A — A) P' (/') P' (0 dt' . dt\ 

wenn beide Integrationen sich iiber die ganze Oberflache erstrecken. 
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Das Doppelintegral rechts, das im Ausdruck fiir den Coefficienten C 
als Nenner auftritt, sei mit /bezeichnet. Weil (A^—A") P^ (/') P^{f) 
in entsprechenden Punkten der acht Theile der Oberflache denselben 
Werth annimmt, so ist 



/=8 



xP^if^df ^A' P^{f)df 
lP^[{)dt' SA'P'{f)df 



wo \j c — a t" von o bis K, und sj c — a t' von K bis AT-f- i K* gcht. 

Es sei 

P\t)dt = d U, AP^{t)dt = d V, 

abgesehen davon, welcher der drei Flachengattungen t (oder wenn 
man will, A) angehore; U und V sind Integrale zweiter Art, die 
nur fiir A = (X> unendlich gross werden, resp.. von den Ordnungen 

X ^ i X ' , wenn wieder wie friiher A = x — ^ , . . . gesetzt wird. 
Versieht man eine zweiblattrige zur Ausbreitung der Funktion 

^ A B C und der mit ihr gleichverzweigten Integrale bestimm^e 
X — Ebene mit den Verzweigungspunkten 00, a, 6, c und verbindet 
zuni Beispiel den»Westpunkt mit a durch eine gerade Uebergangs- 
linie, ebenso b und r, so kehren U, V nach einem vollstandigen 
Umlaufe (bei dem nur die erste Uebergangslinie von x passirt wird) 
um das endliche Gebiet von a, b, c, auf ihre urspriinglichen Werthe 
zuriick. Die Perioden der zwei Functionen Z7, F, welche den Perio- 
den 2 A', 2 i K' des Arguments entsprechen, seien 2 U^^ 2 U^\ 2 ]\^ 
2 F;, so dass I=.8(U^V^ — U^V^), 

Man betrachte nun das einfache Integral J Ud V, bei dcm 

das Argument ^ c — a t = w von — K bis K, dann nach AT -f 2 / A", 
von da nach — Ar-|- 2 i K' geht und endlich nach — K zuriick kchrt. 

Fur diescn Weg ergibt sich 4{U^V^ — i/, FJ = -/ als Wcrth 

des Integrals. Der Weg umschliesst einen einzigen Unstetigkeits- 
punkt, namlich i K\ kann also auf einen kleinen rechtlaufigen Kreis 
um diesen Punkt zusammen gezogen werden. Es ist aber bequemer 
den Weg auf die zweiblattrige A'-Ebene iiber zu tragen. Oberes 
Blatt heisse dasjenige, in welchem die Funktion ^ AB C auf der 
Strecke von a bis b positiv, auf der Strecke von c bis zum Ostpunkt 
also negativ ist. Dem rechtlaufigen Wege langs des Umfangs des 
Periodenrechtecks auf der Argumentebcne entspricht dann auf der 
A-Ebene ein Weg, der im untern Blatt von b nach a geht, hier durch 
die Uebergangslinie ins obere Blatt tritt, nach b geht, der Ueber- 
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gangslinie b c auf der Nordseite des obern Blattes folgt und auf ihrer 
Siidseite im obern Blatt nach b zuriickkehrt, von da im obern 
Blatt nach d geht, und von hier an sich mit Blattwechsel widerholt, 
bis der Anfangspunkt b wieder erreicht ist. Erweitert man diesen 
Weg gegen den Horizont hin^ so bildet er im riicklaufigen Sinne 
einen doppelten (weil in beiden Bliittern befindlichen) Umlauf um 
das endliche Gebiet von a, b, c (in Wahrheit also einen vollstandigen 
positiven Umlauf um den Verzweigungspunkt 00). Fiir diesen Weg 
ist nun 

ll=^U{x-a)dU='-[U\x-a)\-l^U^dx, 

wo — {C/* [x — a)) verschwindet. Macht man den Weg in Bezug auf 
das endliche Gebiet rechtlaufig, so ist 

man hat also U^ nach fallenden Potenzen von x zu entwickeln, bis 
der Term N\ x erscheint; dann ist 

/= 4 7: . JV. 

Wegen U^ ist es gleichgiiltig, ob man im Ostpunkt des obern 
Blattes ^ABC negativ oder positiv annehme; man kann daher 

die Entwicklung von -- {A B C) ' mit dem Term — x ^ beginnen; 

P^ beginnt mit x'' und ist eine ganze Function von x\ die Entwi- 

cklung von 

-^* 1 s 7 3 

P^ « — - H — - M — - — « — - 

sei ;r ' + Y, -^*^ ' + Ta ^ ' + ••• + Ta- ^ ' + ..•; 



yfABC 
dann ist 

1 K 

T H T H 

U= ' X "-I Yi^ ' + ••• + 

2n — I '2« — 3'' ' ' 

1x3 » 

+ Y«-,r'— Y«^ '"J^""^*'*' ' + -"~ 2;/+I ^'"^ ' + •••; 

folglich 

2 2 

^=~(2«-l)(2«+l)^^'"*~(2;i — 3 (2;/-I)''*^*'-' + '--~ 

2 , 
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Weil die Entwicklung von t/^keinen Term mit dem Exponenten — i 
enthalten kann, so ist lUdx = 0\ daher hat eine additive Inte- 
grationsconstante, die zu U hinzu treten konnte, auf den Werth von 
W^dx keinen Einfluss. (Wenn man, wie hier geschehen ist, iiber 
die Integrationsconstante so verfugt, dass die Funktion U nach einem 
einmahgen (also unvollstandigen) Umlaufe um das endliche Gebiet 
von X in ihren entgegengesetzten Werth iibergeht, mit andern Wor- 
ten, dass sie in zwei iiber einander fallenden Punkten beider Blatter 
(also fiir ;/ und 2iK' — •.;/) entgegengesetzte Werthe annimmt, so 
hat sie fiir « = o den Werth — U^. Die Entwickhmg von £/* bc- 
steht aus einer ganzen Funktion T, (2 ;/ — i)**" Grades, von r, dic 
ihren Werth nicht iindert, wenn die Zeichen .r, a, b, c durch 

X — e, a — £, b — e, c — e 

ersetzt werden, und aus einer unendlichen Reihe, die mit dem Term 
N\ X beginnt und nach natiirlichen Potenzen von i : x fort schreitet. 
Daher ist: 

N^\\m.x[U^—T) 

[x = 00) 

von der erwiihnten Constanten e unabhiingig; nur eine Funktion von 
c — a und b — a^ und zwar eine algebraische Funktion von dersel- 
ben Classe wie die LAME^sche Funktion P selbst hinsichtlich ihrer 
constanten Elemente. Im Werthe /^i-T^ N des gesuchten Nenners 
oder Doppelintegrales / ist keine andere transcendente Zahl als der 
Factor - enthalten, woriiber Lame P. 309 seine Verwunderung mit 
folgenden Worten ausspricht: 

Cette forme impreviie, ce retour inespere au seul nomhre tt, cette 
espece de refus d^amener de nouvelles complications, constituent le 
caractbre le plus important de la solution generale qui nous occupe. 

Der refus d^amener de nouvelles complicaiions findet sicher 
in ganz ausgezeichnetem Maasse statt, weit mehr als mir hier zu 
zeigen gelungen ist ; denn die hier angegebene Art, N zu berechnen, 
ist beinahe ebenso bcschwerlich, wie die von LaM]^ gelehrte. Es ist 
sehr wahrscheinlich, dass N durch ein einziges Product dargestellt 
werden kann. 

Weil die Zeit zum Abschlusse dieser Sammlung von Abhand- 
lungen driingt, die veranstaltet worden ist, um das Andenken an 
den sehgen Herrn CnELlNi zu ehren, so sehe ich mich g^nothigt, 
eine unvollendete Untersuchung der Oeffentlichkeit zu iibergeben 
und bitte deshalb den geneigten Leser um Nachsicht. 
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Ich hatte nur zwei den Gegenstand betreffende Biicher zur 
Hand, das erwahnte von Lam6 und Heine's Theorie der Kugel- 
functionen (Berlin, 1878). Dem Doppelintegral/ widmet Herr Heine 
nur einen kurzen Absatz, der das wesentliche der LAME'schen Be- 
handlung mittheilt; und die andern Siitze, auf denen die Moglichkeit 
der LAMlS'schen Funktionen beruht, sind entweder mit Hiilfe be- 
stimmter Integrale oder der STURM'schen Methode bewiesen (P. 374). 
Meine Beweise sind von denen, welche die Herren Lame und Heine 
gegeben haben, so voUig verschieden, ich mochte sagen elementar, 
dass ich es gewagt habe, sie hiemit der Oeffentlichkeit zu iiber- 
geben. 

Bern, 30 November 1880. 



UEBER DIE 

ABSPIEGELUNG DER SONNENFLECKENPERIODE 
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BEOBACHTETEN MAGNETISCHEN VARIATIONEN. 

NOTE 

VON 

RUDOLF WOLF 

Professor am eidgen. Polytechnicum. 



Es durfte als ziemlich allgemein bekannt zu betrachten sein, 
dass es mir schon im Jahre 1852 gelungen ist nachzuweisen, dass: 

1. die von SCHWABE in Dessau kurz zuvor auf Grund eigener 
Beobachtungen vermuthete, aber damals noch mehr bezvveifelte als 
beachtete Periodicitat in der Haufigkeit der Sonnenflecken wirklUh 
bestehe, — sich riickwarts bis auf die Zeit der Entdeckung der Son- 
nenflecken durch Fabricius, Galilei, Scheiner und HarrioT 
verfolgen lasse, — und von einem Minimum oder Maximum bis zu 
einem nachstfolgenden Minimum oder Maximum jeweilen durch'- 
schnittlich 11^/9 Jahre verfliessen, — dass auch: 

2. die von Lamont in Miinchen aus eigenen Beobachtungen 
geschlossene Periodicitat in den Jahresmitteln der taglichen Excur- 
sionen der Declinationsnadel sich riickwarts so weit verfolgen lasse^ 
als iiberhaupt zuverlassige Variationsbeobachtungen existiren, und 
von einem Minimum oder Maximum bis zu einem nachstfolgenden 
Minimum oder Maximum ebenfalls durchschnittlich 11 y, Jahre ver- 
fliessen, — dass ferner: 

3. der von SCHWABE und Lamont iibersehene, und dann 
spater von Letzterem sonderbarer Weise sogar bestrittene, dagegen 
von Sabine und Gautier unabhangig von mir bemerkte Paralle- 
lismus in jenen Reihen ebenfalls nicht nur ein momentaner sei, wie 
Manche glauben machen wollten, sondern dass die beidseitigen Mi- 
nimas oder Maximas der Sonnenflecken und Variationen von jeher 



I 



zusammen gefallen seien, und zwar nicht tiur durehsekniulkh, son- 
dtrn fffecliv, und somit unzwcirelhaft zwisclien den beiden Erschei- 
nungen ein tnniger Zusammenhang bestche, — dass endlich; 

4. dieselbe Periode muthmasslieh auch in dcr Haufigkeit des 
SordUchles auftrete, ja sogar vielleicht in manchen Witterungstr- 
sckeinungen, 

und dass in Folge ditses ^achtveises, in nclchem ich beilaufig 
auch die wahrscheinliche Venvandtschaft zwischen dem Sonnenfiecken- 
phanomcne und dem Lichtwechsel mancher Sterne hervorgehoben 
hatte, nicht nur das (allerdings mit einzelnen riihmlichen Ausnahmen) 
seit viclen Dezennien so ziemlich vernachlassigte Studium der Son- 
nenoberflache ptbtzlich einen raschen Aufsehwung nahm, sondcm 
sich iiberhaupt die ffiiher nur durch wenige Einzelnheiten repriisen- 
tirte, und nunmehr mit einem ganzen Kapitel von grosser Trag- 
wcite bereicherte cosmischt Physik alsbald zu eincm Hauptarbcitsfelde 
der Astronomen und Physikcr aufschwang. 

Es wiirdc mich viel zu weit fiihren hier die scit 1852 nicht 
Dur durcli niich sclbst, sondem namentlich auch durch die KiRCH- 
HOFF, Carrjngton, Sporer, Lockver, Janssen, Zollner, Fave, 
Secchi, Fritz, Tacchini, Meldrum, Gould, etc. etc. in der 
cosmischen Physik crzicltcn Erfolge auch nur in Ktirze zu bchan- 
deln, und ich muss mich dahcr auf eine einzelnc, von »«> verfolgte 
Specialitat beschranken : Dic Einfiihrung der sog. Relatii^zahitn, in 
wclche theils dic Anj;ahl der zu einer bestimmten Zeit auf der Sonne 
vorhandcnen Bildungsstellen von Flecken (Gruppen) mit dcm Gc- 
wichtc 10, theils die Gesammtzahl der in ihnen gcz.thlten Fleckca 
und Funkte (gcwisscrmassen die Ausdehnung der Gruppen, welche 
fitiher durch keine dirckten Messungcn bestimmt worden war) mit 
dera Gcwichtc i eintrat, wahrend ein aus correspondirenden Bcoba- 
chtungen abgcleitcter Factor auf ein und dassetbe Instrument (einen 
vicrfiissigen Fraunhofer mit Vergrosserung 64) und cinen bestimmten 
Beobachter (mich selbst) reducirte, ermogliclite es mir in den fol- 
genden Jahrcn nach und nach aus allen seit dcr Mitte dcs vorigen 
Jahrhunderts angestelltcn, und von mir allentlialben zusammcnge- 
suchten Fleckenzahlungen odcr Fleckenzeichnungcn cin zicmlich 
homogcnes Material zum gcnaucn Studium des Verlaufcs der Son- 
nenfleckenpcriode und dcs Zusammenhanges dersclben mit andern 
Naturerschcinungcn zu gewinnen, und namcntlich fiir den Zeitiaum 
von 1749 bis 18S0 /Ur jtdtn Monal und jtdes Jahr cinc den Fle- 
ckcnstand rcprasentirende millUre Relativtaht zu bcrechncn. Von 
dtescr nun also bcreits un t V, Jahrhundert beschlagenden doppeltcn 
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Zahlenreihe gibt die beigegebene Tabelle in der mit r liberschrie- 
benen Columne als Muster die auf die 20 Jahre 1859 bis 1878 bc- 
ziiglichen mittlern jahrlichen Relativzahlen, und es ergeben sich aus 
dieser Zahlenreihe auf den ersten Blick, oder auch indem man sie 
(bei den Abscissen z. B. i*-"* fiir das Jahr, und bei den Ordinaten 
I"" fiir die Einheit der Relativzahlen wahlend) durch eine Curvc 
darstellt, theils der charakteristische Gang der Erscheinung uberhaupt, 
theils die Zeitpunkte von Maximum und Minimum. 

' Nachdem ich so eine die Fleckenhaufigkeit scharf reprasenti- 
rende Zahlenreihe gewonnen hatte, lag es fur mich nahe dieselbe mit 
den da und dort aus den magnetischen Variationsbeobachtungen 
erhaltenen Zahlenreihen zu vergleichen, und mir namentlich die Frage 
zu stellen, ob sich nicht etwa die Variationen v nach der eine Sca- 
lenanderung reprasentirenden Formel 

V = a -\- b ,r 

aus den Relativzahlen r berechnen lassen; denn, wenn dies moghch 
sein sollte, so ware ja damit ein neuer unumstosslicher Beweis fur 
den innigen Zusammenhang der Erscheinungen auf der Sonne mit 
den betreffenden Erscheinungen auf der Erde geleistet. Die Rechnung 
ergab mir nun wirklich, dass sich die an den verschiedensten Orten 
der Erde bestimmten Jahresmittel der Declinationsvariationen mit 
relativ grosser Genauigkeit durch solche Formeln darstellen lassen, 
und so fand ich t. B. von 1859 hinweg fiir: 

Toronto z; = /',96 + 0,040 . r Prag z/ =5',77 + 0,048 . r 



Greenwich 


6,67 


39 


Christiania 


4.86 


41 


Paris 


8,24 


76 


Petersburg 


6,18 


40 


Miinchen 


6,50 


46 


Nertschinsk 


3.50 


26 



etc. etc. Jede neue Rechnung dieser Art ergab niir ein neues Spie- 
gelbild meiner Sonnenfleckenperiode auf der Erde, und aus der Ge- 
sammtheit meiner Formeln erkannte ich, dass zwar fiir die beiden 
Constanten meiner Formel aus jeder Reihe etwas andere Werthc 
folgen, dass aber nur a von Ort zu Ort wesentlich wechsle oder 
mehr localer Natur sei, dagegen b einen nahe constanten Werth 
besitzc und (wenigstens fiir Mitteleuropa) ohne grossen Fehler 
gleich 0,045 gesetzt werden konne, so dass also anniihernd der Son- 
neneinfluss auf die Variation fur jcden Ort durch 

A / = 0,045 • ^ 

gegeben werde. Die in der mit r' iiberschriebenen Columne der Tafel 
eingetragenen Werthe sind nach dieser Formel berechhet. 
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Vor einiger Zeit erhielt ich von P. Ferrari aus Rom, in Er- 
giinzung von Mittheilungen, welche ich schon friiher, erst durcb 
P. Secchi und dann ebenfalls durch ihn, empfangen hatte, die in 
Rom ermittelten Variationsbestimmungen der letztert Jahre, so dass 
ich nun im Ganzen auch flir diese Localitat eine zwanzigjahrige und 
somit hinlangliche Reihe von Werthen (sie sind in der Tabelle in 
der mit v iiberschriebenen Columne eingetragen) besass, um sie mit 
Aussicht auf Erfolg der Discussion und Rechnung unterwerfen zu 
konnen, — was sich nun auch, wie die dieser Tage abgeschlossenen 
betreffenden Studien zeigen, in schonster Weise bewahrheitet hat. 
Schon die unmittelbare Vergleichung der Reihen r und v zeigt ihren 
entsprechenden Gang, und namentlich das schonste Zusammentreffen 
der beidseitigen Maximas und Minimas. Noch deutlicher tritt die 
Uebereinstimmung hervor, wenn man aus den beiden Reihen die 
Mittelwerthe 

'«'^^^''^ 54,45, ^n^'=^2^v = Z\li6, 

berechnet, und diese mit den einzelnen Werthen vergleicht, d. h. die 
in die Tabelle eingetragenen Werthe w' — r und f«" — v bildet 
Diese Letztern zeigen einen so iibereinstimmenden systematischen 
Gang, dass man kaum mehr im Zweifel iiber den Parallelismus der 
beiden Reihen bleiben kann. Die aus ihnen folgenden Werthe 

^ (,«' _ rf = 29375,86. ^r = ^'S^^lL = ± 38,3 , 

\{m''-vy= 54.5250, ^v = \l ^ ('"^- ^)' = ± 1,65, 

zeigen zugleich, dass die Summen der Abweichungsquadrate und 
die mittleren Abweichungen in beiden Reihen gross genug sind, um 
die Grundlagen fiir weitere Studien bilden zu konnen, und der 
Umstand, dass: 

A z; : A r = 0,04J nahe mit 6 = 0,045 

iibereinstimmt, liisst erwarten, dass letzterer Mittelwerth wirklich 
auch fiir Rom nahezu gelten werde. Und in der That, wenn man 
die ^r' von den v abzieht, und den Mittelwerth 

a = — y(v—Ar')= 6,10 
20 ^ ^ ' 

dieser Differenzen berechnet, so stellt die daraus gebildete Formel 

v' = 6,10 -f 0,045 • * 
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nahezu die Variationen von Rom dar, wie wir aus unserer Tabelle 
sehen, in welche die nach dieser Formel berechneten t/', und iiber- 
diess die Differenzen v — z/' eingetragen sind; denn Letztere sind 
gegeniiber den fruhern Differenzen w" — v klein geworden, zeigen 
durchaus nicht mehr einen systematischen Gang, und ergeben 

2 (i^-z/r^ 2.8585, A i,' = ^2l£HE3I = ± 0,38 . 

so dass die Summe der Abweichungsquadrate auf */ der friiheren, 
und die mittlere Abweichung nahe auf 7^ reducirt worden ist. — Trotz 
dieses ganz erfreuHchen Resultates glaubte ich doch auch noch den 
Versuch machen zu sollen, die fiir Rom passendste Formel 

V = a -^- b ,r % 

ohne eine solche Voraussetzung zu bestimmen, und erhielt nun aus 
den 20 Gleichungen 

10,87 = ^z + *. 93,8 10,96 = /! + *. 95,7 9»77 = « + ^.77.2, etc. 

nach den Regeln der Methode der kleinsten Quadrate die Normal- 
gleichungen 

170,320= 20 .a + 1089,0. * 10506,436 = 1089,0. ^ + 88671,86. ^ 

aus welchen sich ^ = 6,23 und ^ = 0,042 ergeben, so dass als bcste 
Variationsformcl fiir Rom 

z;" = 6,23 + 0,042 . r 

hervorgeht, eine Formel, die nur wenig von der Friihern abweicht. 
Berechnet man abcr nach dieser Formel die A r" = 0,042 . r, dic z/" 
und V — v'\ so erhalt man die in die Tabelle eingetragenen Werthe, 
und aus ihnen 

2; (z/-z;")' = 2,4186, Az;-^=^ 2^(^ — ^^')' =±0,35, 

so dass wirklich die Summe der Abweichungsquadrate und dic mitt- 
lere Abweichung noch ctwas kleincr gcworden sind, namcntlich 
aber die bei ersterer Rechnung fiir 1870 erhaltene grosse Diffcrenz 
wesentlich reducirt worden ist.— Als Schlussrcsultat darf wohl ausgc- 
sprochen werden, dass sich auch, wie schon im Titel gegcnwartigcr 
Notc betont worden ist, in den zu Rom bestimmten Variationen die 
Sonnenfleckenperiode in sckonster Weise abspiegelt, 

Zurich im Januar i83i. 



UEBER DIE DREIFACHEN SECANTEN 

EINER ALGEBRAISCHEN RAUMCURVE 



VON 



C. F. GEISEB 

Professor am eiJgcn. Polytechnikum. 



I. 

Die Schnittcurve Co^ einer Flache ;/'"* Grades F^ mit einer 
Flache zweiten Grades F^ wird von jeder Erzeugenden dieser letztern 
in n Punkten getroffen. Sucht man also, unter der selbstverstandlichen 
Voraussetzung, dass // grosser als zwei sei, den Ort aller derjenigen 
Geraden, welche der Schnittcurve in drei Punkten begegnen, so erhalt 
man F^ selbst. Aber diese ist mehrfach zu zahlen : da namlich n 

Punkte auf Arten zu dreien combinirt werden 

1.2.3 

konnen, so ist jede Erzeugende eben so oft als dreifache Secante 

zu rechnen; zudem wird durch die eine Schaar ihrer Erzeugendcn 

die Flache zweiten Grades bereits vollstiindig bedeckt, so dass in 

Beriicksichtigung der zweiten Schaar die gefundene Zahl verdoppelt 

werden muss, um anzugeben, wie oft F^ durch die Secanten be- 

schrieben wird. Wir haben also den Satz: 

Die dreifachen Secanten der Schnittcnrve einer Flache zzcei- 

ien mit einer Flache ;/'"* Grades bilden eine Regelflache vom Grade 

n(n—l)(n — 2) j ,- 7 - , , j ^ n(n— i) (n — 2) 

4 . , ivelche tdentisch tst mit der 2 . 

1.2.3 1.2.3 

fach gelegten Flache zzveiten Grades. 

Lassen wir F^ in ein Ebenenpaar Ex E^ zerfallen, so zerfallt 

auch die Secantenflache, und zwar in die Secantenflachen die den 

Schnitten von E^ et E^ mit F^ entsprechen und in die Regelflachen 

aus denjenigen Geraden gebildet, welche dem einen ebenen Schnitte. 

einmal, dem andern zweimal begegnen. Was zunachst die letztern 

anbetrifft, so bemerken wir, dass ivenn eine dreifache Secante einer 



Ueber die dreifachen Secanten, etc, 295 



Curve durch einen Doppelpunkt derselben geht, dieser nur fUr einen 
Schnittpunkt zahlt^ (wenti nicht die Secante in der Ebene der Tan- 
genten an beide sich dort schneidenden Zweige liegt) und also nur 
fiir einen der beiden Curvenzweige gilt. Eine Gerade, welche durch 
einen der n Schnittpunkte von ^,, Ei^ F^ geht und in E^ liegt, wird 
also dem Schnitte von E^ und F^ einmal begegnen, und um dreifache 
Secante zu sein, den Schnitt von E^ und F^ zweimal treffen mussen. 
Da aber nach Abzug des Ausgangspunktes n — i Schnittpunkte 

ubrie bleiben, die auf Arten zu zweien combinirt 

** 1.2 

werden konnen, so zahlt die Gerade eben so oft als dreifache Se- 

cante, und das in E^ gelegene Strahlbiischel, dessen Mittelpunkt der 

Ausgangspunkt ist, gehort als Regelflache Grades 

dem Orte der dreifachen Secanten an. Von den n Schnittpunkten 
der FJachen E^^ -£,, F^ wird jeder einmal in E^ und einmal in E^ 
gezahlt, demzufolge bilden die sammtlichen Geraden, welche iiber- 
haupt einem der ebenen Schnitte von 7%, einmal, dem andern zwei- 
mal begegnen, eine Flache vom Grade 71 (n — i) {n — 2). 

Wenn nun die dreifachen Secanten eines ebenen Schnittes der 
F^ eine Regelflache vom Grade x bilden, so hat man zufolge der 
Formel fiir die Flache zweiten Grades: 



oder 



n{n — i) (// — 2) 
4. j-^-^ = n{n — i)(n — 2) + 2x 



x=—';Tn{n—i){n — 2) 



Um diess eigenthiimliche Resultat zu erklaren, bemerken wir, dass 
jede Gerade in der Ebene £, fiir deren Schnitt mit F^ als dreifache 

Sccante mal zu zahlen ist; aber durch alle diese 

1.2.3 

Geraden wird Ei unendlich oft bedeckt. Es tritt also der namliche 

Umstand ein, wie bei der Geraden in der Ebene, welche im gewohn- 

lichen Sinne unendlich viele Wendepunkte besitzt, aber als Curve 

ersten Grades aufgefasst nach den Pliicker'schen Formeln deren — 3 

crgibt.* (Fiir die Doppeltangenten ist die namliche Bemerkung zu 

machen: man wiirde geometrisch fiir eine Gerade schliessen, dass 

;sie unendlich oft als ihre eigene Doppeltangente auftrete, wahrend 



• Vergl. auch: Sturm, Fldcben dritter Orinung. N. 70, pag. 225. 



die FluckeT'scheD Fomnelii die Zalil 4 ergebcn). Wir sprecfaen det 
zufolge jetzt den Satz aus; 

In algebraiscJum Sinne aufgefasst erscheinen die dreifachen t 
canUn einer Flache ersten Grades mit einer Flache n'" Grades a^ 

etne Regeljlache vom Grade — -:-«(« — i)(« — 2). 



II. 



Die Schnittcurve d^ einer Flaclie dritten Gradcs i^ und cini 
Flache «"" Grades F, trifft jede der 27 Geraden auf F, n mal 
man also eine der bekanntcn Abbildungen von F^ auf eine Ebei 
aus, bei denen die Geraden dcr einen H;ilftc eincr Doppelsechs 
den sechs Fundamentalpunkten werden, so wird C,„ zu einerebeni 
Curvc 3«"' Grades 6]„, welche in den Fundamentalpunkten n fach 
Punkte besitzt, sonst aber im Allgemeincn weder Doppel-noch Rud 
kchrpunktc hat. Daraus ergibt sich das Geschlecht;» von (?;. als 



_ {3«— 0(3"-2) 



— 6 



h{«— I) 



-3« + 2 



Diese Zahl gibt zugleich das Gcschlccht von C. ""<! jeder ibrer ve 
einem beliebigcn Punkte aus auf eine bcliebige Ebene ausgefuhrte 
Centralprojectionen an. Eine solche Projection ist demzufolgc i 

Alleemeinen eine ebene Curve xn"" Grades mit 6. — wi 

^ -^ 1.2 

klichen Doppelpunkten, d. h.: Die Schntttcurve einer Flac/u 

vtit einer Flache «"" Grades hat tm Allgemeinen 6 . 

bareDoppelpunkte. Wird die Projection von cincm Punkte auf 
selbst ausgefuhrt, so wird sie zu einer ebenen Curve vom Gi 
3 K — I, deren Geschlecht wiedcr p ist, also wird die Anzahl J 
wirklichen Doppelpunkte aus der Gleichung 

(3«-2H3^3)_^_ als 3 »■-<;« + = 

1.2 '^ ^ 

gcfunden. Kehren wJr zur d, zuriick, so haben wlr den Satz: Va 
eintm Ptinkte der Schmttcurve einer Flache dritten mit einer FTdei 
»"' Grades gehen 3 «' — 6 w + 2 Gerade aus. weUht ikr «Mh 1 
swei weitern Punktrn begegnen ; mit andern Worten : Durch t 
Punkt von Ca, gehen 3 «' — 6 « -]- 2 dreifache Setaateu. 
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Die geradlinige Flache /^^, welche von den dreifachen Secan- 
ten der aus F^ und F^ erzeugten Schnittcurve Q^ gebildet wird, 
schneidet die F^ in einer Curve C,, vom Grade 3 r. Die Q^ ist reducti- 
bel, da einer ihrer Theile aus den 27 Geraden von jp,, der andere 
Theil aus der Ci» besteht. Was die 27 Geraden anbetrifft, so er- 

scheint jede derselben — ^^ — mal als dreifache Secante 

1.2.3 

{entsprechend den — ' ^ — - Combinationen zu dreien ihrer n 

1.2.3 

Schnittpunkte mit F^) und von der Q^ wissen wir, dass sie als 

(3 «* — 6 « -f 2) fache Curve in F, erscheint. (Weil so viele Erzeu- 

gende von F, durch jeden ihrer Punkte hindurchgehen). Es ergibt 

sich also zur Bestimmung von x die Gleichung: 

n(n — i)(« — 2) . , - ^ , , 

3 ^ = — ^ — ,-i\ . 27 4- (3 «' — 6 « + 2) 3 « 

1.2.3 
oder 

^=j(3» — 2)(3« — 5) 

und damit der Satz: Die dreifachen Secanten der Schnittcurve einer 

Flache dritten Grades mit einer Flache ri*"" Grades bilden eiue Regel- 

n 
Jlache vom Grade — (3 « — 2) (3 ;» — S) . 

Lassen wir die Flache dritten Grades F^ in eine Ebene E und 
eine FJache zweiten Grades F^ zerfallen, so konnen wir das Schluss^ 
resultat in I bestatigen. In der That, die Regelflache der dreifachen 
Secanten der Schnittcurve von Fi et F^ besteht aus den dreifachen 
Secanten des Schnittes (F,, F^^C^n* den Geraden welche C,« 
zweimal und [E^ F^) = C^ einmal begegnen, den Geraden welche Ci„ 
einmal und C^ zweimal treffen, endlich aus den dreifachen Secanten 
von C. Die dreifachen Secanten von C^^ haben wir in I bestimmt; 
die Geraden, welche C^^ zweimal, C^ einmal schneiden, bilden eine 
Regelflache F^ deren Grad ;r wie folgt gefunden wird: Projiciit man 
Cj ^ von einem beliebigen Punkte der F^ aus auf eine beliebige Ebene, 
so erhalt man eine ebene Curve 61« mit zwei n fachen Punkten, 

j n 1.1 1.-. . (2 « — (2 « — 2) n{n — i) . ^ T-k 

deren Geschlecht p—- — — 2 . ist. Demzu- 

'^ 1.2 1.2 

folge hat jede, von einem willkiirlichen Punkte des Raumes aus ge- 

nommene Centralprojection der C^^ im Ganzen «(;/ — i) Doppel- 

punkte und demnach C^^ selbst n{n — i) scheinbare Doppelpunkte. 

(Die Projection der C« von einem ihrer Punkte aus ist eine cbene 
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Curve vom Grade 2n — i mit zwei (;/ — i) fachen Punkten). Da 
also von jedem Punkte auf C^ n[n — i) Doppelsecanten nach G» 
ausgehen, so ist C^ eine /; (;/ — i) fache Curve auf i^. Der Kegel- 

schnitt (/^3, E) hat mit C^ 2n Punkte gemein und jede der 

Verbindungsgeraden von zweien derselben ziihlt als {n — 2) fache 
Erzeugende der /^,, weil sie C^ ausser in den zwei Ausgangspunkten 
noch in ;/ — 2 andern Punkten trifft, deren jedem sie zugeordnet 
werden muss. Da jetzt der vollstiindige Schnitt von F, ^t E herge- 
stellt ist, so haben wir 

X = n ,n[n — i) + ^/ (2 ;/ — i) (;/ — 2) = « (3 ;/' — 6 ;i + 2) 

Die Geraden, welche C^ doppelt, C^^ einfach treffen und welche eine 
Regelfliiche F^, vom Grade y bilden mogen, liegen in E und gehen 
durch einen der 2« Schnittpunkte von E^ F^ und F^, Eine Gerade 
durch einen solchen Schnittpunkt wird C^ noch in n — l Funkten be- 

gegnen, die auf . Arten zu zweien combinirt werden 

konnen, d. h. das Strahlbiischel um den Schnittpunkt herum gehort 

{n I W;; 2)'*" 

als Regelflache — Grades der F^ an, so dass also 

(;/ — i) (n — 2) 

1/ = 2 ;/ . -^ '-^ ' 

•^ 1.2 

ist. Bezeichnet man endlich mit z den Grad der Regelfliiche der 
dreifachen Secanten fiir den ebenen Schnitt C^^ so hat man: 

+ ^ = ^.(3;/_2)(3«— 5) 

woraus sich z = — T^^{^ — (^ — 2) und damit das friiher gefun- 

dene Resultat ergibt. 

Wenn F^ in drei Ebenen ^,, Eo^ ih zerfiillt, welche F^ resp. 
in Cl, Cl, Cl schneidet, so zerfiillt die Regelfliiche der dreifachen 
Secanten des Schnittes [F^, FJj in folgende Theile: 

I. Die dreifachen Secanten jedes der ebenen Schnitte bilden 

nach I eine Regelflache vom Grade —^n{n—i) (;/ — 2), sie mus- 

sen also zusammen als vom Grade ;/ (;/ — i)(;/ — 2) aufgefasst 

werdcn. 
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2. Die Geraden, die C\ einmal, C\ zweimal begegnen sind 

nach I als Regelflache vom Grade anzusehen. Da 

sechs derartige Combinationen gebildet werden konnen, so muss man 
sammtliche Geraden, die einem ebenen Schnitte einmal, einem an- 
dem zweimal begegnen, als Flache 3«(« — \){n — 2)"* Grades 
zdhlen. 

3. Die Regclflache F^ der Geraden, welche jedem der drei 
ebenen Schnitte einmal begegnen findet sich wie folgt: Ein Punkt 
auf C\ bestimmt als Scheitel mit C\ und C\ zwei Kegel «"" Grades, 
von denen n gemeinschaftliche Kanten nach den n gemeinschaftlichen 
Punkten von C\ und C\ gehen. Die iibrigen n^ — ;/ zeigen an, dass 
in der gesuchten Regelflache C\ als n{n — i) fachc Curve auftritt. 
Jeder der n Schnittpunkte von C\ und C^ kann mit jedem gemein- 
schaftlichen Punkte von C\ und C\ durch eine Gerade verbunden wer- 
den, welche C\ noch in « — 2 Punkten triff^t und demzufolge (« — 2) 
mal als gemeinschaftliche Secante von C\, C\, C\ anzusehen ist. 
Der Schnitt von E^ und F^ enthiilt also ausser der viclfachen Curve 
noch n^ Erzeugende, die // — 2 mal zu zahlen sind und man hat 
demnach 

X = n{n — !).« + «'(« — 2) = «' (2 « — 3) *. 

Die Identitat 
« (« — I) (;/ — 2) + 3 « (;/ — i) (n — 2) + «' (2 « — 3) = 

= j(3« — 2)(3« — 5). 

zeigt, dass die speciellen Entwicklungen das ndmliche Resultat erge- 
ben, wie die allgemeinen. 



III. 

Wir sind jetzt in den Stand gesetzt die Aufgabe zu losen : 
Welches ist der Grad x der Regelfldche, welche voq den dreifachen 



^ Die Regelfidche die aus den Geraden gebildet wird, welche den Raum- 
curven Cj,, Q, Cr von den Graden p, q, r gleichzeitig begegnen, hat den Grad 
2p q r, Haben zwei der Curveo eineo Punkt gcmein, so sondert sich von der FUche 
ein Kegel ab, der ihn zum Mittelpunkte und die dritte Curve zur Leitlinie hat. Wen- 
det man diess auf drei ebene Schnitte einer F» an, so*erbdIt man wieder das 
oben angegebene Resultat. 
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v 

Secanten der voUstandigen Schnittcurve m . ;/**" Grades einer Flache 
m**^ und einer Flache //'"* Grades gebildet wird. Es ist x eine Function 
von m und n welche sich nach den bereits gefundenen Resultaten fiir 
/;/ = I, 2, 3 resp. auf 

— ^«(» — !)(« — 2), !«(«— i)(;/ — 2), ^(3«_2){3f/ — 5) 

reduzirt. Diese Function ist symmetrisch in Bezug auf m und n^ also 
nach beiden vom dritten Grade, sie muss zudem fiir m oder « = o 
verschwinden ; damit haben wir hinreichende Bedingungen zur Be- 
stimmung derselben nach der Methode der unbestimmten Coefficien- 
ten. Man findet unter Anwendung leichter Reductionen: 

X = 1^^ ,n{m ,n — 2) . (2 ;;/ . ;/ — 3 (w + ^) + 4J • 

Das namliche Resultat wird auch erreicht, indem man eine der bei- 
den Flachen, z . B diejenige «'*" Grades zunachst in Ebenen zerfallen 
lasst. Die Regelflache F^ lost sich dann auf in die m Regelflachen, 
welche den ^reifachen Secanten je der m einzelnen ebenen Schnitte 

von F^ entsprechen von denen jede den Grad — "Z^i^ — ^) ('^ — ^) 

hatj ferner in die m{m — i) Regelflachen, deren Erzeugende einen 
ebenen Schnitt einmal, einen andern zweimal treffen und von denen 

jede als vom Gf-ade — — zahlt; endlich in die 

2 

m {m — i) (/;/ — 2) 
1.2.3 

Regelflachen aus Secanten bestehend, von denen jede drei verschie- 
dene ebene Schnitte trifft und deren Grad jeweilen ;/* (2 ;/ — 3) be- 
tragt. Die Summe 

I / \ / \ I / V « (« — 0(« — 2) 
m.—^n{H—i){n — 2) + m (;;/ — i) .-^ j h 

, ;;/ (/;/ — i) (m — 2) , , , 

H ^ — ■ . «* (2 ;/ — 3) 

1.2.3 

stimmt in der That mit dem vorigen Werthe von x iiberein. 

Da die vollstandige Schnittcurve p^" Grades {p = m .n) einer 

Flache m*^ und einer Flache ;/"" Grades h = ^m ,n .{m — i) (« — i) 
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scheinbare Doppelpunkte hat ^, so findet man durch Elimination von 
m + ^^ aus den beiden Gleichungen 

// = i/.{;^ — (;/i + «)+i} und x=^p{p—2)[2p — 3(m^n)-\-4] 



x = {p — 2),^A — 



P(P—1) 



d. h.: Die dreifachen Secanten einer Vollcurve p*** Grades mit h 
scheinbaren Doppelpunkten bilden eine Regelflache vom Grade 



(^_2)j//- 



P(P—1) 



Man bestiitigt leicht, dass die Curve [h — / + 2) fach der Flache 
angehort. 



IV. 



Sind eine algebraische Raumcurve (Voll-oder Theilcurve) C^ 
vom p'^ Grade mit h' scheinbaren Doppelpunkten und eine Gerade 
G im Ramne gegeben, so kann man nach der Regelflache F, fragen, 
die von sammtlichen Geraden gebildet wird, welche G einmal, C^ 
zweimal treffen. Von jedem Punkte auf G gehen h' Gerade aus, 
welche C^ zweimal treffen, also ist G eine //' fache Gerade auf -F.. 
Eine durch E gehende Ebene ergibt mit C^ p' Schnittpunkte, die 

zu ^— ^- einfachen Geraden auf -F, Veranlassung geben. Der 

vollstandige Schnitt von E und F^ und damit F^ selbst ist also vom 

Grade x = ^ ^^ ~ '^ + //\ Eine Raumcurve C^J!, trifft F, in p". 

1.2' ^ ^ 

^^-i^ ! -f //'{ Punkten. Diese Zahl gibt also den Grad derjenigen 

1.2 ) 

Flache, welche von dcn Geraden gebildet wird, die C^ zweimal, 



* Die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte ist unabhangig von derjenigen der . 
wirklichen, man erhalt sie ^lso wenn man die beiden Flachen in m, resp. n Ebenen 
aufldst. Die m.n Schnittgeraden erzeugen in einer beliebigen Centralprojection 

auf eine beliebige Ebene -m . « (m . « — i) Schnittpunkte, die Zahl der wirklichen 

Begegnungspunkte im Raume ist - m . n (jn + « — 2), die Differenz gibt den Werth 
von h. 
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C^l, einmal treffen. Wenn die beiden Curven einen gemeinschaftlichen 
Punkt haben, so sondert sich von der gefundenen Flache der Kegel 
ab, welcher diesen Punkt zum Mittelpunkt und C^, zur Leitlinie hat. 
Diess gibt den Satz: 

Haben zwei Raumcurven C^J, et Cp!, miteinander s Punkte ge- 
mein, so bilden die Geraden, welche der ersten Curve sweimal, der 
zweiten einmal begegnen^ eine Regeljlache vom Grade 

/'.j^^^f=^+A'j-.(/-i). 

Constituiren die beiden Curven zusammen eine Vollcurve C\ 
so besteht die Hegelflache der dreifachen Secanteh dieser Vollcurve 
aus verschiedenen Theilen. Namlich: 

1. aus der eben bestimmten Regelflache, deren Erzeugende 
C*I zweimal, C*'/r einmal trcff*en, und deren Grad 

2. aus der Regelflacbe, deren Erzeugende C*' einmal, C^, zwei 
mal treffen; sie ist vom Grade 

^" =/-j ^'^f r'^ + >i"j-^(/' - 0; endhch 

3. aus einer Restflache, deren Grad 



= (/-2)j//- 



p{p—i) 



— pr' — cr" 



sein muss. Vermittelst der beiden Relationen 

p =p' +/', // = //' + h" +p'p" — s 

kann g auf die Form gebracht werden 

Aber aus geometrischen Griinden ist klar, dass die Regelflacbe g^ 
Grades aus zwei Theilen besteht, den Fliichen der dreifachen Secanten 
^ fiir C^J, und C*7/. Die Gradzahlen derselben, das eine Mal von/' und h\ 
das andere Mal von /'' und //" abhangig, werden durch die beiden 
Theile ausgedriickt, in welche wir g zerlegt haben und die gleichge- 
artet sind, wie der Ausdruck fiir die Gradzahl der Regelflache der 
dreifachen Secanten der Curve CJ. Da der angewandte Auflosungs- 
process beliebig oft angewandt werden kann, so erkennen wir, dass 
das am Schlusse von III fiir Vollcui-ven ausgesprochene Resultat auch 
fUr Theilcurvcn gilt. 
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V. 

Wir kehren zur vollen Schnittcurve C^ ^ zweier Fliichen F^ 

€t F^ zuriick und setzen voraus, dass in einem gegebenen Punkte P 

derselben die beiden Fliichen die namliche bestimmte Tangentialebene 

E besitzen. Zudem moge P im Schnitte {F^^ E) ein p facher, im 

Schnitte (/^,, E) ein q facher Punkt sein, was eintreffen kann, ohne 

dass P in der einen oder andern Flache ein vielfacher Punkt ist, 

welchen Fall wir zunachst ausschliessen wollen. Wird jetzt in E eine 

Gerade durch P gelegt, so schneidet sie F^ in /, F^ in q Punkten 

und sie erscheint eben so oft als dreifache Secante von C^ „ als drei 

der p erstgenannten Punkte mit dreien der q nachfolgenden combinirt 

werden konnen. Ebenso oft ei:scheint E als Theil der Regelflache 

der dreifachen Secanten der C^.^, d. h. von dieser Regelflache, wel- 

che im Allgemeinen irreductibel ist, sondert sich in dem speciellen 

Falle die 

/(;>— 0(/> — 2) q[q—\) {q — 2) 

1.2.3 * 1.2.3 

fach gelegte Ebene E ab. 

Wir behandeln noch die Annahme, dass P in F^ ein p facher, 
in F^ ein q facher Punkt sei. Typisch wird dieselbe veranschaulicht, 
indem man annimmt, F^ bestehe aus einem Kegel p*" Grades K^ mit 
dem Mittelpunkte P und aus einer beliebigen, nicht durch P gehenden 
Flache des {m — /)"" Grades F^_^, F^ aber sei aus einem Kegel 
q^ Grades K^ mit P als Mittelpunkt und einer nicht durch /^gehenden 
Flache des (;/ — ^)"" Grades /%,_, zusammengesetzt. Der Schnitt 
{F^, F,) = C^,^ zerfallt in vier Theile, die wir mit (/\._p, /%»-,) = 

^(«ii-j>).(H-4i) j (-«*•. -ji» AJ = C(^_p).j, (•/'n-gj -^p) = C(„_j).p, (Ap, Aj = 6^.^ 
bezeichnen und von denen die drei ersten irreductibel sein konnen, 
wiihrend die vierte aus / . q durch P gehenden Geraden besteht. 

Zu der Regelflache der dreifachen Secanten von C^ „ gehoren 
die dreifachen Secanten jedes der genannten Theile. Fiir 6J^_^,.(«_j) 
kann die Regelflache derselben nach der allgemeinen Methode gefuq- 
den werden, ebenso fur CJ„_^,., et C-g).j.» wo beidemal ein Zerfallen 
eintritt, indem bei der der erstern zugehorigen Regelflache der Ke- 

1 T^ 1 ('^' — -^)(^'^ — P — (''' — P — 2)^ , , . , 

gcl A; als ^^ ^ ^ i^ c i facher, bei der zweiten 

1.2.3 

K, als (n-q){n- q-_i ]{n-q-2) f,,i,er Bestandtheil erscheint. 

1.2.3 
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Cf_^ aber bietet die Eigenthiimlichkeit, dass jcde betiebige der zi(« 
fach uneodlich vielen durch P gehenden Geraden I 

/ ( j> — (/> — 2) g[g — i)(g — 2) I 

1.3.3 1-2-3 I 

mal als dreifache Secante angeselien werden darf — von eiia 
Rcgelfljche dieser Secanten (die aus etnfack unendlich vieten Gj 
raden bestehen nmsste) ist hier keine Rede mehr. I 

Man muss weiter den Ort der Geraden bestimmen, die einql 
der vier Theile zweimal, einen andern einmal treffen, was zu zwofl 
verschiedenen Conibinationen Veranlassung gibt. Da man die Grxd 
zahlen kennt und ausserdem die Zahl der scheinbaren Doppelpunkfl 
leiclit findet, so hat man in jedem der einzelnen Fiilie nur no(9 
dic Anzah! der Begegnungspunkte zu finden; werden in der Bezda 
chnung der beiden Curven alle vicr Indices m — p, n — y, p,q vefl 
wendct, so ist sie gleich Null, treten nur drei Indices auf, so ifl 
sie dem Productc dcrselben gleich, Wo C].., als eine der beidefl 
Curven zu nehmen ist, tritt Zerfallcn cin: soU sie einmal gescbDittefl 

werdcn, in p .q, soll sie zweimal geschnitten werden, in —/■?(/•?- H 

Bestiindtheile (die letztern sind eben), Es kommen endlicli hiaa 
die Geraden, welche drei der vier Theile j'c einmal trcffen (vier Coid 
binationen); zu der Bestimmung dcr Gradzahlen aller entstchendfia 
Regelflachen liegen alle nothigen Anhaitspunkte vor, auch ist mofl 
im Standc anzugeben, wie oft nun der Kcgel mit P als Mittelpuna 
und dem Schnitt {F„, F^ als Leitlinic in das Gesammtresultat eiatrfn 
Vor allem aus aber sieht man, dass fur unsere Annahme nach Atfl 
sonderung der doppelt unendlich vielen Losungen, die den Geiada 
durch P entsprechen. die drcifachen Secanten des Vollschnittes txA 
Regclflache bilden, die einen um ■ 

g/-?(^.? — 2)(2j*-? — 3(/> + ?)-!- 4l I 

gcringern Grad besitzt, als die dem allgcmeinen Fallc (/^,, /y «M 
sprechende. fl 

Von diesem Rcsultate aus, das fur die Vollairve und nwnvgfl 
meinschaftlichen vielfachen Punkt gegeben ist, schreitet man vor zq 
Annahme niehrerer solcher Punkte und kann im fcrncrn zu analog«d 
Rcsuhatcn fur Theilcurven gelangen. Aehnlich behandelt man defl 
Fall, wo F„ und F„ eine mehrfache Curve [p fach fur F„ , ij fach ftlr FM 
gemcin habcn, der dadurch merkwiirdig ist, d.iss man zunSchst dw 
dreifach unendlich vielen Losungen abzusondcm hat, dic den samnitlH 
chen dieser Curve einmal begegnenden Geradcn entsprechen. I 
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VI. 



Die vorstehenden Betrachtungen sind einer. eingehenderen Un- 
tersuchung iiber die in einem Flachenbiischel dritten Grades enthal- 
tenen geraden Linien entnommen *. Diese Geraden bilden eine Re- 
gelflache, deren Erzeugende dreifache Secanten der Grundcurve des 
Biischels sind. Die characteristischen Zahlen so wie die Singularitaten 
der Flache (Gradzahl, vielfache Curven, vielfache Punkte, etc.) sind 
fiir die gewohnliche irreductible Grundcurve als Specialfalle in den 
umfangreichen Resultaten der Herren Cayley et Zeuthen ** iiber 
Raumcurven und Regelflachen enthalten; sobaldaber die Grundcurve 
in gewisser Weise zerfallt, treten Ausnahmefalle von den allgemeinen 
Zahlen ein, die eine einlasslichere Beachtung verdienen. 

Indem die Ausnahmefalle gehorig interpretirt werden, fiihren 
sie auf einem ganz elementaren Wege zu den allgemeinen Resultaten 
zuriick. Wahrend Herr Cayley neben einigen wirklichen Eh'minatio- 
nen hauptsachh'ch Functionalgleichungen zur Bestimmung der nothi- 
gen Zahlwerthe anwendet und Herr Zeuthen sich des CHASLES'schen 
Princips der Correspondenz bedient, kommt hier Alles auf den Satz 
zurOck: dass von den Losungen eines Systems algebraischer Gleichun- 
gen keine verloren gehen, wenn die allgemeinen Gleichungen durch 
specielle des namlichen Grades ersetzt werden. (Es sei denn, dass 
iiberhaupt an Stelle einer endlichen Anzahl von Losungen deren 
unendlich viele treten). Kennt man also die Losungen iiir den Special- 
fall, so geniigt diess, um die Anzahl derselben fiir den allgemeinen 
Fall festzustellen. Und so wie es beim Correspondenzprincip, wie 
Herr Zeuthen in seiner Abhandlung bemerkt, wesentlich darauf 
ankommt, die sammtlichen Coincidenzen und deren Multiplicitat zu 
finden, so verlangt auch die Elementarmethode, dass in jedem zu 
behandelnden Falle die Vielfachheit der singularen Losungen (die, 
wie aus dem behandelten Beispiele hervorgeht, unter Umst^nden 
durch eine negative Zahl gegeben sein kann) richtig bestimmt werde. 



• Sturm, Fldchen dritter Ordnung. N.** 59, pag. 193. 

*• Cayley, Phil. Transactions Bd. 153. — Zeuthen, Annali di Matem. Scric H, 
Bd. ni. — Vcrgl. auch : Cremona, Oberfldchen, Erster Theih Cap. II und Zweittr 
Tbeil Cap. IV. 
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Man kann dann namentlich alle diejenigen Probleme fiir Raumcurven 
in einfachster Weise behandeln, deren Losung nur von ihrem Grade 
und der Anzahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte abhangt. Die Be- 
schranktheit des an dieser Stelle zugewiesenen Raumes bedingt, dass 
eine ausfiihrlichere Darstellung des Gegenstandes einer andem Ge- 
legenheit vorbehalten werden muss. 

Kussnach-Ziirich den itan Jan. 1881. 



UNA FORMOLA FONDAMENTALE 



CONCBSNBNTB 



I DISCRIMINANTI DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI 

B 

DELLE LORO PRIMITIVE COMPLETE 

DI 

FELICE CA80BATI 

Professore nella Regia Universitd di Pavia, 



Per brevitci, consideriamo soltanto un'equazione difTerenziale 
di primo ordine tra due variabili Xy y ^ deirm-esimo grado rispetto 
ai difTerenziali dx, dy, cio^ un'equazione della forma 

(I) (p(dx, d y) = ^^d x''' + (f^d x"^'' dy + . . . + (f^ dy'' =o 

dove <p^, 9j, . . . , (p^ significhino funzioni dei simboli x,y, Ed ima- 
giniamo che essa ammetta la primitiva completa 

(2) / (n) =/, n- +/ n— + . . . +/. = o. 

/o » /i» • • • » /•» cssendo funzioni d\ x g y^ ed Q la costante arbitraria. 

In tal caso la (i) si potrk ottenere dalla (2) eliminando la 

costante arbitraria tra la (2) stessa e la sua differenziale immediata 

dfm = df, n- + d/ n— + . . . + df. = o. 

Per6 il risultante di quest' eliminazione, ossia il determinante 

/, /. • o 

O /o 



(3) 



o o 

dfo df 
o df„ 




= 
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coincide bensi roUa (i) in quanto al grado di dxidy^ ma potrci dif- 
ferirne nei coefficienti. 



Indicando con 



(4) 



Xo » Xi » • • • > x«» 



le derivate prinie delle 

(5) /o» /x» • • • »/•• 

rispetto ad X e )^, e sostituendo a ciascun difFerenziale dfr la espres- 
sione x»- ^ ^ + ^»- d ^'i lo sviluppo del determinante (3) prenderii la 
forma 

(3)' F{dx, dy) = FJx-'^FJx--'dy-{-... + F^dy- = o 

dove i coefficienti F^, F,,..., F^ significano espressioni intere nei 
simboli (4) e (5), le quali si possono pensare in forma di somme di 
determinanti ottenibili dal (3) col sostituire alle linee formate coi 
difTerenziali linee formate colle derivate (4). Questi coefficienti do- 
vranno essere proporzionali a quelli della (i). Perci6 potremo porre 

(6) i^;=o?o. ^x=«?.--- /"^ = 89«. 

Consideriamo ormai i discriminanti delle equazioni (i), (2), (3)', 
che indicheremo con le lettere ?, ^, G e potremo imaginare sotto 
la forma 



^ 
1 



»?o 


(m-i) 


9. . 








1 















?-» 


?I 


2f, 










T. 















\ rnff^ 



i= 



»»/0 («-0/. : 
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^fo 
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/•»-1 
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2/. 
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G = 



mF^ (m — I 
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mF^ 
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I discriminanti G e ; hanno manifestamente, per le (6), il rap- 
porto 6'"-^ tra di loro, 

(7) G = 0«--\. 

Ma non ^ del pari evidente che G contenga g^ e quale sia il rap- 
porto di G a g, Ora la formolai che h oggetto di questo articolo, 
si riferisce appunto a questo rapporto, e significa che esso h il qua< 
drato di una espressione k composta in modo razionale intero coi 
simboli (4) e (5). La formola h dunque 

(8) G=gk\ 

dalla quale e dalla (7) si ha poi il rapporto di ; a j" 

(9) 6'-' « = l' ife'. 

Per trovare la formola (8) cominciamo a notare che, posto 

(2)' /{O) =f^ (O — 0),) (O _ 0),) . . . (0 -a)J, 

si avrk 

(10) ^=/,'--'((o,-co/ ((o,~co3)\ . . (a)_. « . J^=/,«-' n (co^-«0^^ 

Scrivendo la differenziale df(0)=o come segue 

yA^)dx + ^(Q)dy = o, 

potremo esprimere il risultante (3) o (3)' deireliminazione di Q fra 
/=o e df=o anche sotto la forma 

F(dx.dy)=f- lMdx + ^{.>;)dy] [zK)rfx + ^((oJdy] . . . 

• • • hM d X -f ^ (oy^) d y] = o . 

Messi cosi in evidenza i fattori lineari (rispetto a dx^ dy) di F, si 
vede che il discriminante G si pu6 esprimere mediante il prodotto 
di tutte le differenze 

(1 1) X K) + W — X M + M 

che si possono formare pigliando o)^, o)» fra le co^ co^ , . .. , w^. Avremo 
dunque 

(12) ^^/.'-'-"n^xK^H^O-xH^-Wr- 

Essendo la differenza (11) evidentemente divisibile per co^ — coy, que- 
sta espressione di G fa vedere, senz^altro, che G ^ divisibile per g, 
e che il quoziente & il quadrato di una espressione razionale ed intera 

nei simboli (4) e (5), del grado rispetto ai simboli di 

ciascuna delle righe (4}, e del grado (m — i)* rispetto ai simboli (5). 
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Per6 osserveremo altres) che la differenza (ii) pu6 esprimersi 
in forma di somma 






a>^ 






OJ.. Cu 



Ct.' CO 



P 
> 

fi 



dove a , p devono prendere i valori o, i , . . . m , ovvero in forma di 
prodotto di due matrici 



X W X (^*) 

+ (w^) + (<o,) 

laonde si pu6 scrivere 



Xo Xi • • • X«"-i X"» 

^o +1 • • • '^"-t ^- 



«j; ««ji;"' ^/* I II 



to7 w7"' 



6:« I 



(12)' G 






7o 7i • • • X«« 

^o +,•••+« 



(o;; oi;-» . . . i || T 

(«>7 toj*"' ... I II J 



Nel caso piil semplice, ciofe di m = 2, il prodotto TT consta 
di un solo fattore e si ha 

/o /. /. 



/o' 



Xo Xx X2 



(i> 0) I 
I 1 

Co,' Ct), I 



= (". — «,) 



Zo X. 7, 

4-0 '1'. 'I'. 



quindi il rapporto di G a // (», — 6>j,)', ossia a ^, 6 il quadrato di * 

/o / / 

/o /. 7. 

"^o '1'. V. 



k = 



Termineri, facendo notare, per suggerimento del mio maestro, 
prof. F. Brioschi, che si pu6 giungere alla determinazione di Jt, 
partendo dalla considerazione della forma 



I /.. /i» /: 
* = /.. /.a / 



22 



22 



J/ 0; J/ ' 

Txi I la 1 22 ' 



composta colle derivate parziali del second'ordine, rispetto alle va- 

riabili f,, f., delle tre forme /(?,, Q. x (-i» U» + (^,* ^.)» ^he hannosi 
da/(0), X(0), ^j;(n) ponendovi £, : c^ invece di Q. 



* La formola analoga a questa pel caso di un'equa7.iooe differenziale fra tre 
variabili si pu6 vedere nella Nota SuUe soluiioni singolari delU equaxiom alle daivaU 
parTiiali, stampata nel Vol. 9^, Serie II, dei Rendiconti del R, IstUuto Lombardo. 
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Sia, pcr esempio, m = 2. La forma 4» non conterra ^,9 ^, e 
sark precisamente il determinante sopra indicato. 

Sia m = 3. La 4» sark del terz' ordine. Formato di essa il 
covariante cubico, si avranno i tre invarianti simultanei 

(/«),. {/.«),. ('1'«),. 

il primo dei quali sara il h 

Sia, per ultimo, m = 4. La 4» sark del sesf ordine. Formisi il 
covariante biquadratico Q della medesima 

quindi i due covarianti P, L 

il primo del sesto, Taltro del second'ordine. Si formi poi il cova- 
riante €) 

©=(Pi), 

il quale sark del sesfordine, e del sesto grado rispetto ai coeffi- 
cienti di <l>, e quindi del sesto riguardo ai coefficienti delle /> X > 4^ 
separatamente, e cumulativamente del 18^ grado. Colla / formisi il 
covariante 

= (/A), 

essendo h THessiano di /; 6 ^ del sest'ordine, e del terzo grado 
nei coefficienti di /. Sark finalmente 

* = (ee)„ 

invariante simultaneo del 2i<> grado; cio^ del 6* nei coefficienti di 
ciascuna delle ^, ^ e del 9* in quelli di /. 

La formola (8) si mostra particolarmente feconda di conse- 
guenze nel caso in cui Tequazione (i) si supponga algebrico-difTe- 
renziale. Allora le funzioni 9p» <P|> • • •> ?•» si possono ritenere razio- 
nali, intere e prime tra loro, e quindi intero anche il moltiplicatore 6. 
Tuttavia le applicazioni, che presi a fame per quando m sia mag- 
giore di 2, non le ho potute finora condurre a tal grado di compi- 
mento da crederne opportuna la pubblicazione. Perci6 qui mi limito 
a ricordare al lettore le applicazioni relative al caso di mssa, con- 
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tenute nella Nuova teoria delle soluTiioni singolari delle cqua:(ioni dif" 
feren:(iali, ecc, stampata nel Tomo 3°, Serie II, degli Atti della 
R. Accademia dei Lincei*^ a cui fa seguito la Nota concernente la 
teoria delle soluT^ioni singolari, ecc, stampata nel Vol. 3°, Serie III, 
delle Memorie della Classe di scien:^e fisiche, ecc. deirAccadcmia me- 
desima. 



* Riprodotta nel Tomo 3^, Serie II, del BulUtin des ScUnccs maih, ct astro- 
nomiques, 

Piivia, 20 febbraio i83i. 



SULLE 

CURVE GOBBE RAZIONALI DEL 5° ORDINE 

DI 

EU6EN10 BEBTINI 

Professore nella R. Universitd di Pavia. 



Questa Nota deve essere considerata come un primo tentativo 
di ricerche intorno alle curve del 5.® ordine (che indico brevemente 
col nome di quintiche) gobbe, razionah', prive di punti doppf; delle 
quali prendo qui a studiare soprattutto la plii generale che denomino 
di I.* specie. 

LE DUE SPECIE DI QUINTICHE. 

1. Una quintica gobba pu6 sempre ottenersi da una quartica 
(curva del 4.^ ordine) per una trasformazione quadratica. Si prenda, 
nello spazio della quintica, per conica fondamentale una sua conica 
cinquisecante (ciofe appoggiata alla quintica in cinque punti) e per 
punto fondamentale un punto della quintica stessa. Neiraltro spazio 
corrisponde alla quintica una quartica appoggiata in tre punti alla 
conica fondamentale (e non contenente il punto fondamentale). 

2. Ora si ha la proprietk: Per ogni ptmto dello spa:(io passa una 
(sola) conicQ qtiadrisecante di tina quariica gobba raxjonale e appoggiata in 
due punti ad una conica trisecante della quartica stessa, Infatti si indichi 
con C la quartica e con C^ una conica trisecante di C . La conica 
C, non puo giacere sulla superficie ^ di 2." ordine passante per C 
e per6 incontra 2 ^^ ^^ punto (esterno a C ), pel quale passa una 
retta T trisecante di C . Le superficie di 3.** ordine passanti per 
C^y C^, T costituiscono evidentemente un sistema lineare doppia- 
mente infinito. Quelle di queste superficie che passano per un punto x 
appartengono quindi ad un fascio, di cui la curva base si compone 
di C^, C^, T e 61 una nuova conica CJ contenentc il punto x. II 
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piaoo di C ' sega C^, C,, 7" in sette punti, uno dc' quali sar4 cd 
tro del fascio di rette residue intcrsczioni (oUre C,') prodotte d 
piano stesso nel fascio di superficie del 3.° ordine e gli altri 9 
giaccranno sopra C,'. Sc il detto centro fosse un punto di C , 
conica Cj' si appoggierebbe a C, in due punti e a 7" in un puu| 
cd esistcrebbe quindi una superficie del 2.° ordine passante pcr C, 
Cj, T, che, avendo nove punti sopra C . sarebbe la superlicie ^ 
il che e assurdo, essendo x arbitrario. Per la stcssa ragionc nt 
pu6 quel centro essere un punto di C, , giacch^ C,' avrcbbe cinqi 
punti sopra ^. 11 centro dcl fascio di reltc k adunque un puni 
di T c per6 la conica C,' ^ quadrisecante di C^ e si appog^a a I 
in due punti: cd e la sola, passante per x, dolata di questc pr 
prieta, giacclie una tal conica ha sctte punti soprd una superfic 
del 3,° ordine, passante pcr x, dc! suddctto sistema lineare. 

3. Effcttuando la trasformazione quadratica indicata nel n.' 
si conclude, per la proprieta dcl n.° 2, che la qainlica gobba ra^Mai 
dalla quale nasce per tma trasforma^ione guadratica um quartica 
rasiionale, ammelte Jiccessariametite una (sola) retla quadristcante. 

4. Se la quintica gobba razionale, per quella trasformazioi 
quadratica, conduce ad una quartica piana razionalc, talc quartica 
sark con punto triplo, il quale doyra giacere sulla conica fondameo- 
talc del relativo spazio. Giacch^, se la quartica possedesse tre punti 
doppi, la quintica dovrebbe avere due punti doppi, ci6 che esclu- 
diamo. Scgue subito che la quintica gobba raxionale, dalla quale nasce 
per trasfortna^ione quadratica una quartica piana ra^onale, ammettt inji- 
ttiti quadrisecanti, che sono le generalrici di una sttperficit di 2* ordiiu 
passante per la quinlica. 

5. Le quintiche gobbe razionali (prive di punti doppf) sono 
adunque di due spccie*; qiicllc che dircmo di i.' spccie c iodichc- 
remo con C^' con una sola quadrisecante, le altrc, C,', di 2.* specic, 
con infinite quadrisecanti**. 



' Cfr. Salmon-Fiedi-EF, Anatylisiht Geomelrie its Raumti, 1. 11, pag. 141 (teru 
ediiioae). 

•' Le coordioaie ij, jt,, x,, i, di un pumo di una quinlita raiionale lono fun. 
zioni di 5.° grado di un parantctio h. Sosiituendo tali fiuizioni ncirequaiioDe di im 
piaiio 

si ha ana equaiionc di ;,° graJo in h, ii cui le radici b, , b,, b,, h^, b^ saao l pm- 
metri dei cinque punii dellj quiniica esisicntl in quel piano. Lc relaiioni fra i coeffi- 
cicmi e le fjdici, eliminando le >, , a,, a,, a, clie vi cntrano lincamtcDic ed omo- 
geneameate, danno due relaiioQi fra te cinque quantili [b\, [h]^, Ib]^, [b\,, [h\. 
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6. La projezione di C^, da un suo punto (fuori della quadri- 
secante), deve essere una curva di quart' ordine con tre punti doppi. 
Quindi da ciascun punto di C^ partono tre trisecanti. 

Considerando i fasci di piani intorno a due trisecanti ed alla 
quadrisecante si conclude facilmente che la C^' pu6 imaginarsi otte- 
nuta come luogo del punto comune ai piani corrispondenti di tre fasci 
projettivi, due doppi involutorl, il ter^p semplice. 



indicando con [h]r la somma dei prodotti ad r ad r dei cinque parametri considerati. 
Queste due relazioni sono le condizioni necessarie e sufficienti perch^ i cinque punti 
dati dai parametri stessi esistano in un piano. Quelle due relazioni, ordinate rispetto 
a h^ (ad esempio}, divengono 

h,H+K=o, h,H'+K' = o, 

ove Hy H\ K, K' sono funzioni (lineari) di (*),, (h\y (h\, (^)^, rappresentando con 
(2r)r la somma dei prodotti rad r di ib, , h.i,h^,h^, Se le due equazioni precedenti 
sono soddisfatte, qualsiasi h^ , cio^ se si ha 

i/=o,i/' = o, K=o, K' = o, 

i quattro punti dati dai parametri h^, h^, h^, h^ sono in linea retta, cio^ si ha una 
quadrisecante. L'equazione di 4.^ grado che d4 questi parametri si ottiene quindi 
£icilmente calcolando il sistema di valori di (/;), , (^),, (^),, (h\ che soddisfanno alle 
quattro equazioni precedenti. Scrivendo che Pequazione di 4,^ grado k identicamente 
soddisfana si hanno infinite quadrisecanu. 

Per esempio, considerando una corda intersezione dei piani osculatori ne* suoi 
estremi (delle quali esistono sedici per una quintica), si possono scrivere per le 
coordinate dei punti di una quintica le espressioni seguenti 

Xj =*»(* — m) 

X, s b^ (/;' ^A.h^+A.h-- A,-) 

x.^h^-^B.h^+B^h^B, 

x^s h(h — n) 

e si trovano fra i parametri di cinque punti di un piano le due relazioni 

n B, (A), - B. (fe), + iB, + n B,) (fc). -nB,A,= o 

m B, (b\ — B, (h), + (*), + A,B, — m A,B, = o. 

Se la quartica ^ di 2.^ specie deve essere 

« = -j2 = -ljW = i4, = 5, 

c quindi, per essa, le espressioni delle coordinate diventano 

jc, s h^(h — m) 

X, 3 fc*(fc - m) + A^b^h — if) 
x^^h*(h^m) + B,(h-^n) 
x^ & h (h — »). 



I fasci projettivi che Iianno per asse una trisecante e la qi 
drisecante generano una superficic gobba di 3." grado. Si haano o 

injinite siiperfcie gobhc di J.' grado passanli per C^, h quaii cosiiluisa 
un fascio, avendo (oltre C ') l.i quadrisecanle pcr rctta doppia comun 
La quintica C' pu6 ottenersi come luo£0 del punto comuru 
pioni corrispotidenti di Ire fasci projellivi, due semplici, il tet^ Iriph • 
volulorio. Risulta quindi daW inlerse^ione della superficie di 2* ordi 
suUa quak csisle e di una superficie gobba di quarlo grado avenle u 
quadrisecanlt delJa quinlica per relta tripla. 

LA SUPERKiClE LUOGO DELLE TRISECANTI DI UNA QUINTICA 
DI I." SPECIE, 

7. La superficie S luogo dellt trisecanli di una C^' l deWS.* ordi 
Infatti * un piano tnobile intorno ad una retta T arbitraria se, 
C' in cinque punti che generano una involuzione dcl 5." ordine. 
punti di appoggio dellc trisecanti formano un sistema simmetnc 
dcl 6." grado**, Le 24 coppie di elementi corrispondenti comuni 
questo sistema e airinvoluzione *** diano otto trisecauti appo 
giatc a T. 

Per la superficie S la qutntica C^ l tripla e la qmdrisecante q 
drupla. La prinia proprieta h evidente (n," 6). La scconda si ottie 
dalla dimostrazione precedente, imaginando la retla T appoggial 
alla quadrisecante. Dclle 24. coppie comuni all' involuzione e al : 
stema simmetrico dcl 6.° ordine sono assorbite 12 dai quattro ] 
d'appoggio della quadrisecante; poiche, ciascuno di qucsti punti C 
bendo doppio per il sistema simmetrico e semplice per 1'invaluzioa 
ogni coppia di essi rappresenta due soluzioni. La retta T ineont 
adufique (oltfe la quadrisecantc) quattro trisecanti. 

Che la quadrisecante sia quadrupla per S risulla anche 1 
quest'a!tra considerazione. Una supeificie gobba di 3.' grado pa 
sante per C^ (n,° 6) non pii6 avere, airinfuori di C', della trisecaa 
e della quadrisecante che sono rispettivamente direttrici semptice 
doppia della supetficie, alcun punto comunc con S. Altrimenti, 
trisecante passante per un tal punto giacerebbe sulla superficie goM 
di 3,* grado e quindi si appoggierebbe alla sua direttrice doppt 
cio6 alla quadrisecante, il che non pu6 essere. Ne risulta che la qua 

• Cfr. E. Wevr, iHlorno alh curvt gobbt raiionaii. (Giorn. di Mai. dl N>p< 
vol. JX, pag. 217.) 

•• Cfr. E Weyr, BcUragt jtir Curvenlihrt, pag. 9 tWien, 18B0.) 
**' Cfr. E. Weyb, Bttlragt citaii, pag. 19. 
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drisecante deve rappresentare una linea deirs." orduie comune alla 
^^Dperftcje gobba di 3.° grado e ad 5i 

^^V 8. Dalle proprieta prccedenti scgue immcdiatamente che \a 
^Hu^r^ctV S Xuogo diWc irisecanii l di gcncre x(to, ciofe che /( trtsecanti 
^^m titia Cj' costiliiiscono una scrie Ta^ionalc, 

9. La rapprcscntazione univuca della supetficie S sopra un 
piano n si ottiene inimediatamente, imaginando una retta raobile 
appoggiata a C," e alla quadrisecanle Q. Questa retta incontra ul- 
teriormente 5 in un punto e - nclla imagine dcl piinto stesso. I 

^punti fondamentali del piano rappresentativo sono i cinquc puntt 
^Bk^ P'' Pf' Pt' Pi '"'"s^zi'^''' di ;: e Cj' c il punlo q traccia di Q 
^^Wlo stc5S0 piano. Un puuto ^ e 4."'''% esscndo rimagine dclla quar- 
^^Bea piana secondo cui il piano p Q scga S; c il punto q 6 9,"''", 
giacche il cono che projetta C,' da q scga S in una linea rimanentc 
del nono ordine. Una rctta pq ^ tMmagine di un punto fondamen- 
^^^e di 5, quello cio^ in cui pq incontra nuovamente 5. Ne risulta 
^^fte la retta p :/ non sega rimaglne di una sczionc piana fuori dei 
^^Bbnti p, q. Adunque le Jmagini dellc sczioni piane sono linee dcl 
^^■3.' ordJne, cf6 chc si dimostra con facilita anche direttamente. 

EnTcttuando sul piano t: due successive trasformazioni quadr.i- 
tiche [chc manifestamente sono possibili) si ha la rappresentasionc 
d'ordine minimo. Nclla quale le imagini dellc sczioni piane sonu 
curve di 5.° ordinc che hanno a comunc un punto quadruplo i c 
un punto semplice 2. II punto i e rimaginc di una retta di S (tri- 
sccantc di C^) e il punto 2 1' imagine di una quartica piana di S (in 
un piano per Q); rctta e quartica afifatto arbitraric. II loro punto 
comune (punto arbitrario di S) e un punto fondamentale di S> che 
lia per imagine la rctta 12. Le trisccanti hanno per imagini le rctlc 
del fascio di centro I e pcr<!i la quadrisecante quattro di tali rettc. 
Le rctte det fascio 2 rappre»entano le quartiche piane sezionl dl 5 
coi piani passanti per Q. La C ' ^ rappresentata da una curva T del 
6," ordiue avcnte in i, 2 punli tripli, come risulta (per esempio) dal- 
rosscrvare chc una retta dei fasci 1, 2 dcve incontrarla in tre punti 
(fuori del centro dcl fascio) c che la 12 non la incontra esternamente 
ai punti 1, 2. 1 punti di f si distnbuiscono in ternc di punti, cia- 
scuna terna rapfircscntando un punto di C,'- / tTe punti di eiascuna 
lema sono in una rctta del fascio ?, poichi una tal retta rappresenta 
una quartica piana avente un punto triplo sopra C^'. 

10. Si consideri una linca d'ordine n esistcnte suUa superlicie S. 
La sua imagine sia d'ordtne r, ed abbia i punti t, 3 multipli se- 

jODdo r , Ti. Dovr^ essere 
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Inoltre, la rietta 12 rappresentando un punto arbitrario della super- 
ficie, si pu6, senza scemare di generalita, ritenere che Timagine oon 
seghi la retta 12 fuori dei punti i, 2, cio^ si pu6. porre 

e per6 si avra 

4», — 3r, = n. 

Dovendo poi essere r, <«, — i, si ottiene 

Wx + 3<w 

e per6 «>4. Adunque sopra S non esistono rette {oltre le trisecanti 
di Cj'), ni coniche, ni cuhiche, Se si pone « = 4, deve essere «, = i, 
r, = o, r j = I ; cio^ sopra S non esistono quartiche^ alV infuori delh 
quartiche piane se7;ioni dei piani passanfi per la quadrisecante. Se si h 
« = 5, si trova n^= 2, r^= r^= i: onde sopra S esiste una tripla m- 
finitd di quintiche (ra/ionali) rappresentate dalle coniche passanti per /, 2, 

Ciascuna di queste quintiche non pu6 esistere in un piano, giac- 
ch^ la residua intersezione del piano stesso e di 5 dovrebbe essere 
una cubica. Dunque le quintiche suddette sono gohhe, Inoltre alcune sofio 
di J." specie, altre di 2.* specie. Infatti si osservi dapprima che hanno 
tutte a comune con C^ la quadrisecante Q. Poi nel piano rappresen- 
tativo consideriamo una retta (partente dal punto i) imagine di una 
trisecante T e sieno p^^ p^^ p, ^ ^^^ punti ne' quali quella retta sega 
ulteriormente Timagine r di C/. Se p,\p,''\ pj, p^"\ p^\ />," sono i 
punti che rispettivamente costituiscono, insieme a p^, />, , ^ , ternc 
di punti di F (n.<> 9), fe chiaro che una conica per i, 2, che passi 
per p/, pj (ad esempio) e non per i punti p^\ p^'\ h Timagine 
di una quintica che ha per trisecante T e per6 di una quintica di 
I.* specie. Invece una conica per i, 2 che passi per p/, />,',/>,' (^^ 
esempio) h V imagine di una quintica che ha per quadrisecante T 
(tre punti di appoggio essendo sopra C ). Questa quintica ha adun- 
que due quadrisecanti Q, T ed e per conseguenza di 2.* specie. 
Sulla superficie 5 si passa con continuita dalle quintiche di i.^ specie 
a quelle di 2.*. 

Se n = 6 si ottier 

» W = 7 rs > 

> W -= 8 » > 

> W = 9 x^ » 
» « = 10 > > 



«,-3. 


r.-2, 


r, - I, 


». = 4, 


»•. ^ - 3. 


r, -1. 


«,— 5. 


f, - 4. 


r,= I, 


«, — 6, 


»-.-5, 


r,-i, 


«, — 3. 


r. --= I. 


r,-2, 


«. - 7. 


r. -- 6. 


r, -I, 


«, — 4. 


r,-2. 


r, = 2. 
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Pu6 notarsi che, delle curve esistenti sopra 5, tutte quelle di 
ordine inferiore a 10 sono razionali, si appoggiano in un punto a 
ciascuna trisecante (arbitraria) ed hanno Q per quadrisecante, tranne 
una classe di curve (razionah) di nono ordine che ihcontrano Q in 
otto punti e ogni trisecante in due. 



CONICHE CINQUISECANTI DELLA QUINTICA DI I.» SPECIE. 

11. Sia C, una conica cinquisecante di C'. Essa non pu6 gia- 
cere sulla superficie 5 (n.° 10) e per6 incontra questa superficie in 
un punto pel quale passerk una trisecante T. Le superficie del 3.** 
ordine che contengono C ', C, , T formano un sistema lineare sem- 
plicemente infinito, cioe un fascio 9. La curva base del fascio h 
composta di C A C^, T e della quadrisecante Q. Onde queste quattro 
linee sono segate da un piano arbitrario in nove punti base di un fascio 
di cubiche, Segue che per un punto dello spa^io passa una sola conica 
cinquisecante appoggiata ad una trisecante^ giacche in ogni piano con- 
dotto per il punto esiste, per la proprieta precedente, un nuovo punto 
della conica. 

12. La sezione prodotta nel fascio (p dal piano t: della conica 
C, 6 (oltre CJ un fascio di rette avente il centro nel punto 7: Q, Un 
piano arbitrario 77, che passi per questo punto sega quindi 7; in una 
retta appartenente ad una superficie del fascio <p e per conseguenza 
taghera inoltre questa superficie in una conica cinquisecante di C^' 
e appoggiata a 7*. Reciprocamente, avendosi una tal conica, il suo 
piano 77 sega il fascio (p in un fascio di cubiche, del quale, essendo 
sei punti base su quella conica, i tre punti base residui, cio^ le 
intersezioni di ::, con C, , Q, giaciono in Hnea retta. Dunque il 
piano -j passa per il punto -:: Q. Si conclude che: 

Le coniche cinquisecanti, appoggiate ad una trisecante, giaciono in 
piani passanti per un punto della quadrisecante. 

Ogni trisecante individua in tal modo un punto di Q (che si 
dirk, in seguito, corrispondente a quella trisecante) e, come i chiaro, 
reciprocamente : il che conferma il risultato del n.** 8. 

13. Tra le coniche cinquisecanti appoggiate a T, quelle pas- 
santi per un punto comune a C\ T debbono ivi toccare il piano 
di r e della tangente nel punto stesso a C^, Ne discende che le 
due trisecanti T\ T" passanti per quel punto (oltre T) costitui- 
scono una conica cinquisecante appoggiata a T. Ovvero si pu6 os- 
scrvare chc lasuperficie del fascio 9 contenente T' (per esempio), 



lia nel suddelto punto un punto doppio, gtacchi il piano dellc l 
sccanti T, T' non pu6 contcnere la tangente a C," nel loro pm 
comunc. Segue che quclta superficie passa anche per T". All' 
pu6 ripctersi il ragionamento del n." 12. Abbiamo adunque la 
giicnte proprieta: 

II vertice dd Irudro formato dai piani delle tre co(>pie di trisect 
partcnli dai Jri" punli di appoggio di tina triucante giacc suUa quaJrisecm 

14. Un piano mobile intorno ad una retta-S coniiene tn Oj 
sua posizione una conica cinquisecante. II luogo di qucstc conic 
passa semplicemeiite per C/. Una trisecante di C,', oltrc ai pui 
d'appoggio, ha col luogo un solo punto comune, quello dcUft 
iiica situata nel piano per R e pel punto corrispondente alla tri 
cante (n." 12). Segue che la snpnfici; luogo delie comche cintjuiuon 
che giaciono in piani per una retta, i una superficit dtl 4.' orJine. 
1a retta e i-secantc (cio^ si appoggia in i punti a C.'} la superfic 
per t = 0, 1 = r, i >= 2, ha la retta doppia e i punti d'appog) 
tripli; per i=3 la superficie e gobba ed ha la retta tripla. Se 
rctta si appoggia alla quadrisecante Q e, in un punto x, a C,'.. 
superficic si spez7-a nel piano x Q e in una superficie del 3, 
che ha un punto doppio nel punto .v. 

15. Consideriamo il luogo delle conichc cinquisecanti passai 
per un punto x di C e appoggiate ad una i-secante (1 = 0, 1,2. 
esclusi i luoghi del 4." ordine formati dallc coniche per x e f 
ciascuno dei punti d'appoggio della i-secante (n.* 14). Poichi 
coniche cinquisecanti passanti per x e per un altro punto dj I 
costituiscono una superficie del 4,° ordine, per 1a quale C.' i sc 
plice (11.° 14), 6 chiaro che, per il luogo considerato, la C," ^ nn 
tipla secondo 4 — t. Una trisecante ha quindi comuni col luogo, t 
punti d'appoggio, I2 — 31 punti; e incontra ulteriormente il luoi 
stesso in 3 — i punti. Quesfultima proprieta segue da ci6 che 
coniche per x appoggiate alla trlsecante, sono quelle che giado 
in piani (di un Tascio) passanti per x e pel punto corrispondeote al 
trisecante (n." 12), le quali (n.» 14) costituiscono una superfide t 
3.° ordine contenente C. Adunque i/ liiago dcJlc coniche cinquistca 
cht passano per un punto di C^ e si appoggiano ad una i-secanlt i ■ 
superficic delVordine 15 — 41 edha C^ mullipla srcondo 4 — i. 

16. Abbiasi ora una isecante R,, ed una /-secantc J?,. 1 
coniche cinquisecanti appoggiate ad amendue costituiscono una ! 
perficie che ha C multipla secondo 15 — 41 — 4J-\-ij, giacchi 
tanti punti (oltre quelli d'appoggio) la Rt (pcr esempio) incool 
la superficie luogo delle coniche che si appoggiano ad R^ e 
per un punto di C. 
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Nel caso particolare, nel quale R^ (ad esempio) h una trisc- 
cante, la superficie ha adunque C^ multipla secondo 3 — ;: e, sic- 
come una trisecante arbitraria non la pu6 incontrare fuori di C ', 
giacch^ una conica cinquisecante non pu6 incontrare due trisecanti, 
r ordine della superficie stessa 6 3 {3 — ;). 

Nel caso generale, una trisecante arbicraria incontra la super- 
ficie (fuori dei punti d'appoggio) in 3(3 — /) — 1(3 — ;) punti, es- 
sendo questo, per il caso particolare ora considerato, il numero delle 
coniche cinquisecanti che incontrano i?,, Rj e la trisecante. Dunque 
la supcrficie luogo delle coniche cinquisecanti appoggiate ad una i-secante 
e ad una j-secante i delV ordine 54 — 151 — 15/4-4*; ed ha C^ 
multipla secondo 15 — 4 f — 4/ + i/. 

17. Una /;-secante incontra la superficie precedente in 

54-15 (/J + »■ + ;•) + 4(/j « + «•;■ ■\-ih)-h ij 

punti. Tante sono adunque le coniche cinquisecanti appoggiate a tre rettc^ 
h-secantey i-sccantCy j-sccante (/;, i,j, = o, i, 2, 3), alfinfuori di quellc 
che passano pei punti d'appoggio. Delle quali si trova, con facili 
considerazioni, essere hij quelle passanti per tre punti di appoggio 
(uno per ciascuna rttta), 4 {h i -{- i j -\- j h) — 3/iij quelle passanti per 
due (cfr. n.** 14), e infine 15 (/j +1+/) — 8 (/;/ + //+//;) + 3/; x/ le 
altre passanti per un sol punto (cfr. n.° 15). 

In particolare csistono qnaitro coniche cinquisccanti che incontrano 
tre rette bisccanti -(in punti esterni a C '). Un semplice computo mo- 
stra che, per queste coniche, per le tre corde e per C ' passa una 
superficie del 4.*» ordine. Laonde ogni piano sega quelle linee in 
16 punti di una quartica. Per esempio, il piano di una conica taglia 
le altre ire in sci punti esistcnti sopra una conica, 

18. Un aiuto efficacissimo nello studio di certe questioni rela- 
tive alla quintica di i.* specie si ha nella trasformazione univoca che 
nasce dalla quintica stessa. Le superficie del 3.^ ordine, che passano 
per C ' e quindi per la quadrisecante Q, formano un sistema on^aloi- 
dico*. Si ottiene quindi una trasformazione del 3.*» grado, di cui 
1'inversa ha gli stessi caratteri. Alla quintica di uno spazio corri- 
sponde neiraltro la superficie luogo delle trisecanti, alla quadrise- 



• Cfr. Cremona, SuJIe trasformaiioni raiionali nello spaiio (Rcndiconti del 
R. Ist, Lombardo, vol. IV, fascicoli 9 e 10.) — - Ueher die Abbildung algebraischer 
Flachen {Nachrichten von der h. Gesellschaft der IFissenschaften ^u Gottingen; 3 mag- 
gio 1871; c Math. Ann. tomo IV.) 
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cante corrisponde la quadrisecante. Alle rette di uno spazio corri- 
spondono neiraltro le cubiche (gobbe) appoggiate in otto punti alla 
quintica. 

Ad una superficie gobba di 3.° grado che passa pcr C^ devc 
corrispondere neiraltro spazio un piano per la quadrisecante: onde, 
airinfuori del fascio giei considerato nel n.° 6, non possono esisUrt 
altre supcrficic gobbc di j." grado passanii pcr C^\ La quale propricta 
si trova con semplicita anche direttamente, ricordando che la residua 
intersezione di una superficie del 3.** ordine contenente C^' e di 5 
(cfr. n." 9) si compone di trisecanti. 

Ai piani tangenti di una quintica corrispondono nelF altro spa- 
zio superficie del 3.° ordine con punto doppio: alle coniche cinqui- 
secanti le rette secanti in un punto (appoggiate a cinque trisecanti), 
alle rette bisecanti le rette bisecanti (appoggiate a due trisecanti); ccc. 

19. Cerchiamo, per esempio, Tordine del luogo delle coniche 
cinquisecanti che incontrano in due punti una conica i-secante di 
C\ A questa conica corrisponde nelPaltro spazio una curva r ra- 
zionale d'ordine 6 — i che incontra C' in 16 — 31 punti; c la 
ricerca proposta si trasforma nell'altra del luogo delle rette che 
incontrano r in due punti e C^ in un punto. Questo luogo, con 

noti procedimenti e tenendo presente che V ammette per ogni punto 

(5 _ i) (4 _ i) 
dello spazio rette bisecanti, si trova essere deiror- 

dine (5 — i) (9 — 2 i) e avere V multipla secondo 9 — 2 1 e la quin- 

lica del relativo spazio multipla secondo . Ritornando 

allo spazio primitivo, . ne risulta facilmente che il hiogo delle coni- 
chc cinqnisccanli, chc contengono duc punii di nna data conica i-secante, 
i una superficic dcWordine (5 — i) (11 — 2 f j, pcr la qudlc quella co- 

nica i [g — 2 if^* c la C^ multipla secondo -5 . Se la co- 

nica data e il circolo imaginario all' oc, si ha il luogo dei circoli 
cinquisecanti. 

20. Qual e il luogo delle coniche cinquisecanti passanti per un 
punto X? A questo luogo corrisponde, neiraltro spazio, per la suddetta 
trasformazione univoca, il cono che projetta dal punto corrispondente 
la quintica relativa. Se ne deduce che \a superficie ^ \uogo deWc co- 
niche cinquisccanti passanti per un pnnto x i dei 7." ordinc ed ha ncl 
punto X un punto quintuplo. Per V Ja C^ c doppia e sono rette doppie 
le sei bisccanti D^, D^,.,,D^ di Cj* partenti da x. Inoltre appar- 
tengono alla superficie la retta K uscente da x, appoggiata a C ', Q 
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•e le 12 tri«ecanti che incontrano (fuori di C/) le sei rette doppie 
sunnominate. 

La superficie ^ fe rappresentabile univocamente sul piano. Per 
ottenerne la effettiva rappresentazione, facciamo partiredal punto x 
una retta arbitraria i?, Un punto [x di ^ individua una conica cin- 
quisecante incontrata da una sola trisecante (in un punto esterno a 
Cj'j. Projettando il punto ;/., dalla retta i?, sulla trisecante, si indivi- 
dua un punto m di S. Viceversa, dato m e individuato j/.. Cosi fa- 
cendo si ha la rappresentazione di^ sopr^i 5. Punti fondamentali 
sopra S sono gli otto punti in cui R fora S, ai quali corrispondono 
otto coniche r , r, , . . . r« di 5). Inoltre le due coniche T' r" di 
y situate in piani per i? (cfr. n."* 14)* incontrano S in altri due punti 
doppi fondamentali. Una retta doppia D incontra due trisecanti ed 
h. evidente che i punti d'incontro sono punti fondamentali (semplici) 
di *S, iai quali corrisponde la stessa retta £). Si hanno cosi 12 punti 
scmphci fondamentali di S. Un altro punto semplice fondamentale 
e quello in cui S <5i incontrata (ulteriormente) da K^ il quale rappre- 
senta' la K medesima. Sulla supdrficie ^ isono puhti fondamentali 
(semplici) i due .punti (oltre x). in cui i? incontra le conicher', r'' 
e gli otto punti (esterni ad i?) nei quaH le coniche r^, r^, . . . r^ in- 
tersecanb S. A questi dieci putiti (Semplici) fohdamentali di y^ cor- 
rispondono altrettante trisec^nti (rette' di S).' Infine al punto x di 
^ cdrrisponde sopra S lina hnea del 13.® ordine, giacclifein un piano 
per i? esistono,' fuori di i?, cinque puhti di essa. cdrrispondenti alle 
cinque direzi^ni uscenti da x,e poste in quel piano, e inoltre Tima- 
gine di x deve passare semplicemente per i punti in cui i? fora S, 
giacche le coniche r^, 1\. . . Tg' corrispohdenti a quei punti passano 
(semplicemente) per x, 

: Passando al piano rappresentativo di S si ottiene facilmente 
, la rappresentazione piana di l^. Per la quale il punto 2 ^ un punto 
doppio (alla trisecante che esso rappresenta sopraS corrispondendo 
sopra ^ ujia conica) e si .hanno altri dieci punti doppi y'» y"» Tx» 
Ta • • ' • Ts ™ag'ni delle coniche r\ r", V^, r^ , . . . V^ e tredici punti 
semplici S, 5,, 5/, s^ , sjy , , . s^.s^ imagini delle rette AT, /),, D^, . . D^ 
(una retta Dt averido per imagine due punti 5,, V)- Oltre a ci6 si os- 
servi che, indicando.con n Tordine delle imagini delle sezioni piane 
di ^, il punto I sar^, per esse, {n — 2)°**^*, per essere il fascio di 



• I piani dellc conichc cinquisecami, passanti per un punto .v, inviluppano un 
cono di 2.° grado. Questi piani e i piani del fascio di asse R sono i piani partcnti 
'da X e tangehti (altrave) a £. 
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rette di centro i rimagine (delle trisecanti di S e per6) delle coni- 
che di 2' 

Ad una sezione piana di 5, la quale (n.° 9) ha per imagine una 
linea del 5.*" ordine avente in i un punto quadruplo, passante sem- 
plicemente per 2 e (in generale) non contenente i punti J, y, corri- 
sponde sopra ^ una linea del 23.° ordine, poichfe in un piano per 
R si hanno otto punti, esterni ad J?, corrispondenti a quelli comuni 
al piano e alla sezione piana di 5 e, sopra j?, il punto x h multiplo 
secondo 13 e sono semplici i punti (oltre x) in cui R fora ^- Adun- 
que deve essere 

5 w — 4(« — 2) — 2 =23, 

da cui si trae « = 17. Cioe h imagini dclle se:(ioni piane di 2 ^^'^ 
cnrve del lyf ordine che hanno a comune tin ptinio i mtiUiplo secondo 
15, tindici punti doppi 2, y', y", y^, y^, . . . Vg» ^ tredici punti semplici 
s, 5, , 5/, 5^ , 5^' . . . 5g , s^\ E evidente che tutti i punti fondamentali 
sonosemplici per Timagine di jc, tranne il punto l che sara (x — i)"^'* 
rappresentando con jjl Tordine di quella linea. Si avra quindi 

17 ji.— 15 (a— i)_22 — 13 =0, 

onde rimagine di x e una linea del lO.* ordine. Analogamente, es- 
sendo i punti fondamentali 2, y', v", y^, yn . . . Yg quintupli, il punto 
s semplice, i punti 5,, s/ doppi e il punto i multiplo secondo v — 5 
per rimagine di C\ di cui v indichi Tordine, si trova che deve essere 

17 V — 15 (v — 5) — 1 10 — I — 24 = 10 

e per6 la detta imagine c del 35.^ ordine. 

Per trovare la rappresentazione d'ordine minimo, si noti dap- 
prima che, sul piano rappresentativo tt, pu6 farsi una trasformazione 
univoca del 5.° ordine, di cui i sia punto quadruplo e y^, y^, ...yg 
punti semplici. La possibilita di tale trasformazione risulta dairos- 
servare che, nella rappresentazione di 5, i punti y^, y^ • . . Vg sono 
imagini di otto punti sopra una retta (la R) e per conseguenza esiste 
un fascio di quintiche (non spezzantisi) aventi in i un punto quadru- 
plo e passanti per 2, y^, ya»...y8. Quella trasformazione univoca 
conduce ad un piano tt^, nel quale le imagini delle sezioni piane di \] 
sono curve del 9.° ordine aventi un punto settuplo i, tre punti doppi 
2, y', y'' e tredici punti semplici 5, 5<, s/ (mantenendo le denomina- 
zioni dei punti primitivi sopra ;: ai loro corrispondenti od omologhi 
sopra TTj). Dico ora che, nel piano tt^, nfe i punti 2, y', y", sono tutti 
successivi (in diverse direzioni) al punto i, nh possono i medesimi 
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e un punto semplice s (ad esempio) essere tutti in linea retta. Al- 
trimehti, nel piano ?:, o dovrebbe esistere una quartica (fondamentale 
per la trasformazione univoca) avente in i un punto triplo e passante 
per 2, y', y", Yj , y, . . . . Vg , ovvero dovrebbe esistere una quintica 
avente in i un punto quadruplo e contenente i punti ^, 2, y', y'', 

Vi» Ya''*T8» ^^^^ ^' avrebbe una quartica o una quintica che do- 
vrebbe far parte deirimagine di C' (la prima avendo 145 punti e 
la seconda 176 punti comuni con questa imagine). Si pu6 adunque 
passare dal piano 7:^ ad un nuovo piano 77, con una trasformazione 
quadratica per la quale sieno fondamentali il punto i e i punti y'» y" 
(ad esempio) e, sopra tt^, non saranno successivi ad i (romologo del 
punto i sopra -^) i punti 2, s (i corrispondenti dei punti 2, s sopra-j). 
Sicchfe sara possibile coi punti i, 2, 5 una seconda trasformazione 
quadratica (quei punti non potendo essere manifestamente in linea 
retta). Cosi si ottiene infine la rappresentazione di ordine minimo 

di V. 

In tale rappresentazione le imagini delle sexioni piane sono curve 
di 6!* ordine che hanno a comune nn punto q quadruplo e tredici punti 
seinplici 5, 5, , s^\ s^ , sj, . . . ^^ , s^'. II punto s rappresenta la reita Q 
e gli altri punti seviplici, a diie a due, le sei rette doppie D. II punto q 
l V imagine di una curva piana del ^.* ordine (avente in x un punto 
triplo), residua intersezione del piano per R (diverso dal piano R Q) 
che contiene una conica di 2 (cfr. n.® 14). LMmagine di x ^ una 
curva del 4,^ ordine che ha in q un punto triplo e passa semplice- 
niente per i punti 5,, s/ (e non per 5). L'imagine di Cj' ^ del g.° or- 
dine, ha i punti q, s quadrupli e i punti 5<, s/ doppi. I punti di essa si 
distribuiscono in coppie, ogni coppia rappresentando un punto di Cj'. 

Le sezioni piane di ^, fatte coi piani condotti per .r, hanno 
per imagini coniche per i punti q^ s. Ne segue dapprima che, il 
fascio di rette di centro q rappresentando le coniche di ^ (cinqui- 
secanti di C 'j, il fascio di centro s rappresenta le curve di 5.° or- 
dine rimanenti intersezioni dei piani di quelle coniche. Evidentemente 
questi due fasci di rette sono projettivi e sono corrispondenti i raggi 
qSi, ss/ (e qs\, ss,). Adunque i quattordici punti q, s, {qSt, ss/), {q s/, ss/j 
stanno sopra tina conica (imagine della hnea di contatto del cono di 
2.° ordine circoscritto sl ^ e avente il vertice in x). Due punti del- 
l*imagine di CA che formano una coppia, congiunti con q, 5, dhnno 
rette che sMncrociano su quella conica. 

Inoltre le coniche per q, 5, 5,, s/ sono le imagini delle sezioni 
fatte coi piani passanti per la rettaZ)^. II piano DiDj segherk adun- 
que y^ in una linea (del 3.° ordine, aventc un punto doppio sopra C^) 
la quale avrk per imagine una conica passante per q, 5, j^^ Sv\ Sj^sJ' 
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Si pui osservare ancora che il fascio di piani che ha per asse 
R deve avere per imagine un fascio di rette, di cui il centro si trovi 
suirimagine di C^ (e formi una coppia col residuo punto comune ad 
sq c ai quella imagine). Considerando di quel fascio i piani RDiy si 
conclude che le sei reite 5< s/ concorrono in un punto (deirimagine 
di C '). Ci6 segue altresi dall* ultima proprieta, prendendo fasci di cu- 
biche, di cui ciascuno abbia i punti base in g', 5 e nei punti di tre 
coppie Si^ s/, II nono punto base e il detto punto di concorso. 

Ecc. ecc. 

Pavia, fcbbraio 1881. 
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I. Per facilitare la ricerca degli assi principali d'inerzia di un 
corpo, relativi ai varii punti dello spazio, e per rendere intuitiva la 
distribuzione dei piani di momento costante, Hesse * fa uso di una 
quadrica imaginaria da lui chiamata V c imaginares Bild > del corpo, 
e messa in evidenza gia prima da Reye, il quale molto elegantemente 
se n'era servito per ridurre a forma piu semplice il problema della 
rotazione dei corpi **. Hesse giustificando airultimo della sua Vor- 
lesung rintroduzione di quella quadrica imaginaria conclude c aber 
es giebt unter den confocalen Oberflachen keine einzige, welche sich 
dem Korper analytisch so anschmiegt, als das im Anfange der Vor- 
lesung definirte, imaginare Bild des Korpers. > Nella notevole Me- 
moria Trdgheits-itnd hdhere Momente eines Massensystemes in Bezug 
auf Ebenen***j Reye ritorn6 in seguito suirargomento; quivi Tt ima- 
ginares Bild > diviene la « seconda Nullflache t o « quadrica dei 
momenti nulli >. 

Nel presente scritto considcro un sistema (discreto o continuo) 
di punti Oi afletti da coefficienti #;/<, e arrivo/^r via sintetica (n.' 3-io) 
a una rappresentazione analoga alla precedente, ma piii generale; 



♦ jr . 



Vorlesungcn tiher analytiscbe Geometrie des Rautnes, dritte Auflage, 1876, 25.* 
Vorlesung 

*• Rf.ye, Biilra^ ^n der Lehre von den Tragheitsmomenten (Zeitschrifi f Mathe- 
matik u. Physik) t. X. 
Crcllc, t. 72. 
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in quanto che essa conduce bens) a una quadrica imaginaria, quando 
tutti i coefficienti sono di ugual segno (come avvicne nel caso delle 
masse trattato da Hesse), ma pu6 dar luogo nel caso generale a una 
quadrica reale.' Questa rappresentazione nasce cosl spontanea, chc, 
a conferma deHMdea di Reye e di Hesse, si pu6 veramcnte consi- 
derare come il fondamento naturale della teorica dei momenti di 
secondo grado, dei momenti resistenti, del nocciolo, ecc. ; la quale 
teorica per tal via pu6 svincolarsi da ogni idea meccanica e stabi- 
lirsi in modo puramente geometrico, giusta i concetti del Cheliki *. 
Mi ]imiter6 a dare brevi cenni sulla maniera di svolgere la detta teo- 
ria da questo punto di vista (n.» 11-16), e mi giover6 deUa nominata 
rappresentazione per trattare due sole questioni: una (n.* 17, 18) rela- 
tiva alla riduzione di un sistema di n punti Oi . vii a un sistema 
eqnivalente di quattro soli punti, Taltra (n.* 2 e 19-22) relativa ai mo- 
menti obliqui, 

2. Nelle ordinarie applicazioni di meccanica quando si parla 
di momento d' inerzia rispetto a un piano (o rispetto a un asse se 1 
punti Oi,mi sono in un piano) si sottintende sempre che nella somma 

y^*mixt le distanze x^ dei punti dati dal piano siano misurate per- 

pendicolarmente a quesfultimo: di maniera che variando il piano 
dei momenti, rimane costante robliquita delle x< rispetto a questo 
piano, mentre variano tanto le grandezze quanto la direzione comunc 
delle Xi . Per6 in certe questioni nelle quali si presenta quella somma 
e necessario di considerare le distanze x^ come misurate pa- 
rallelamente a una direzione fissa X: di maniera che variando 
il piano dei momenti, mentre rimane fissa la direzione, variano le 

* Ecco come il Chelini spiega lo scopo deirelegantc sui Memoria: SulU 
composijione gcomctrica dei sisUmi iJi retlc, di aree e di punti (Mem. Accad. Bolo- 
gna, scrie II, t. X, 1870). a Esporre le lcggi geometriclie che presiedono alh 
« composizione e trasformazione dei sistomi, sia di rette, sia di aree, sia di punti 
tf aflfetti da coefficicnti, rimossa ogni idea di for:;^a e di velocila, tale 6 Tog- 
« getto del prescntc scritto. In alire Memorie ho piii volte toccato questo argo- 
^Muento, ma scmpre parzialmcnte: qui mi propongo soprattutto di meiterne in ri- 
(r lievo il principio di uniii che ne informa cd anima per cosl dire tutte le parti, 
<f collegandole in una teoria scmplice ed elementarc. La quale, ove fosse introdotta 
« neir insegnamcnto, aprircbbe un accesso oltre modo piano cd attracnte (secondo 
« che a me pare) non solo alla gcometria annlitica e sintctica, ina hen anchc 
ualla tneccanica; essendomi stu.Hato di rcnJcre puramentc gcomctrici i grandi 
« concctti di Poinsot e Chasles sull.i composizione e riduzionc delle forze c delle 
« rotazioni simultance, ccc , tcc, » Penetrato e inspirato da queste idee, cercai di 
cstenderc e svilupparc i concctti del Ciielin'!, e mi venne fatto un lavoro (ancora 
inedito) dal quale stacco la parte che pubblico nella presente Memoria. 
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grandezze e robliquita delle x^ rispetto al piano. II primocaso h 
stato completamente studiato, non il secondo ch' io sappia ; la teo- 
ria comune ad entrambe scaturisce del resto facilmente dalle pro- 
prieta del sistefna antipolare subordinato ai punti dati (n.° 9), n^ qui 
e il luogo di svilupparla completamente. 

II momento di grado r rispetto a un piano a — ciofe la quan- 

tita y< ffti x{ — si dira per breviti nel primo caso moviento ftormale, 

e mofnento obliquo (di direziofie )v) o anche semplicemente fnoffiefito (X) 
nel secondo caso; e cosl le distanze di punti da piani si distingue- 
ranno in distanze norfnali e distanze (X). 

Rispetto a uno stesso piano il fnoffiefito normale h sempre mi- 
nore del ffioftiefito (X), qualunque sia la direzione \, D'altronde i due 
momenti essendo proporzionali, la distinzione sarebbe aiTatto inutile 
ove si avesse a considerare un ufiico piano di momenti; invece essa 
diviene efficace e opportuna quando si devono paragonare i momenti 
presi rispetto a piani diversi. Per esempio, mentre T inviluppo dei 
piani di ugual momento statico fiormale e una sfera, quello dei piani 
di ugual momento statico /// direziotie \ si riduce a due soli punti. 
Come altro esempio h noto che le quadriche omofocali a quella dei 
momenti d' inerzia nulli sono gl' inviluppi dei piani di momento 
(normale) costante; ma h chiaro che mentre rispetto ai piani tangenti 
di una di queste quadriche sono uguali i motnetiti fiormali^ ed anche, 
evicientemente, i fnotnetiti obliqui (aventi uti obliquith costatite ^ per 
es. di 45°, rispetto a cgtii piafio)^ sono invece differenti in generale 
i mofnetiti obliqui {di direziotie a). Data dd arbitrio una direzione \ 
s\ pu6 dunque domandare come siano distribuiti nello spazio i piani 
di fnoftietito (>) costante; trovata la risposta (n.° 19), ne faccio ap- 
plicazione ad alcuni esempii offerti dalla teorica degli errori d'osser- 
vazione e delle formole empiriche (n.' 23-25). 

3. II baricentro o centro di i.° grado di un sistema S={oi . W|, 
Ot . Wj, . . , o^. fn^) d\ punti o, affetti da coefficienti ;//< (/=1,2,...«) 
h geoffietricattufite definito * tanto nel caso che ^ w< = /// sia diverso 
da zero quanto nel caso contrario. Quando V;;/^=^-'* H baricentro 
c airinfinito in una determinata direzione A B^ che si puo ottenere 
congiungendo per esempio A (uno dei punti dati o^ col baricentro B 
degli altri n — i ; se per avventura A=.B^ ogni punto e baricentro 
degli n — i rimanenti e il sistema S non ha baricentro. Da una nota 
proprietk caratteristica del centro di i.° grado (sia esso a distanza 



• M6BIUS, Div harycentrische CjIcuI (1827), § 2-8; Chelini, 1. c. partc III, § i. 

* MdBius, I. c. § 9- II. 
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finita o infinita) si pu6 ricavare come corollario quest'altra definizione 
che vale anche pel baricentro di \xxCestensione *, cio6: 

II baricentro (centro dii.®grado)diun sistema 5 i 
rinviluppo dei piani di momento statico (2w<.r<) nuUo. 
Esso dipende esclusivamente dalla posizione dei punti o^ e dai rap*- 
porti di ;/ — i coefficienti ;;/, aUVi-esimo; ^dunque individuato quando 
h dato il sistema S, 

In quanto segue supporremo sempre ^) w< = »» diverso da zero; 
onde il baricentro di S sark un punto t? situato a distanza finita. 

4. Per centro di 2.° grado del sistema 8j rispctto a 
un piano a, sMntende il centro di i.® grado A dei punti 
Oi , Mi = Oi . fftiXi, ove Xi sono le distanze (X) dei punti o^ da x (n.* 2). 
I coefficienti Mi = ffit Xt sono i momenti statici rispetto a dei punti 
dati Oi, ;;/<; siccome essi variano proporzionalmente alle Xt, e queste 
distanze, al mutare di >, variano pure proporzionalmente fra loro, 
cosi A resta invariato qualunque sia la direzione delle x^. Dunque 
dato /S, il centro di 2.^ grado dipende esclusivamente dalla posizione 
del piano dei momenti, e ad ogni piano a corrisponde uno ed 
un solo centro di 2.° grado A. 

Se a passa per 0^ A h alTinfinito in una direzion^ 
determinata, perch^ allora ^miXi = ^Mi = 0, 

5. Quando i punti o^ non sono tutti in un piano, 
a piani differenti corrispondono differenti centri di 
2." grado. — Infalti se C/T" e l'intersezicne di due piani a, a', si 
prenda per direzione )v la retta Uo^^ e sieno rispettivamente Xi e r/ le 
distanze (/) dei punti Of dai piani a e a'; perche a questi corrisponda 
uno stesso centro di 2.° grado A^A'h necessario che i coefficienti 
Mi e Mi ossia le Xi e le .r/ siano proporzionali; ma per /=i, 

,r, = x\ = Uox ; dunque 

Xi = Xi' (/ =1,2,... ;/). 

Se U T b air infinito, cio^ se i due piani sono paralleli e <: e 
la loro distanza in una direzione arbitraria >, si ha :r, = .r/ -}- r, ep- 
per6, dovendo essere ,r, : ,r/ = cost., si arriva alla stessa conclusione : 
Xi = Xi . II che esige — contro T ipotesi — che i punti o^ siano tutti 
in un piano passante per U T\ dunque i centri di 2.^ grado A e A' 
dei piani a e a' non coincidono, c. d. d. 

Se i punti o^ sono tutti in un piano si possono prendere i nio- 
menti rispetto a una retta (asse di momento) contenuta nel piano, 

• Chelisi, 1. c. III, 5 f. 
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e, come precedentemente, si dimostra che quando il sistema 8 h 
piano, se tuttM punti che lo costituiscono non sono al- 
lineati in una rctta, ad assi differenti corrispondono dif- 
FERENTi centri di 2.® grado. 

6. I piani passanti per A hanno i loro centri di 
2.® grado in a. — Infatti sia fi un piano per A^ B il suo centro di 
2.® grado, j< la sua distanza dal punto o^ (/ = i, 2,...;/) e si formi la 
somma ^ w, r,^, [momenio di deviazione di 8 relativo ai piani a, (i) 
estesa a tutt'i punti del sistema. Siccome 

V m,Xi yi = y^ (w< x^ y, = V M^ y, 

h il tnomenlo statico dei punti o^.Mi rispetto al piano p e p passa 
per A^ centro di i.° grado di questi punti, sark (n.*» 3): 

y^niiXiyi = o\ 
ma, posto Ni= nuyi^ h pure 

uguale al momento statico dei punti o^ . N^ rispetto al piano a ; e 
poich^ questo momento h nullo (n.<» 3) a passa per B^ centro di 
l.*> grado dei punti o^^Ni, Se due piani contenenti ciascuno il cen- 
tro di 2.® grado deiraltro si dicono conjugati^ si h cosi dimostrato 
che il momento di deviazione dei punti Qi.nti relativo a 
due piani conjugati e nullo. 

In simil modo sidimostra il teorema inverso: se il momento 
di deviazione ^w<r,jj relativo a due piani e nullo, i 
due piani sono conjugati. 

7. Di qui si raccoglie inoltre: il centro di 2.® grado di un 
piano e Tinviluppo di tutti i suoi piani conjugati. E sic- 
come, quando il sistema 8 h gobbo, i diflferenti piani passanti pcr 
A hanno centri di 2.** grado differenti (n.® 5), e situati in a (n.** 6), 
in quest' ipotesi si ha anche il teorema reciproco cioe: un piano 
(punteggiato) ^ *il luogo dei centri di 2,"* grado di tutt'i 
suoi piani conjugati. 

8. Per conseguenza quando il sistema 8 dei punti ^,. w, h gobbo, 
j piani e i punti dello spazio si corrispondono univocamente per moJo, 
che se quelli descrivono una stella intorno a un punto A, questi sul 
corrispondente piano a dcscrivono un sistema punteggiato, vale a 
dire i piani a e i relativi centri di 2 ® grado A sono gli elementi cor- 
rispondenti di due spazii reciproci projcttivi. E poichc a un piano ^ 
passante per A^ corrisponde un punto ^ di a; e a un piano y 

passante per AB^ corrisponde. un punto C della retta aji; e final- 
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mente al piano ABC=^, il punto 0L^y = D, ne viene che allc 
facce del tetraedro A B C D, considerate come elementi del primo 
spazio, corrispondono nel secondo spazio i vertici opposti: ondc* i 
due spazii sono in posizione involutoria ossia forniano un sistema po* 
lare S, nel quale A B C D e un tetraedro conjugato (Quadrupcl 
harmonischer Punkte, Pol-Tetraeder). 

9. Questo sistema 6 cos) individuato dal sistema gobbo di punti 
(^i .;;/,) = iS si dira il sisiema antipolare subordinato ad S\^ i suoi 
elementi corrispondenti (cioe un qualsivoglia piano di momenti e il 
relativo centro di 2.° grado) si diranno piano antipolare e antipolo. 
Siccome ai piani per corrispondono esclusivamente punti del piano 
w airinfinito (n.'* 3, 4), e Tantipolo di w; onde: il baricentro 
dei punti dati Oi^vii e il centro del subordinato sistema 
antipolare S. 

10. II sistema S non degenera in un sistema polare 
piano se non quando tuttM punti o^ sono in un piano; n^ 
degencra in una semplice involuzione di punti, se non 
quando tutti gli o^ sono allineati in una retta (n.'' 5). 

11. Se a e un piano fisso e p un piano variabile, il loro mo- 
mento di deviazione \^mtX^j'i varia in generale con p, e diviene uguale 
al momento d^^inerzia ^ f//<;r,* = //* . ^ mi = I^ relativo ad a, quando 
i due piani coincidono. Onde (n.*> 6): il momento dMnerzia re- 
lativo a un piano contenente il proprio antipolo e nullo, 
e viceversa: un piano di momento nullo k conjugato a se 
medesimo epper6 contiene il proprio antipolo. 

Ma per le proprieta dei sistemi polari i piani contenenti i pro- 
prii antipoli inviluppano una superficie del 2.° ordine (la quadrica 
direttrice, la « Ordnungsflache > di S) la quale c in pari tempo il luogo 
dei punti situati nei proprii piani antipolari. Dunque dato 8, cioe 
dati NELLO SPAZio i punti ^, ;//,,o non esistono piani di mo- 
mento nullo, o, se uno ne esiste, ve ne sono infiniti: 
cio^ tutti i piani tangenti della quadrica direttrice (dUA- 
DRXA DEi MOMENTi NULLi) dcl sistcnia S subordinato ad 8\ 
infatti se S 6 gobbo questo sistema antipolare h in ogni modo reale 
c non degenere (n." 5), e quindi o non vi k direttrice o se esiste e 
una quadrica effettiva (non degenere). 

12. Supponiamo i coefficienti f//< tutti positivi (come 
sarebbcro, per esempio, ove essi esprimessero masse concentrate nei 
punti Oi o elementi di una estensione omogenea a i, 2 o 3 dimen- 

• Reye, Die Geometrie der Lage, zwcite vermchrte Auflage (1880'; t. II, pag. (tS- 
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sioni). In tal caso non vi sono piani di momento nullo, perchi ^m^x^^ 
h essenzialmente positivo, e quindi non esiste la quadrica direttrice, 
o se si vuole* la quadrica direttrice e imaginaria ed e 
rappresentata dal sistema antipolare 5, Le involuzioni dei 
punti reciproci situate sui diametri di S (rette baricentriche di S) 
sono tutte equiverse e le loro potenze A. 0A= — k^ negative; 
in altri termini se OA incontra in A' il piano antipolare 
di A (punto arbitrario), i punti reciproti A e A' sono 
sempre separati da ed co. 

13. Sia A Tantipolo di a e si determini il piano a^ simmetrico 
di OL rispetto ad 0. Ripetendo la costruzione per tutti i punti dello 
spazio, si hanno la A c y^ gli elementi corrispondenti di un nuovo si- 
stema polare S^, il cui centro coincide in con quello ^i S; inoltre per 
ogni piano diametrale la direzione conjugata in S^ coincide con la di- 
rezione conjugata in S. La quadrica direttrice del sistema ausiliario S^ 
(che altrove** ho chiamato la quadrica centrale del primitivo si- 
stema S) in quest' ipotesi dei coefficienti positivi k manifestamente un 
ellissoide reale: infatti (n.° 12) su ogni diametro Tinvoluzione dei 
punti A^ A^ reciproci in S^ h contraversa epper6 la relativa potenza 
O A. OA'^ = k^ ^ positiva {AJ punto dMncontro del diametro A 
col piano aj. I punti diametralmente opposti di questo ellissoide e i 
relativi piani tangenti godono della proprieta di essere elementi rc- 
ciproci nel sistema antipolare S. Perci6 si pu6 definire V ellissoide 
centrale JB di S come il luogo dei punti simmetrici e re- 
ciproci in S e come Tinviluppo dei piani simmetrici e 
reciproci in S. — I poli (alTinfinito) dei piani diametrali 
di JBcoincidono con gli antipoli di questi piani. 

14. II sistema antipolare 5 subordinato ai punti o^ . m^ [ini po- 
sitivi) corrisponde precisamente air « imaginares Bild % di Hesse, 
come sopra ho accennato, e pu6 facilmente costruirsi mediante rel- 
lissoide centrale JK Infatti se k dato a, trovatone il polo A^ rispctto 
JS?, ii punto simmetrico di A^ 6 Tantipolo di a; se ^ dato A, tro- 
vatone il piano polare a^ rispetto JB, il piano simmetrico di a^ c 
Tantipolare di A. 

Si noti ancora che come la quadrica direttrice di S, quando 
esiste, puo rappresentare il vincolo reale fra i piani dci momenti e 
i corrispondenti centri di secondo grado dei punti o^ . ;;/<; cosl, quando 



• ScHROTER, Thcorie dcr Oberfljchcn :^iueilcr Ordnung und dcr Raumkurven dril- 
ter Ordnung als Er:^eugnissc projchlivischer Gcbildc (1880), pag. 515. 

•• Vedi le mie Riccrchc intorno ai sislcmi polaru Rendic. Ist. Lomb. t. XII 
tradotte anche nei Nouvclles AnnaUs de Muthimatiqucs^ 2." serie, t. XVII!, (1879). 
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essa e imaginaria, il vincolo reale fra i piani e i punti corri- 
spondenti di un sistema polare S pu6 intendersi rappre- 
sentato da un gruppo 8 di punti Oi.vti. Per esempio, i vertici 
di un triangolo determinano un sistema polare piano e i vertici di 
un tetraedro determinano un sistema polare gobbo, nei quali rispet- 
tivamente sono conjiigati il triangolo e il tetraedro dati, qualunque 
siano del resto i valori dei coefficienti ;;/< che si vogliano attribuirc 
a quei punti (n.® 17). 

15. Stabilite nel modo consueto le relazioni 

»■=» #=» . . 

•y ^ VI i . Xi^ = li *. m ^, vii . xi^ = k J, VI 

= d .a,vi P =d.q,m 



= {^: + V) • 



;;/ 



[nelle quali 1 primi membri indicano i momenti (>.) dMnerzia relativi a 
un piano a e al piano baricentrico parallelo x'\ ha. e ka! i corrispon- 
denti raggi (a) d' inerzia; ^fa e ^ le distanze (>.) di a da (9 e dal suo 
antipolo A\ d ^ q le distanze (/.) di da un piano arbitrario e dal 
relativo antipolo] si riconosce facilmente che il momehto (X) re- 

lativo a unpiano baricentrico a' e = OP .vt, OF essendo 
il segmento di direzione \ limitato da uno dei piani tan- 
genti di JE paralleli ad a'; s.e \ ha la direzione conju- 

gata ad a', (^/'coincide con Aly semidiametro di J5con- 
jugato ad a'. Cosicche i momenti d'inerzia di iS si possono rap- 
presentare nel modo ordinario in uno qualunque degli ellissoidi omo- 
tetici ad JB. Pare dunque ovvio di assumere, e noi assumeremo 
per definizione, come ellissoide centrale d'inerzia dei punti 
Oi.vti, rellissoide centrale JB del sistema antipolare su- 
bordinato S. 

16. La stella dei piani concorrenti in un punto A' ^ reciproca 
in S alla stella dei raggi che da X w^ projettano gli antipoli (i quali 
sono situati nel piano $ antipolare di X\ La quadrica di cen- 
tro X rispetto alla quale h polo di c; e inoltre sono re- 
ciproche queste due stelle '- — che consteranno perci6 
dei suoi piani diarnetrali e dei corrispondenti suoi dia- 
metri conjugati — si dirala quadrtca del punto A" e si di- 
notera col simbolo {X), 

Quando i coefficienti ;;/< sono positivi la (A'J c un cIHssoide; 
perch^ X ^\ essendo, in questa ipotesi, separati da e w, (n.* 12-15) 
tutt' i suoi diametri sono reali. Dalle relazioni del numero preccdentc 
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si rlcava clie se 7. b un piano per X, il suo momento (a) h 

= -^^.///, essendo X Q il segmento di direzioneX limi- 
tato da uno dei piani tangenti di {X) paralleli ad a; XQ 

coincide col semidiametro X N d\ {X) conjugato ad a, ove \ abbia 
la direzione conjugata a questo piano. Dunque gli ellissoidi d'iner- 
zia di J!f sono omotetici a {X)\ e noi assumeremo per defini- 
zione rellissoide {X) come ellissoide d'inerzia del punto X. 
Cosi ogni punto dello spazio ha un unico ellissoide d'inerzia 
geometricamente definito; quello del baricentro coincide con Tellis- 
soide centrale. 

17. Se ai vertici A^ di un tetraedro qualsivoglia si 
attribuiscono dei coefficienti w^, il gruppo di quattro 
punti: 

determina un sistema antipolare S' nel quale h conju- 
gato — quali pur siano del resto i coefficienti [/^ — il te- 
traedro dato. Infatti se a^ {r=i^ 2, 3, 4) e la distanza (),) del 
vertice A^ dalla faccia opposta a^ del tetraedro, i momenti statici dei 
quattro punti rispetto al piano a^ sono: 0; 0; 0; Mr = ar[Jr] ^p- 
per6 Ar e il centro di 2.° grado di a^ (n.° 4). 

Se invece di essere affatto arbitrarip, questo tetraedro h conju- 
gato nel sistema antipolare S subordinato ad n punti dati: 

S=(o^. f//j, o^ . m^ , . . . ^„ . ///„), 

i due sistemi S' e S sono identici, purch^ i loro centri, cio^ i 
baricentri di S' e di S, coincidano; infatti un sistema polare 
e individuato dal centro e da un tetraedro conjugato. 

E se oltre a ci6 fra i coefficienti j/.^ e ///, ha luogo la relazione : 

!^« + f^a + y 3 + '\ = ^ ^'» = ^'^' 

i due sistemi S' ed S hanno ugual momento dMnerzia 
rispetto a qualsivoglia piano (n.^ 15) ossia, adottando la 
denominazione di Reye*, sono equivalenti riguardo ai momenti di 
2.* grado, 

18. Dato S e assunto ad arbitrio un tetraedro A^A^A^A^ 
conjugato nel suo sistema antipolare S, h sempre possibile di de- 
terminare u, u, u, '/ in modo da sodisfare alle dette due condizioni. 

I X > 3 • 3*4 

Infatti il momento statico di S' rispetto ad a;. essendo =^^u^, se 
con dr si* indica la distanza (a) di queisto piano dal baricentro O di 



• L. c. Crelle's Journal, t 72, pag. 300. 
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Sy a raggiiingere lo scopo bastera porre : 

ossia prendere: 

^r 

il segno di {/^ si accorda con quello di m st A^ t O si trovano 
dalla stessa banda di a^ (ci6 che, per esempio, ha sempre luogo 
quandp tutt*i coefficienti ///, hanno ugual segno); nel caso contrario 
i segni di \fr e di ;;/ sono opposti. Cosicch^ un sistema gobbo 8 
di quanti si vogliano punti affetti da coefficienti pu6 in 
infiniti modi essere sostituito da un sistema 8' equiva- 
lente riguardo ai momenti di 2.° grado e contenentc 
qtiattro s o 1 i p u n t i . 

Questo teorema e dovuto a Reye, come gli h dovuta l'osser- 
vazione che in tal guisa il difficile problema della rotazione di un 
corpo pesante (caso particolare di un sistema di punti affetti da 
coefficienti) h ricondotto a quello della rotazione di soli quattro 
punti invariabilmente fra loro connessi*. E per6 interessante liotare 
che la mia dimostrazione essendo puramente geometrica, viene a 
essere sinteticavicnte dimostrato anche il teorema algebrico sulla rap- 
presentazione di una funzione omogenea ed intera del 2!* grado come 
somma di quattro quadrati reali.** 

19. Sia ^nii^x^ = k^,m = IS^^ il momento (>.) relativo 
a un piano arbitrario e si suppongano tutt'i coeffigienti 
positivi; ammesso che vi siano altri piani di-ugual mo- 
mento (a), cerchiamone Tinviluppo AV^\ 

Da un punto qualsivoglia ^Y, sopra una retta di direzione a 
la quale incontri in iV rellissoide d'inerzia (-V), si prenda un seg^- 
mento XQ^ k, Secondo che XQ 6 minore, maggiore o uguale lA 
X Nf il cono Q^ (di vertice Q) circoscritto ad {X) h rispettivamente 
imaginario, reale, o si riduce al piano tangente in Ni nel primo caso 
per X non passano piani deUMnviluppo; nel terzo caso ne passa uiio 
solo, ed h. il piano diametrale di [X) conjugato alla direzione >, cioo 

avente il proprio antipolo nella retta X Q\ nel secondo caso final- 
mente tutt' i piani per X paralleli ai piani tangenti di Q^ apparten- 
gono airinviluppo (n.° 16) e sono a loro volta i piani tangenti di 



* Reye, Bcilragf ecc. (1. c); e Crcllc's Journal, t. 72, § 5 e introduzionc 
della Memoria Trdghcils-nnd hohcre Mcmentc, ecc.y gid ciiata. 
Crcllc*s Journal 1. c. t. 72, pag. 312, 313. 
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un cono X^ uguale ed omotetico a Q^. Dunque 1'inviluppo Ki^(^ e 
della 2.* classe e perci6 esso 6 anche il luogo dei punti X 
pei quali passa un solo suo piano tangente. II baricentro O 
h il centro di AV^^; infatti s^ un punto giace in Ki^^^\ vi giacera an- 
che il simmetrico (rispetto ad (?), in quanto che gli ellissoidi dM- 
nerzia dei punti simmetrici sono manifestamente uguali ed omotetici. 
Prendendo ora su M^ semidiametro di JE? parallelo a (>.), un seg- 
mento OP=hy sark necessariamente P= M oppure 0P> 0M\ 
nel I.** caso il piano diametrale (baricentrico) (/, conjugato ad Mh. 
Vunico piano appartenente alPinviluppo Kii^^\ nel 2.** caso vi appar- 
tengono sia i piani [jl', [//' paralleli a (x e distanti da (?, nella dire- 
zione >, della quantitk \jO P* — O M^t sia ancora tutti i piani tan- 
genti del cono O^ uguale e omotetico al cono P^ circoscritto ad JB. 

Onde concludendo: II richiesto inviluppo Ai^^^ h un 
iperboloide a due falde toccato dai piani (;.', \iJ' test^ 
definiti e il cui cono asintotico O^ ha i piani tangenti 
paralleli a quelli del cono di vertice P, circoscritto 
alTellissoide centrale dei punti dati. 

Per ogni punto di Ki^^^\ il diametro parallelo a \ del corrispon- 
dente ellissoide d'inerzia 6 evidentemente = 2 //. Epper6 si ha anche 
il teorema: II luogo dei punti i cui ellissoidi dMnerzia 
hanno ugual diametro in una direzione (X) h un iper- 
boloide a due falde, coincidente con uno degli iperbo- 
loidi(n.°2o) di momento (X) costante. 

20. Tenendo fissa la direzione >, variano con // tanto il mo- 
mento /^^^^ quanto Tiperboloide Kx^^^\ quando h raggiunge il valor 
minimo M^ Ai'^^ si riduce al piano (/., al quale per ci6 compete 

il minimo momento (X) = M^.^mi. Variando anche \ varia la 
serie degli iperboloidi di momento Q) costante, ma si ha in ogni 
modo il teorema: II piano di minimo momento misurato 
in una direzione arbitraria passa pel baricentro ed 6 
alla medesima conjugato neirellissoide centrale dei 
p u n t i Oi.mi. 

21. La sfera ortogonale* di K^^\ quando esiste, h il luogo dei 
punti pei quali passano tre piani ortogonali di ugual momento (X); 
infatti da ogni punto di questa sfera si possono condurre tre piani 
ortogonali tangenti a Ki^^\ 

Dunque mentre per ogni punto dello spazio passa una terna 
di piani ortogonali di ugual momento normale (e piil generalmente 



* ScfRdTER, 1. c. pag. 534; Hesse, 1. c. pag. 373. 
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di mocnenti uguali aventi la stessa obliquita nspetto a ciascuno i 
tre piani) non vi passa ia generaU alcuna terna di piani ortogooj 
di ugual momento (i). 

22. Queste propriet^ sussistono con le debite modt5caziai 
anche quando i punti dati sono in un piano, nel qual caso h pufe~ 
piano il subordinato sistema antipoUre 3 (n." lo). Per esempio, se i 
coefficienti m. sono positivi, gli assi di momento (•) co- 
stante ed =/»' inviluppano una determinata iperbole 
A'i'* avente il ccntro nel baricentro del sistema; Tassc 
di minimo momento ().) e il diamctro conjugato a \ del- 
I'eIIisse centrale del sistema; ecc. 

23. Per dare un esempio nel quale i precedenti teoremi trovai 
applicazione, supponiamo che rispetto a tre assi coordinati x,y,* 
punti 



siano le imagini dei risultati 

* la cui legge sia rappreseatatHli 



di it osservazioni di un fem 
da una funzione lineare 



- 6x -{- c 3, 



e assumiamo che la misura di precisione della i:"" osscrvaztone a 
espressa da ^;«. ove » = l, 2, . . . «, In tale ipotesi le equaziod 
dei piani tangenti di un medcsimo iperboloidc 
somministrano tutte le funzioni lineari alle qua^ 
corrisponde un uguale error medio (n." 19); mentre Tequa- 
zione del piano baricentrico, conjugato al diametro 
parallelo ad^ dell' ellissoide centrale JS, sommioistra 
la funzione lineare cui corrisponde il minimo erti 
medio (n," 20}, cio^ quella stessa chc si ricaverebU 
applicando il principio dei minimi quadrati. 

24. Che se invece fossero {;«, r,] i risultati delle n osservazioid 
e la legge del fenomeno fosse rappresentabile dalla funsione j 
rabolica 



w 



. + n' + f 



" Cfr. nei Rcndic. Isi. Lomb. t. XHT (1880) ie mic Nme: Sclaxiciu £ 
tanicA ii alaini proiUmi d' inUrpoU^ane, e Cotnpima^^lont dtgli trrori profei 
nali ptr un iato s'!lma di outrva^joni Jiretlt. V. anche CoUJ(n-'OK, tiyJrM 
2.* idition (18S0), Supplhntnl, pag. fij?. 
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basterebbe supporre che i punti Ot abbiano le coordinate 

^. = ^', yi = r,, Zi =1?, 1=1,2,... n, 

per concludere dal n.° precedente il teorema: i piani tangenti 
di un medesimo iperboloide Ki^ somministrano i para- 
metri di tutte le funzioni paraboliche della forma (r,) 
alle quali corrisponde UN uguale error medio; e i para- 
metri del piano diametrale di JB', conjugato alla di- 
rezione 7, coincidono con quelli della parabola {r) di 
minimo ottenuta col metodo dei minimi quadrati. 

25. Se in questa stessa ultima ipotesi la legge del fenomeno 
fosse al contrario esprimibile dallai funzione lineare\ 

% — a-\-b\\ 

presi in un piano due assi coordinati ^, y), determinati i punti o^ di 
coordinate (;<, "s^.O e mantenuto ai coefficienti w< il significato sopra 
definito, tutte le funzioni lineari cui corrisponde un 
UGUALE ERROR MEDio sarebbero rappresentate dalle tan- 
genti di una medesima iperbole K^"^ \ e il diametro con- 
jugato a r, neirellisse centrale dei punti Oi,fni rappre- 
senterebbe la funzione di minimo data dal metodo dei 
minimi quadrati (n.^ 22). 

Milaao, aprile 1881. 
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Nei suoi EUmcnti d! Mtccanka, in parecchie delle sue Memoi 
e specialmente negli ultimi suoi lavori, W compianto Cheusi sil 
molto occupato della teoria degli assi di rotazione e dei centri \ 
oscillazione e di percossa, teoria che offre largo campo d' applic 
zione ai concetti del PoiNSOT, a lui tanto graditi e famigltari. 

Un altro valente geometra ilaliano, il professore TURAZZA, ( 
pure egregiamente contribuito ad allargare la suddetta dottrina, i 
strando, in base ai ricordati concetti, che molte proprieta degli a 
permanenti rientrano, come casi particolari, in proprieta relative » 
assi di rotazione in generale. 

Queste Interessanti ricerche gettano molta luce sopra una qul 
stione fondamentale di dinamica, e dovrebbero oggimai far parte i 
tegrante di qualunque trattato di meccanJca razionale c di qualunqd 
corso di lezioni intorno a questa scienza. Effettivamente lo i 
Chelini ha dato, nei suoi Ekmenti dt meccanica raijottale (Bold 
gna, 1860), uno sviluppo maggiore del consueto alle teorie cui ) 
ludiamo, ed il professore TURAZZA ne ha fatto la base del suo ottifB 
libro intitolato II vioio dci sistcmi rigidi (Padova, 1868). 

Ci6 nondimeno queste teorie non sono ancora entrate nel cn 
mune dominio quanto si dovrebbe desiderare che fosscro, il che, a 
mio avviso, deve attribuirsi, almeno in parte, ai metodi che i duc 
egregi professori hanno adoperati per lo svolgimento di queste dot- 
trine, metodi senza dubbio appropriati ed eleganti, se si considerino 
in s^ stessi, ma che forse non quadrano interamente coU'ordiiuria 
maaiera di trattazione degli argomenti di meccanica analitica. 



Smila U9ria dtgU msa di n^asime. 541 



H Cheuni si vale iniatti qaasi sctnpre di coosidefaziom g«o-* 
metriche, semplid ed ii^egiiose a, ma che richicggoiio una tradu- 
zioaey non sempre £acOe ed inmiediata, quando si voglia &Lnie Tap^ 
plicazione a problemi da svolgersi col calcolo. H professore TCRAZZA 
si e servito anche del calcolo, ma faicendo quasi sempre scelte par» 
ticolari di variabili e d'assi, con che le formole diventano piik sem- 
plici e di piu semplice deduzione, ma perdono quell* uniformit4 e 
quella simmetria che non solo permettono di rilevame piii pronta- 
mente il significato, ma ne rendono altresi piu manifeste le mutue 
attinenze ed i caratteri distintivi. 

Ora a me sembra che la teoria svolta dagli egregi geometri 
test^ menzionati si possa presentare in modo da conseguire questi 
vantaggi, senza rinunciare alla semplicita, anzi ponendo nella piii 
chiara luce possibile la vera indole geometrica della questione. Le 
pagine che seguono contengono i primi fondaraenti d'una esposizione 
informata a questi principi, esposizione alla quale io non prefiggo 
altro scopo che quello di rendere maggiormente note ed apprezzate, 
se h possibile, le ricerche dei due valenti italiani, e che io arresto a 
quel punto in cui lo studioso che voglia piili profondamente adden* 
trarsi nella questione non pu6 far di meglio che ricorrere alle loro 
Memorie originali. 

Con ci6 credo anche di cooperare, bench^ in minima parte, 
ad uno dei principali intenti dell' ottimo Chelini, a quello, cio^, di 
perfezionare la forma didattica delle singole teorie cui Egli rivolse 
la mente. 

Consideriamo un sistema rigido, del quale sia Af la massa tcy- 
tale e sieno a, b^ c i raggi d' inerzia rispetto ai tre assi principali del 
baricentro, che assumeremo come assi coordinati delle .v, v, ;^. Sicno 
Uy Vy w le componenti, rispetto a questi assi, della velocitci istantanea 
del baricentro Q py q, f le analoghe componenti della rotazione istan- 
tanea del sistema intorno ad un asse £, passante per il baricentro 
stesso. 

Trasportando alP origine tutte le quantitk di moto che animano 
il corpo si ha, come h noto, una risultante le cui componenti sono 

Mu, Mv, MtUy . 
ed una coppia risultante, le cui componenti sono 

Ma'p, Mb'q, Mc'r. 

Affinch^ il moto istantaneo equivalga ad una semplice rota- 
zione, bisogna che si abbia 

(i) pu -{- qv -{-rtu =0, 
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ed in tal caso le coordinate di un punto qualunque delFasse di ro- 
tazione (parallelo ad E) soddisfanno alle equazioni 

u 4" <ix, — ^y = o> 

(i)a \ V +rx — /)^ = o, 

w -\- py — qx = o^ 

delle quali una h conseguenza delle altre due, in virtil della rela- 
zione (i). 

Affinch^ invece le quantiti di moto ammettano una risultante 
unica, bisogna che si abbia 

(2) a*p u-^-h^qv -\- c^rw = o, 

ed in tal caso le coordinate di un punto qualunque deU' asse d' im- 
pulsoy cio^ della retta d'azione di questa risultante (perpendicolare 
ad £*), soddisfanno alle equazioni 

a^p -^-v X, — wy = o^ 
(2). \ b^q +WX — u 1 = 0, 

c^r -]- u y — V X = 0^ 

delle quali una h conseguenza delle altre due, in virtii della rela- 
zione (2). 

Quando le due relazioni (i) e (2) sono soddisfatte ad un tempo, 
si ha 

^^^ y — c'~ c'-a' ~ a' — b' ' 

epper6 la direzione deir asse di rotazione determina quella dell' asse 
d'impuIso e reciprocamente. 

Moltiplicando ordinatamente le equazioni (i)« per 

^*/>» b^q^ c^f^ 

e sommando, con riguardo alla relazione (2), si ha 



(4) 





X y i 






' p q r 


— 0. 




a^p b^q c^r 




Cos), moltiplicando ordinatamente le equazioni (2)« per 




U V w 

a p c 






mnlt 



Le eqaanoni (4), (;) defiaJscoQO evidentcmente du« pijuii pu- 
iti pel banccntro e coatencoti rispcttivamcnte i' asse di rotuione 
d'tinpuIso. I cocflicienti dclla prinu eqiuiiooe dipeodooo 
Itanto dai rapporti p: q :r , quelli della secooda dipendono sol- 
taato dai rappotti u:v:il', Si deve dunque coacluderc che, fissata 
la dircEiooe dcirasse di rotaztone, se la rotazione tntorno ad esso 
deve geoerare ua sistema di quantita di moto riducibili a rtsultante 
unica, bisogna cbe fasse di rotazioae giaccia in ua determiaato piaoo 
passante per il baricentro; e, rectprocameote, fissata U direzione 
dcIPimputso trasinesso al corpo, se quest^impulso deve generare un 
moto istantanco cquivalente ad uaa sempiice rotaiione, bisogna che 
Tasse di impulso giaccia Ja un determinato piaao passante per il 
baricentro. 

Per ben compreodere la ragionc di questi due teoremi basta 
osscrvare che, nella doppia ipotesi d'un moto di semplice rotatione 
producente risultante unica di quantita di moto, ipotesi rapprescntata 
daile equazioni (3), il fissarc la direzione deU'asse di rotazione cqui- 
valc (3) a fissarc la direzionc dcl moto del baricentro, e poichi questo 
moto awieoe sempre aormalmente al piano condotto pel bariccntro 
c pcr Tasse, ne seguc che la direzioae dcITassc di rotazione Jetcr- 
mina completamente la posizione del detto piano. Reciprocauientc, 
il fissare la direzione deirimpulso cquivalc (3) a lissate la dirciiwic 
deirasse di rotazione, e poichi qucsta dirczionc i scmprc coaiugata 
(neir ellissoidc centrale) al piano condotto pcr il baricentro c per U 
retta d'impulso, ne segue chc la dirczionc di qucsfasse dctcrmina 
complctamente la posizione dcl detto piano. 

Subordinatamente a questo punto di vista i bene osservare chc, 
in virtCi deltc equazioni (3), Tcquazionc (4), formata collc compo- 
DCnti di rotazlonc, C cquivalcntc alla 

(4). ux-\-vy-^wi = o, 

formata colte componcnti di traslazione; e requattone (J}, foniiata 
colle componenti di traslazione, & equivalente alla 
(5). a'px-\-b'qyi-c'rx^==-o. 
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formata colle componenti di rotazione. Di queste due ultime equa- 
zioni (4)« e (S)«, che risultano direttamente dalle (i)., e rispettiva- 
mente dalle (2)„, moltiplicando ordinatamente per x,}», :( e sommando, 
la prima rappresenta il piano condotto per il baricentro normalmente 
alla direzione del moto di questo punto, e la seconda rappresenta 
il piano diametrale delP ellissoide centrale coniugato alla direzione 
deirasse di rotazione. Questi due piani sono perpendicolari fra loro (2). 

Da quanto precede risulta chiaramente che la doppia ipotesi 
rappresentata dalle equazioni (i) e (2), oppure dalle equazioni (5), 
impone una condizione necessaria tanto alPasse di rotazione quanto 
alPasse d'impulso. II primo diventa ci6 che si chiama un asse per- 
tnanente, il secondo ci6 che diremo un asse di percossa. Le direzioni 
di due assi corrispondenti, di rotazione e di percossa, sono al tempo 
stesso fra loro perpendicolari (i) e coniugate (2) rispetto airellissoide 
centrale, sono, cio^, le direzioni dei due assi di una sezione piana 
del detto ellissoide. 

II punto in cui un asse permanente h incontrato dal piano ad 
esso perpendicolare, contenente il corrispondente asse di percossa, si 
chiajna centro di pertnanen^a; il punto in cui un asse di percossa i 
incontrato dal piano ad esso perpendicolare, contenente il corrispon- 
dente asse di rotazione, si chiama centro di percossa. Le equazioni dei 
due piani ora menzionati si ottengono moltiplicando ordinatamente 

per 

qw — rv, ru^pWt pv — qu 

tanto le equazioni (2)„ quanto le equazioni (i)^, e sommando ciascuna 
volta. Si ottiene cosl, nel primo caso, Tequazione 



(6) (px + qy + r^) {u'+v' + tv') = 



p q r 

U V w 

a^p b^q c^r \ 



e, nel secondo caso, Tequazione (4)«. 

Dalle due equazioni (4), (5) si deducono le formole seguenti, 
che devono considerarsi come fondamentali nella teoria degli assi 
permanenti. 

Se con */. e \ sMndicano due qualita indeterminate, Tequa- 
zione (4) da 

(4). ^' = C^'- + *^>) q. 
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dove x^ y, x^ sono le coordinate di un punto qualunque del piano in 
cui giaciono tutti gli assi permanenti, la direzione dei quali h defi- 
nita dai rapporti p: q :r. Quando si fa variare solamente x, il punto 
si sposta lungo uno stesso asse permanente; quando si fa variare so- 
lamente \ esso passa da un asse permanente ad un altro. 

Cos), se con {jl e v s'indicano due altre quantitk indeterminate, 
Tequazione (5) dk 



' ^ - ( ' + 7] 



W 



dove X, y, ;( sono le coordinate di un punto qualunque del piano 
in cui giaciono tutti gli assi di percossa la direzione dei quali h 
deiinita dai rapporti u\v\w, Quando si fa variare solamente (jl, il 
punto si sposta lungo uno stesso asse di percossa; quando si fa va- 
riare solamente v, esso passa da un asse di percossa ad un altro. 

Se con x^, Xy, x, sMndicano i valori di x corrispondenti ai punti 
in cui un asse permanente incontra i tre piani principali del bari- 
centro x = o, y = o, :^ = o, si ha 

* . ii^ . * 

epper6 il rapporto dei due segmenti determinati sull' asse permanente 
dai detti tre piani, ovvero il rapporto anarmonico dei quattro punti 
in cui Tasse permanente incontra i tre piani suddetti e il piano al- 
Tinfinito, h dato da 



2 -1 



(x, Xy X. 00) = -j 



c' — b'' 



Questo rapporto 6 dunque costante per tutti gli assi permanenti e 
non varia se ad a^, h^, c^ si aggiunge una stessa quantita. Ne segue 
che gli assi permanenti di qualunque corpo formano un complesso 
tetraedrale i cui piani fondamentali sono i piani principali del corpo 
e il piano airinfinito. Tutti i corpi che, avendo a comune il bari- 
centro e gli assi principali, hanno ellissoidi centrali omociclici, pos- 
seggono Tidentico complesso di assi permanenti. Uequazione di que- 
sto complesso h Tequazione (2) sotto la condizione (i). 

Cosi, se con (x., (Ay, \j., sMndicano i valori di [l corrispondenti 
ai punti in cui un asse di percossa incontra i tre piani principali del 




epper6 il rapporto dei due scginenti determinati suirasse di percoai 
dai detti tre piani, ovvero ii rapporto anarmonico dei quattro punj 
in cui Tasse di percossa Jncontra i tre piani suddctti e il pianojj 
r inRnito, b dato da 



Questo rapporto 6 dunque costante per tutti gli assi di percossa I 

non varia se ad -,-, -j-;, -j si aggiunge una stessa quantit^. Ne a 

gue che gli assi di percossa di qualunque corpo formano un ( 
plesso tetraedrale i cui pian! fondamentali sono i piani principali del 
corpo ed il piano airinfinito. Tutti i corpi che, avendo a comunc il 
baricentro c gli assi principali, hanno ellissoidi centrali omofocali, 
posseggono Tidentico complesso di assi di percossa. L'equa2ione < 
questo complesso h Tequazione (i), scritta nella forma 

sotto la condizione (s). 

Se i valori (4), delle x, y, ^ si sostituiscono nelle equasioni (q 
si trova 

/ « = -X (b' — c'] q r, 

(4), V =\{c'-a')rp, 

\ w='}.{a' — b') p q, 



dondc 
(3). 



P" 



Parimente, se i valoii (5)» delle 
lioni (2), si trova 



(S). 



q = - 



-- -1 n = ^pqr. 

a — b '^ ^ 

y, ^ si sostituiscono nelle eqol 

V (/■' — c')vvj 

?F? ' 

V ic' — fl ') WU 

a'b'c' ' 

V \a' — h'] ti V 
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Le duc costanti i e v chc, comc abbiamo notato, de6ntscono rispct- 
tivamente un asse permanente ed un asse di percossa, sono dunque 
legate, quando questi assi sono fra loro corrispondcnti, dalla relazione 



a*b'c' pqr\-\-uvw'=iO, 



(7) 

la qualc, secondo che si vogliano assumere come date le componenti 
di rotazionc, oppure le componenti di traslazione, prende, in virtii 
dellc equaztoni (4),, (;},, le due forme segucnti: 

( a'b'c' + {b' — c') (c' — a') [a' —b')pqT \' 

' a*b'c* — (b' — c*) [c' — a') [a' — b')uvw'i-> 

Dalle cquazioni (5)[ si dcducc 




I 



tra se il punto (x, y, ^) si constdera come un centro di percossa, le 
sue coordinate debbono soddisfare airequazione (4),: quindi pcr un 
tal punto si ha 

Quest' equazione, in cui entra il parametro arbitrario -, rappresenta 

un sistCRia di coni quadrici, omofocali tra loro ed a quello d'equa- 
zione 

a'x' -Y b*y' -f f'\ = O- 

D'altronde U direzione (», v, w) delVasse di percossa ^ identica, in 
virtii delle equazioni {8}. a quclla dclla normale al cono quadrico (3), 
sul quale si trova il punto {x, y, ;)■ Dunque. poichi sono due i coni 
quadrici del sistema (S). che passano pcr ogni punto dcllo spazio e 
poich* essi vi si intersccano ad angolo rctto, si ha il teorcma se- 
guente: Ogni punto dello spazio i centro di percossa per duc distinti 
assi di pcrcossa, pcrpendicolart fra loro ed alla retta chc congiungc 
qucl punto col bariccntro: qucsti duc a<)si sono lc notmati ai due 
coni quadrici dcl sistcma (8), clie passano per Jl punto dato. 
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Con ci6 h assegnata la legge di distribuzione degli assi di per- 
cossa nello spazio. 

Analogamente, dalle equazioni (4)^ si deduce 

<9) ^ = 7T^' ? = 7+W' '■ = TT^- 

Ora se il punto {x, y, :^) si considera come un centro di permanenza, 
le sue coordinate debbono soddisfare all* equazione (6), la quale, in 
virtu delle formole (4)^, si pu6 scrivere piix semplicemente cosi: 

(6). px + qy + r:i = r^; 

quindi per un tal punto si ha 

(9). -^+^^+-^='- 

»■ + .- '• + x '■ + ? 

Quest' equazione, in cui entra il parametro variabile — , rappresenta 
un sistema di quadriche omofocali tra loro ed a quella d^equazione 

222 



D'altronde la direzione (p, q, r) delFasse permanente 6 identica, in 
virtii delle equazioni (9), a quella della normale alla quadrica (9)« 
sulla quale si trova il punto (x, y, :^). Dunque, poich^ sono tre le 
quadriche del sistema [g)„ che passano per ogni punto dello spazio 
e poiche esse vi si intersecano ad angoli retti, si ha il teorema se- 
guente : Ogni punto dello spazio h centro di ^ermanenza per tre 
distinti assi permanenti perpendicolari fra loro : questi tre assi sono 
le normali alle tre quadriche del sistema (9)« che passano per il 
punto dato. 

Con ci6 e assegnata la legge di distribuzione degli assi per- 
manenti nello spazio. 

Questa legge e notissima; non sembra che lo sia egualmente 
quella stabilita dianzi per gli assi di percossa, la quale, se pu6 parere 
meno importante, h tuttavia cosl semplice da meritare d' essere men- 
zionata insieme coUa precedente. 
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Adottiaiiio, per comodo, le abbreviazioni seguenti: 

/»• +?* +r' =H\ 

M* +V* +U"' =««', 

ay + * V + «'»-' = ^. 

a- +F +7- =^'' 
ay + *♦?' + cV* =. L. 

Sostituendo i valori (4)» neirequazione (6). si ha 

quindi il centro di pennanenza h definito dalle coordinate 

x = j(aV-//)X + ;;jf. 

(10) v=j(i*6'-//)X + ij|i. 

Sostituendo invece i valori (5)» neU' equazione (4). si ha 

(JL(u* + viir=o: 
quindi il centro di percossa h definito dalle coordinate 

Se nelle formole (10) si conservano costanti le quantitk />, y, r, 
od anche solo i rapporti p:q :r, e si fa variare \ si ottengono i 
varii centri di pennanenza d'un fascio d*assi permanenti di direzione 
data. II luogo di questi centri h una conica, i cui punti alPinfinito 
corrispondono aXsrO ed aXsoo: questa conica h quindi un' iper* 
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bole equilatera il cui ceatro h il baricentro e i 
le due rette ortogonali 



cui afisintoti soi 



f q f ' {a\'~H)p yb''i' — H)q {c'->'—H)r ' 

la prima delle quali e la retta gia desigoata con E, la scconda £ 
retta perpeudlcolare ad E condotta per il baricentro nel piano (4 

Se nelle formole (i l) *' conservano costanti le quantiti u, i>, 
od anche solo 1 rapporti n: v : 'V, e si fa variare v, si ottengono 
varii centri di percossa di un fascio d'as3i di pcrcossa di direzio 
data. II luogo di questi centri h una retta, I3 quale evidentemeii 
non e altro che l'intersezione dei due piani {4), e (5) (per la de 
nizione stessa di centro di percossa). 

Perch^ le formole (10) (ii) rappresentino centri corrispondei 
di permanenza e di percossa bisogna che le quantita j), j, r, U, V, 
sieno legate dalle relazioni (4),, (5),. 

Le diverse formole fin qui stabllite permettono di determina 
in ogni caso l'asse ed il centro di percossa quando c dato Tas 
permanente, e viceversa. Vi h pcrd una rclazione metrica fra que 
elemcnti che permette di stabilire direttamente il passaggio dali'ui 
all'altro, e che viene frequentcmente invocata a tal uopo. Ques 
relazione, come primo avverti il prof. Turazza, non e punto 
liare al caso che abbiamo considerato finora, a1 caso, cio^ della 
niultanea sussistenza delle condizioni (i) e (2), ma ha un carattt 
piii generale. 

Per dimostrare questa proprieta suppouiamo che, restaodo p 
sempre il moto del solido equivalente ad una sempHce rotazione, 
quantita di moto generate non sieno piii, in generale, riducitMli* 
risultante unica, talch^, posto per breviti 

a'p 11 -{- b'q V •{• c^rw = 5, 
la quantit^ s sia, in generale, diversa da zero. In tale supposizic 
le equazioni (i]„ contiuuano a rappresentare Vasse di rotazione, 1 
diventa una retta qualunque, itia le equazioni (2). cessano di su: 
stere e sono surrogate dalle scguenti 



a p - 






(.2) 



h'q -\- w.v- 



f + (( j- 
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che rappresentano Tasse centrale delle quantitci di moto, il quale 
pu6 cssere, per semplicita, designato tuttavia col nome di asse d' im- 
pulso, ed h ancora perpendicolare alFasse di rotazione. 
Da queste equazioni si deduce 



(12). 



a*/) X -j- i* j y + cV ;( = -1 (tt X + v y + u/ :^) 



quale equazione del piano condotto per Tasse d'impulso eper il ba- 
ricentro, talch^, se si chiama unXro d'impulso il punto in cui Tasse 
dMmpuIso incontra il piano normale (4). passante per Tasse di rota- 
zione e per il baricentro, si scorge che, per tutti gli assi di rotazione 
di direzione {p^ q, r), il centro d'impuIso giace nel piano (5),, cio^ 
nel piano diametrale deir ellissoide centrale coniugato alla direzione 
suddetta. Questo piano non k piu perpendicolare al piano (4), e non 
contiene piii gli assi dMmpuIso: questi, come i corrispondenti assi 
di rotazione, riempiono ora tutto lo spazio, ed i loro centri dMm- 
pulso riempiono tutto il piano (5)«,. II piaho condotto per Tasse 
dMmpuIso normalmente airasse di rotazione k ancora rappresentato 
dair equazione (6). 

Moltiplicando ordinatamente le equazioni (i), per u, v, w e 
sommando, si ha 



X y i 



(13) 



P 9 



U V w 



— Cii = O. 



Moltiplicando ordinatamente le equazioni (12) per py q, r c 
sommando, si ha 



(14) 



X y ^ 
P ? r 

U V w 



+ H=o, 



Quest'uItimo risultato i indipendente da s, e non difTerisce 
quindi da quello che si sarebbe ottenuto operando similmente sulle 
equazioni (2)« , relative all' ipotesi s = 0. A questa circostanza i do- 
vuta la generalitk del teorema cui alludevamo e che ora procediamo 
a dimostrare. 

Le due equazioni (13), (14) rappresentano due piani paralleli, 
condotti il primo per Tasse di rotazione, il secondo per Tasse dMm- 
pulso corrispondente. Si immagini un terzo piano, parallelo ai pre- 
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cedenti e condotto per il baricentro, piano la cui equazione h 



X y ^ 

p q r 

U V w 



= o 



e che evidentemente h sempre compreso fra quei due. Essendo 

p q r 

U V w 



= 6*Cu , 



se si designano con d e con & le distanze assolute di quest'ultimo 
piano dal primo e dal secondo dei due piani (13), (14), si ha 



6> 



d = -^. s = 



H 





(d 



donde 



i.S 



/>' + ?' + »'' 



dove e designa il raggio d'inerzia del sistema rispetto alPasse £*, 
condotto per il baricentro parallelamente air asse di rotazione. Si pu6 
dunque dire che la minima distanza d -^-^ delPasse di rotazione dal 
corrispondente asse d'impuIso ^ divisa dalFasse f in due segmenti 
d e S tali che si ha sempre 

(15) d.^ = t\ 

dove e k una quantitk che dipende soltanto dalla direzione di £, 
cio^ dai rapporti p'- q\ r. II piede della perpendicolare d -j- S sul- 
Tasse d'impuIso 6 il centro d'impuIso; il piede della stessa perpen- 
dicolare sull' asse di rotazione ^ un punto che il prof. TURAZZA chiama 
centro di rota:(ione, e che gode evidentemente della proprieta che, tra- 
sportando in esso tutte le quantitk di moto, si ottiene una coppia 
di momento minore che per ogni altro puato deirasse di rotazione. 

La proprietk generale cui alludevamo h quella contenuta nel- 
Tequazione (15). Combinata colla proprietk che ha il centro d'im- 
pulso di trovarsi neU' intersezione dei due piani (4)«, (5)., essa serve 
ad individuare in ogni caso la posizione di questo punto, a stabilire 
la reciprocitk a due a due degli assi di rotazione paralleli, ecc. 

Per determinare le coordinate del centro d'impulso, si osservi 
che dalle equazioni (4)«,, (5)„ si hanno gi^ le relazioni 



c^rv 



b^q w a^pw — c^r u b^qu — d^p v ' 
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cosicch^ non rimane die da dctenninare il valore comune di questi 
tre rapporti nel detto punto. A tal fine basta ricordare che le coor- 
dinate di questo punto debbono soddisfare airequazione (14), oppure 
alle equazioni (12). Neiruno o neiraltro modo si trova 

c^r V — b^q xv 
\ 

(16) \_f>L=i!lii. 

' __ yq u — a^pv 

^~ Z^ • 

Neiripotesi particolare 5 = 0, si pu6, coiraiuto delle relazioni (5),, 
che son conseguenze di questMpotesi, eliminare dalle espressioni pre- 
cedenti le p, q, r: si ricade allora sulle formole (11) relative al centro 
di percossa. 

II centro di rotazione si ottiene conducendo dal centro dMm- 
pulso una retta di direzione 

{qw — rVj r u — pw, pv — qu)^ 

la quale incontra necessariamente Tasse di rotazione nel punto cer- 
cato. Ora, in virtu delle formole (16), un punto qualunque di questa 
retta h rappresentato dalle coordinate 

/ _ (c' +?)rv — (h" + r)q^ 
I X — 2 > 

iu 

(fl' + p)/)u; — fc' + p) ru 



(17) 



(«' 



{b^ + p) g tf — (g' + p) /) x; 

^= a 



dove p ^ un parametro indeterminato. Per assegnare il valore che 
questo parametro assume nel punto cercato, basta ricordare che le 
coordinate di questo punto debbono soddisfare airequazione (13), 
oppure alle equazioni (i)«. Nell'uno o neiraltro modo si trova 

(17)- //+a>* + pe' = 0, 

talch<i introducendo nelle formole (17) il valore di p dato da questa 
relazione si hanno le coordinate dal centro di rotazione. NeIl'ipotesi 
particolare 5 = 0, si pu6, colfaiuto delle relazioni (4)«, che sono 

•3 
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conseguenze di quest' ipotesi, eliminare dalle espressioni precedenti 

le Uy V, w: si ricade allora sulle formole (lo) relative al centro di 

permanenza. [Ad agevolare tale riduzione h bene tener presente 

ridenUtJi 

(0* = A^ (L h' — W) 

che segue dalle equazioni (4X]. 

Abbiamo gi^ veduto che i centri d' impulso relativi ad assi di 
rotazione paralleli stanno tutti in un piano, cio^ nel piano (5}.. Cer- 
chiamo ora il luogo dei centri di rotazione corrispondenti. 

Dalle equazioni (17) si deduce 

(a'+p)/>x + (i^ + p)f/y + (c'-f p)r;( = 0, 

ossia, per la relazione (17)«, 

(18) h'{a'px + b'qy-^c'ri)-{H+iJ') {p x + qy + r x) = o. 

£ questa Tequazione del piano passante per il centro di rotaziooe 
(17) e per la retta comune ai due piani 

a'/> X + t'g^ y + cV :(= o, ^ x + j y + r :( = o, 

retta che diremo F, e che h al tempo stesso perpendicolare alla 
retta E e coniugata ad essa neir ellissoide centrale, talch^ la sua 
direzione k quella degli assi di percossa corrispondenti agli assi per- 
manenti di direzione E, I coefficienti deirequazione (18) non dipen- 
dono che dai rapporti p: q : r:(f), Ora il centro di rotazione giace 
anche sulfasse di rotazione, epper6 le sue coordinate soddis£anno 
alle equazioni (i)»; e poich^ queste danno 



2 

(0 — 


p 


9 


r 




X 


y 


X. 



ossia 

(18). ,/ = H^^x^+f + 7:)-{px + qy-^rz)\ 

h chiaro che eliminando co* fra le due equazioni (j8) e (18), si avra 
Tequazione del luogo cercato. 

Dunque il luogo geometrico dei centri di rotazione d'un sistema 
d'assi paralleli e rappresentato dair equazione 

ed e quindi una superficie di terz'ordine. 



Si rileva agevolmeate la disposizione e la struttura d! questa 
"■supetficie, considerandola sotto raspetto in cui ci si & presentata, 
cioe come luogo delle successive intersezioni delle due supcrficic (iS) 
e (iS),, per <-i variabilc da o ad ao, La prima di queste superficie 
e, come gih notammo, un piano mobile intorno alla retta f: quando 
(4=0, questo piano, 1a cui equazione diventa 
{l8). 9' {a'p X -{- b'<j y-}- c'r :i)— H ip X ■]- <j y + r :i] = o, 
contiene la retta E; quando u = <x>, nel qual caso l'equazione di- 
venta 
(18), px + qy^ri=o, 

il piano e invece perpendicolareallastessa retta E. La superficie (l8), 
i cilindrica, a sezione retta clrcolare, e precisamente i il luogo di 
tutti gli assi di rotazione paralleli alla retta E ed aventi da questa 

retta una medesima distanza ^ (= d). Per u = o essa si riduce a 

due plani immaginarii aventi a comune la retta reale E; i quali duc 
piani, insieme col piano (i8), , costituiscono [come risulta dalTequa- 
zione (ig)] il cono assintotico della superficie di tcrz'ordine. 

Di qui risulta che, per w = o, 1' intersczione del piano (t8) 
coUa quadrica (i8). i la retta E contata due volte, cosicche questa 
retta giace per intero sulla cubica ed il piano (13)« ^ tangente a 
questa in tutti i punti detla retta stessa, il cui punto airinfinito e 
un punto biplatiare della cubica. Per u crescente da o ad oc l'in- 
tersezione c un'ellissc che, dapprima infinitanicnte allungata, va 
successivamente deformandosi per guisa che, menlre Tasse minore, 
sempre diretto sccondo la rctta E (la qualc giacc per intero sulla 
cubica), va costantemente aumentando, l'asse maggiore, dapprima 
decresccnte, torna a cresccre insicme coiraltro e tende ad avere con 
esso il rapporto l, che ^ raggiunto soltanto quando ambidue sono 
infiniti. 

11 baricentro giacc sulla cubica ed i: centro di essa. 11 ptano 

t(l8), {b' — c') q rx -\- (c' - a')r py -\- {a'~h')pqi=0, 
inormale ai due precedenti (i8)t e (iS),, contiene tutti gli assi mag- 
giori delle ellissi generatnci ed ^ un piano di simmetria della super- 
ficie. Esso non i: altro chc il piano (4) in cui giaciono gli assi 
permanenti df direzione E. 

Pcr ridurre a forma piii semplice Tequazione (19) c pcr mct- 
Itere in evidenza una propricta importante dclla cubica, considcriamo 
I i tre piani ortogonali rappresentati dalle equazioni (18)., (18)., (iS)^. 
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Nella prima di queste equazioni la somma dei quadrati dei 
coefficienti h =0'(Lt* — //*), nella seconda e =6*, nella terza i 
=:L0* — i/*. Se dunque si pone 



(20) 



iV — c^)qr X -\- {c^ — a^)r py + (a' — b')pqi 

\ITl'~Ii' 

fi'{a'px-\-b'qy-\-c'r:i) — H{px-\-qy-]-ri ) 

9 \ITI'~H' 

px+jy-^-rK_y 



_p 



= 1, 



le quantitk ^, n, ^ si possono considerare come le coordinate del 
punto qualunque \x, y, ;^) rispetto ai tre nuovi piani coordinati C=o, 
7^=0, ^ = 0. I coseni delle due terne sono dati dal quadro: 





X 


y 




^ 


{b'-c')qr 
\^L(i' — H' 


ic'-a')rp 
\l'Lb'-'H' 


{a'-b')pq 
\jLb' H' 


Ti 


{a'b'—H)p 

efiT H'' 


{b'fi' H)q 
9\/L6' H'' 


{f'r-H)r 
B^Lr—H' 


l 


P 
B 


9 
9 


• 

r 

e 



il quale permette di esprimere immediatamente le x, y^ :^ in funzione 
delle ^, T), C Per lo scopo nostro basta far uso della relazione 

e delle (20), merc^ le quali Tequazione (19) si riduce subito alla 
forma semplice 

(20), 6' {V + x') l — r. \lt^' — ti' = o. 

Scrivendo quest' equazione nella forma 
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si scorge che le sezioni fatte nella cubica dai piani ^ = cosUmte, 
cio^ dai piani perpendicolari agli assi di rotazione, sono circonfe- 
renze che hanno i loro centri suiriperbole equilatera 



$ = 0. r^2: = JL___ 

e che sono tangenti al piano 71 = 0. L' esistenza di queste sezioni 
circolari h una conseguenza necessaria del fatto che tutte le super- 
ficie cilindriche (18), contengono i punti ciclici del piano ^=0. 
Questi punti ciclici sono punti doppii della cubica. 

Dairessere unMperboIe equilatera la linea dei centri delle sud- 
dette circonferenze segue che sono pure iperbole «quilatere lc se- 
zioni della cubica coi piani passanti per la retta E (prescindendo 
da questa retta stessa). Quella, fra queste iperboli, che giace nel 
piano di simmetria ; == o, ^ stata gia incontrata precedentemente 
come luogo dei centri di permanenza degli assi permanenti di dire- 
zione E. 

Colle nuove coordinate $, ti, 'C Tequazione del piano (5),, in 
cui stanno tutti i centri d'impuIso, diventa 

(21) n\JL^' — H' + Hl^ = o. 

Le due superficie (20), e (21) non hanno in comune altri punti reali 
che quelli della retta n = X, = o, cio^ della retta F. 

Se fra le coordinate di due punti (;, r., ^), (;', V, C') dello spa- 
zio si pongono le relazioni 

r, H ^ , H't[ Yi Y 

'^ - ~ 6' (;' + T.') ' *' - o*(;' + V)' ^~^' 

• 

si ottiene una corrispondenza univoca involutoria, in cui la cubica 
(20). ed il piano (21) sono superficie corrispondenti. La cubica (20). 
viene cosi ad essere rappresentata sul piano (21) in guisa che ogni 
punto della cubica, considerato come centro di rotazione, k rappre- 
sentato dal corrispondente centro d' impulso, e viceversa. Questa cor- 
relazione non ^, in fondo, che quella da cui dipende la reciprocita 
a due a due degli assi di rotazione paralleli. 

Si potrebbero trattare, in modo analogo, altre questioni relative 
a luoghi geometrici di centri d'impuIso: ma preferiamo rimandare 
il lettore ai lavori del prof. TURAZZA, il quale ha considerato pa- 
recchi casi dei piu importanti. Ci limitiamo ad aggiungere alcune 
formole, ricavate dalle precedenti, ed attc ad agevolare qucste ri- 
cerche. 



358 



E. Beltratni, 



Designiamo con x, y, x. lc coordinate di un punto qualunque 
dell'asse di rotazione e con *,,>,, t, queHc del corrispondente centro 
d'impulso. Queste ultime si possono considerare come individuate 
dalle tre equazioni (5),, (4). e (14). Se dalla seconda e terza di 
queste si eliminano le u, v, w mediante le equazioni (i). si hanno 
dunque, fra le *,, y,, :^^ le tre equazioni 

^. y^ ^. 

p q r =0, 



(22) 



\ 



y t 



p q r 
X y i 



p q r 

«■ y. ^. 



+ H=o. 



Ora le due prime danno, designando con s una indeterminata, 

X, = c(p0 — Hx), y, = <j{q& — //y), ;^, = <i(r © — i/O» 
dove per brevit^ si h posto 

& = a*p X -i- b^q y -{- c^r ^. 

Sostituendo questi valori nella terza equazione (22) si trova 



p q 



1 9 



y i 



epper6 si hanno queste nuove espressioni delle coordinate del centro 
d' impulso 

p0—Hx 

\ X y ^ 



(23) 



y^- p q r '• 



t.= 



X y i 
r^ — Hz. 



\ 



p q r 

X y i 



i t 



mediante le quali il detto punto h determinato dalla direzione del- 
l'asse di rotazione e dalle coordinate di un punto qualunque dt 
quest'asse. 
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Se, per esempio, questo punto fosse il centro di rotazione, 
requazione (19) rappresenterebbe, considerandovi le jc, y, x. come 
costanti e le p, q, r come coordinate di un punto riferito ad assi 
condotti per {x, y, :() parallelamente ai primitivi, il cono (di terz'or- 
dine) costituito da tutti gli assi di rotazione che hanno il centro 
nel punto arbitrario (x, y, :(). Per ciascun sistema di valori dei rap- 
porti pi q:r soddisfacenti a tale equazione, cio^ per ciascuna gene- 
ratrice di questo cono considerata come asse di rotazione, le for- 
mole (23) darebbero quindi il corrispondente centro di impulso. 

Le tre equazioni (22) possono anche servire aireliminazione dei 
rapporti p:q :r, II risultato di questa eliminazione pu6 essere posto 
sotto la forma seguente 

d^x b^y c\ 



(24) 



a\ h\ cX 



X y ^ 



+ 



(a^xx^-\-yyy^ + c\:i,)=o 



X y t' 

^i Ji li 

e costituisce una relazione simmetrica fra le coordinate x, y, :( d' un 
punto qualunque d' un asse di rotazione e le coordinate jc, y^ x.i ^^^ 
centro d'impuIso relativo a quest'asse. 

Quando (x,, y,, :(j) ^ un punto dato, la precedente equazione 
rappresenta la superficie rigata luogo degli assi di rotazione che 
hanno in quel punto il centro dMmpulso. Questa superficie di terzo 
ordine fu giei incontrata dal prof. TURAZZA nelle prelodate sue ri- 
cerche: la forma sotto cui si presenta qui la sua equazione ci per- 
mette di precisarne piu da vicino la natura. 

Osserviamo primieramente che Tequazione (24) si pu6 consi- 
derare come risultante dair eliminazione d'un parametro k fra le 
due equazioni 



a'xx, + b'yy^ + c\7i, = k, 



(24)« 



a'x b^y c';^ 
a'x^ b\ cX 



+ fc 



X y ^ 
^i yi ^, 



= 0. 



X y ^ 
^, y^ ^, 

La seconda di queste, ossia Tequazione 
pu6 scriversi in questo modo. 



_5. y. t. 



o, 
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e per6 equivale alla seguente: 

(24). ^ , ,, ' 

\^ b\^ + jfe ^ cV H- ife ^ a'^' -\-h) 

Sotto quest'ultinia forma essa rappresenta la coppia dei piani 
tangenti condotti dal punto fisso (x,, y^, \^ al cono quadrico 

2 3 2 

mentre la prima delle due equazioni (24). rappresenta un piano pa- 
rallelo al piano diametrale deirellissoide dMnerzia 

(25) a^xx^ + b;yy^ + c\^, = o 

coniugato colla retta 

(25). - = ^ = y 

^x yi <, 

che passa per il baricentro e peril centro d'impulso (x,>^xi:(x)» "^^tta 
che h comune a ciascuna coppia di piani (24)5. Dunque la superficie 
di terz' ordine (24) e una superficie gobba a piano direttore, che ha 
la retta (25)« per direttrice doppia e la retta airinfinito del piano 
(25) per direttrice semplice; cio^ gli assi di rotazione che hanno il 
centro d' impulso in un punto dato sono tutti paralleli al piano dia- 
metrale dell' ellissoide d'inerzia coniugato al diametro che passa per 
* questo punto e si appoggiano tutti a questa retta, da ogni punto 
della quale se ne spiccano due. 

11 sistema di coni quadrici omofocali (24)^ ^ identico al sistema 
(8)a, poich^ si passa dair equazione delPuno a quella deiraltro po- 
nendo 

V 

Fra questi coni ve ne sono due, ortogonali fra loro, che passano 
per il punto (x., y^, :(,): essi corrispondono alle due radici (sempre 
reali) k' e jt'' deir equazione quadratica 

Le normali a questi due coni nel detto punto sono, come abbiamo 
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gia veduto, gli assi di percossa che hanno ivi il loro centro di per- 
cossa. I piani tangenti agli stessi coni sono evidentemcnte i piani 
doppii deir involuzione costituita dalle coppie (24)», e gli assi di 
rotazione contenuti in questi piani [assi ciascun dei quali conta per 
due, in quanto si considera come sezione della superRcie col corri- 
spondente piano (24)^ sono gli assi permanenti cui corrispondono gli 
anzidetti assi di percossa. 
Pongasi per brevita 

Le equazioni dei piani doppii sono (24)^, (26) 

n' = o, n" = o, 

dove Taccento semplice o doppio designa la sostituzione k = k' o 
k = k", Questi due piani sono ortogonali. Si trova facilmente Tidentita 

I a\v yy f';( 

i «'^« ^\ ^\i I \ )\ X, I ^, }\ ^i 



^ >' ^ i , , ^ y K. "' 

I + k 



_ (k'' - k)f(k) U^' + (k - h)f{k") \l"' 

~ k' — k" 

dalla quale risulta che Tinvoluzione (24)5 h egualmente rappresentata 
dairequazione 

(k^' — k)f [k') n'* + (Jfe — k')f [k") n''^ = o. 

Le due quantitk /(i'), /(A") sono di segno contrario: quindi i due 
piani rappresentati da quest* equazione non sono reali che quando k 
e compreso neirintervallo fra k' e k", 

Sia ora p la distanza del baricentro da un punto qualunque 
(x, y, \) della retta (25),, e sia p^ il valore di p per il punto (Xj,jk,, :(,). 
Si ha 

— = Z = 1. = ± 

^x y\ \l P/ 

epper6 (24)« 

'^ — ^ ? ^i — '^1 r Pi » 

fx 

dove fj e il raggio dMnerzia del corpo intorno alla retta (25),. I 
punti di questa retta dai quali partono assi di rotazione reali, col 
centro dMmpuIso in (^,' Jx» ^x^» ^^"^ quelli pei quali p 6 com- 
preso fra • 

k' k" 

#' ^ T^ * 

^ rx ^x h 



E. BtUrami, 

questi valori di p sono amendue di scgno cortrario a p,, pcfchi 1 
radici it' e jt" sono negative, quindi i detti punti fonnano un segmeatfl 
linito, di lunghezza 

i' — A-" 



situato dalla parte opposta del dato ccntro d'impulso rispetto i 
baricentro. Gli estremi di questo segmento sono 1 punti cus| 
della superlicie gobba. Da ciascuno di essi parte una sola gei 
trice, che ^ un asse permanente : i piani passanti per la direttric^ 
c per queste due generatrici sono perpendicolari fra loro. Da i 
punto intermedio dcl segmento partono due generatrici, cioi dlM 
assi di rotazrone, i cui piani sono egualmenle inclinati sui due ] 
precedenti. Fuori del segmento non esiste alcun asse di rota 
reale che abbia il centro d'impuIso nel punto dato. 

Essendo requazione {24) simmetrica rispetto alle due 1 
di coordinate x, y, :( ed x^, y\, ^_, !a superljcie gobba testfe 1 
derata k. anclie il luogo dei centri d'impu1so di tutti gli assi S 
rotazlone che passano per il punto (.r,, j',, ^,); e poich^ il 
d'impulso d'un asse di rotazione h sempre nel piano passaote ] 
qucst'asse e per il baricentro, ne segue che ognl gencratrice dd 
superficie gobba h il luogo dei centri d'impulso di tu.tti gli ■ 
rotazione che passano per il punto [x^, /, , :(,) e che giaciono I 
piano determinato da quella generatrice e dalla dlrettrice doppia. ] 
sotto questo aspetto che la detta superlicie si ^ presentata al ] 
fessore Tlfrazza. 

La supecficie in discorso h anche analoga (bench^ pijl \ 
ra1e) a quella considerata dal signor Ball e deaominata tiWndtt 
dal signor CaVLEV. 

L'intervento di queste superficie di terz'ordine, dotate di ] 
prieta meccaniche, h uno dei fatti che dovrebbero maggionnei 
invogliare gli studiosi ad estendere ed approfondire questo geoere | 
questioni. 



, ■ . ■■ • . •- . ■■ ■ ■ • ■ ; • t- ;» ■ / 
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INTORNO AD UN TESTAMENTO INEDITO 



DI 



NIC0L6 TABTAGLU 



Nel novembre del 1879 il Ch."* Sig. Comm. Prof. Luigi Cre- 
mona avendomi gentilmente invitato a dare qualche comunicazione 
pel preseftte volume, accettai ben volentieri quesfonorevole invito, 
lietissimo di potermi cosl associare ad illustri scienziati neironorare 
la memoria del compianto P. Domenico Chelini al quale mi strinse 
per circa sei lustri la p\\X soave amicizia. OfTro per tanto come un 
tenue attestato della mia riconoscenza un testamento inedito di 
Nicolo Tartaglia, celebre matematico Bresciano, morto nel giorno 
13 di dicembre del 1557. Intorno a questo testamento, del quale due 
esemplari non interamente identici, sono riportati piCl oltre, parmi 
opportuno il dare qui appresso alcune notizic. 

Nella prima sala del R. Archivio Notarile di Venezia, situato 
nel Campo detto de' Frari sotto il civico numero 3002, trovasi 
una vetrina, lunga 3 metri, alta i metro, che racchiude sol tanto 
documenti eminentemente storici. Questa vetrina k divisa in 6 scom- 
partimenti, ciascuno de' quali & di i metro e 50 centimetri, e nel 
secondo de' quali si conserva un foglio alto 215 millimetri, largo 
312 millimetri, le cui prime due pagine contengono Toriginale d*un 
testamento di NicoI6 Tartaglia, celebre matematico del secolo de- 
cimosesto, nativo di Brescia, de' 10 di dicembre del 1557. Un/if 
simiU eseguito dal Sig. Alarico Carli di tutto ci6 che trovasi scritto 
in questo foglio i riprodotto piCi oltre in autolitografia. La terza 



pagina dello stesso foglio.e interaaiente biatica. Nella pagins 4» dd 
foglio medesimo si tegge: 



n Decimo m(ensijs 
n Tc5t3ineinuni. D. > 
» Tinnlea Doctoris 
« ihem. 



Mfl- 



Brixij , de 
quo rogaius ftii ego 
u Rodius dc Benedictis 
n ,q. d Amonii pub "* 
u Vcnctiar^utn) auct.' Not' 
u sub die sup.'* 



»obiji, Die Lune 

u seplima Noclis: 

n Xbris sup." . • 



hora 



Questa nota dimostra che il suddetto Nicolo Tartaglia niCN 

sette ore della notte dal lunedi 13 al martedi 14 dicembre del 1SS7(' 
Quindi h chiaro i." che erroneamente Guglielmo Libri ('), Giovaoi 
Cristiano Poggcndorff (J), il Sig. Odoardo Merlieux(«), il D/ Eroiani 
Hankel (t), ed altri (*), lo dissero morto nel 1559; 2." ch'err6 J 

(') Dal 18 aprile al 15 diceinbre del iSJ? correnJo 240 giorni, ejo* J4 1 
ijmane e 2 giorni. eJ il primo de' medesimi 2|o giorni cssendo stata la Domen 
di Pasqua (l'aiit H de vfiRiFiEH i-es dates, ecc. pah un Relioieux de u ct 
CEiGATiON DE sAiNT MAUR, II Reimprimi. ecc. Par M. DE Saiht-Allais-, ccc. to 
pREMiER II A FARis, ecc. 1818, pag. Z13, col. 16, lin. 3), il 240", ciak Q 1} dlccnl 
fu un lunedl, come si leggc nella nota riportata di sopra. 

(-') HISTOIRE II QES [[ SCIEKCES MATaEMATiaiUES {] EM rfAUE, CCC PUt flO 
LAUME LniRI. II TOME TROISIJME. || A PARIS, |) CREZ Jln.ES REKOUARD ET C.", 
BBA1HE5, ]| RUE DE TOURNON, N° 6. II 1840, pag. Ii7, lin, 14— IJ. — BISTOIU 
DES II 5C1ENCES MATH£MAT1Q.UHS |i EH ITAUE, CCC. PAR || OUILLAUME LIDRI. Q TO 
TROISIEME, II DEUXI^ME fiDITION. I| HAl,LE •JB., || H, W SOtMlDT. I| |86S, pag. t| 



lin, ■ 



-iS- 



(') BIOGRAPHlSCH-llTERARISCaES |[ HANDWanTERHUCH |I lU» GESCHICHTB H D 
EXACTEN WISSENSCHAFTEN, ecc. CESAHMELT |) VOK l| ]. C. POGGENDORFF, C 
ZWEITER BAKD. II M-Z ll LEIFZIG. 186] || ^'EU.AC VON JORANN AHBROSIUS BAR1 

col 1069, lin. 33—19. 

(') NouVELLB II BiOGfiAPHiE cfiN^RALE, ccc. Tomc Quanune=QjiHTitme, e 
M Dccc Lxv, col. 887, lin. 33—24, articolo «tahtaglia (MwIJ)», firnu 
(co!. 896, lin. 10): oE. MEBLiEtnto. 

(') ZUR GESCHICHTE DER MATKEMATIK II IN || ALTBHTHUM UND MrrTEI-Armi 
VON II DR, HERMANN HANKEL, || WEIL. ORD. PHOFSSSOR DER MATH. AM DBR O] 
VERSITAT ZU TUBINGEN. || LEIP/IG, || DHCCK UND VERLAG VOK B, p. TEUBNfiR, D |8^ 

pag. 366, lin. 34~j6, pag. 3^7, lin. 1-2, 

(') NUOVA [| ENCICLOPEDIA [[ POPOLARE ITAUANA, CCC. QUARTA EDlZIOKfl 

interamente riveduia ed accresciuta di pid migliaja di articoli e di moll« t 
sioni sl in lcgno cbe in ramc. [[ volume vicesimosecondo. Q torino 1| dallA 
OEtA l'unione tipografico-editrice II Via Carlo Alberto, N. 5J, ciisa Porai 
, pag. 602, col, I, iin. 16—17, Dlspensa 464, Tannico aciJo— Tariaro stibi 



1865, 
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che Olry Terquem dicendolo morto nei 1556 (»); 3.*» che pi^ lun- 
gi dal vero andarono Nicol6 Comneno Papadopoli (^) e Cristoforo 
Saxe (3) dicendolo morto nel 1560, Giorgio Mattia Konig affer- 



(') BULLETIN II DE || BIBLIOGRAPHIE, D'HIST0IRE || ET DE || BIOGRAPHIE MATHfi- 
MATIQUES, II PaR M. TERQUEM, ecc. TOME DEUXI^ME. II PARIS, II MALLET-BACHE- 
LIER, IMPRIMEUR LIBRAIRE II DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L*£C0LE IMPl^RIALE 

poLYTECHNiQyE, || Quai des Augustins, 55. || 1856, pag. 196, lin. 3—4. D^cembre 1856. 
(*) Nella sua « historia gymnasii patavini », ecc. si legge (nicolai 

COMNENI II PAPADOPOLI || HISTORIA || GYMNASII PATAVINI, CCC. TOMUS IL || VENETIIS, 

MDCCXXVi, ecc. pag. 211, lin. lunghe 13 — 14, 40): 

« Ibi per senex decessit, ut habet Rubeus, ez quo sua Ghilinus habet (a), anno 

» MDLX. 

» (a^ Theatr. Vol. 9. q. aoo. & seq. • 

Neiropera intitolata (c elogi || historici || di || bresciani || illustri || teatro || 

» Dl II OTTAVIO II ROSSI || IN BRESCIA C5 PRIVILEGIO || PER BARTOLOMEO FONTANA 

» CON LiCENZA DE* svPERiORi MDCXX », prcsso le lince 7 — 8 della pagina 386, 
nelle quali incomincia Particolo aNicol6 Tartaglia», trovasi nel margine late- 
rale esterno «(1560». Girolamo Ghilini parlando di Nicol6 Tartaglia dice (tea- 
TRO II D^HVOMWi [| LETTERATi || Apcrto || dall'abbate || girolamo ghilini || Aca- 
demico Incognito. || volvme secondo, \\ in venetia, Per li Guerigli, mdcxlvii. || 
G)n Licenza de* Superiori, & Priuilegio, pag. 201, lin. 2 — 4): 

« Fio- 
• ri egli drca gli oMmi 1560, e mori in ViHgtim, sd*gnnto in vn ario modo di finir la 
» vitn ntlla ttta Pairia^ for causa d^alcuni ditgusti in essa kauuti, • 

Leonardo Cozzando dk termine al suo articolo relativo al medesimo Nicol6 Tartaglia 
scrivendo (della || libraria || bresciana, || nvovamente aperta || da \\ leonardo 
cozzANDO. II PARTE PRiMA^ ecc. iN BRESCiA M . Dc . Lxxxv. || Per Gio : Maria Riz- 
zardi, II Con Licenyi de^Sup,^ pag. 273, lin. 4 — 6) : 

■ Fiori 
>circa gli anni 1560. & hebbe sepoltura 
» in Vcnetia. • 

Nella PARS QUARTA del t theatrum || virorum |j erupitionb || clarorum » di 
Paolo Freher, si legge (d. pauli freheri || Med. Norib. || theatrum || virorum || 
eruditione, II CLARORUM, ecc. NORiBERGyE, || Impcnsis Johannis Hofmanni, || 6* 
TypisW Haredum Andreae Knorzii. || mdclxxxviii^ pag. 1459, col. 2, lin. 32, mar- 
ginelaterale intemo, lin. 2 — 3) : 

■ NICOLAUS TAKTALBA. Obiit A. C. 

» 1560 ■. 

Dopo avere avvertito che Nicol6 Tartaglia dimor6 in Venezia, il Freher soggiunge 

(THEATRUM II VIRORUM || ERUDITIONE, || CLARORUM, CCC, pag. I459, COl. 2, lin. 39— 40) • 

• Ibidem oblit 
• circa A. C. 1560. > 

(*) Nel SUO « ONOMASTICON LITERARTVM » Si legge (CHRISTOPHORI SAXI II ONO- 
MASTICON LITERARIVM, eCC. PARS TERTIA. II TRAIECTI AD RHENUM^ eCC. MDCCLXXX, 

pag. 213, col. 2, lin. i-— 2, col. 3, lin. 5—7): 

■ drca NicoIausTkHThX.HK (mlgo: Tar. 

• 1540. tagliat) Brixianus Mathematictjs 

» iatignis. e 1560. • 



mando (') ch'egli morl nel 1566, e Giovanni Battista Chiaranxpl 
scrivendo, in una sua lcttera stampata nel 178^ ('), ch'egli morl 
principio del secolo decimosettimo. (') 

II Sig. D.' Luigi Bittanti, in un suo discorso pubblicato t 
1871 (*), aRerma che non si ha precisa notizia del tempo nel qua 



{') « TARTAtEA (Nicol.) BriTLianus, Anno {{ 1 466, mortuus est. » (bibUOT 
VETUS £T NOVA. |{ iH qua || Hcbrsorum, ecc Pnlria, £ta!, Nomina, L<bri, ccc. 
sentut & eihibcntur || 1) |{ gbobcio UATTiflA kOnicio, ecc. AltdorfI, ccc. 
Henrici Meyeri, Typographi Acad. J Anno ch ch LXXyiii, ecc, pag. 792, eoL 
lin. J4— JS). 

{') Q.ueita lctiera oecupa lc pagine 3— j8 d'un opuscolo imitobto «WOTII 
H IniorQQ a!la Vita ed agli Scritti |{ DEL PADRE\ francesco terzi lana, || patbi 
■■ BHESCIANO, |{ GESUITA, || Estratte dalle serie dcg!i Scrittori || d'Ita!ia II del cotn 
» GiAMUARiA MAzzucHELLi || PATHizio BREsciANO. || Coo una Lettera di G. CO 
« dino {{ Bresciano intorno allo stesso P. H Lana primo Invemore dclla ;| Barca vd 
u te, |{ Edagti allri piii celibri FHoiofi, \\ i MaUmalici Brtsciami, contenuto in IJJ 
gine, delle quali !e 1', j' non sono numeraie, e le 3* — iji' sono numerate j — 1 
clic forraano i fogli K— Y. ciot !'opuseolo VI cd uliimo de! voluttie iniitoUio « >roi 

" BACCOLTA II O" OPt;SCOLI 11 SCIENTIFICI |{ E FILOLOGICI || TOSW QUARAST^IMO, I 

»m BHEsciA, {{ VENEZIA, MDCCLXXXiv », ccc. La iettera medesima ha nella jS*' 
queste 131 pagine, numerata 36 {lin. J— S), le segucmi daia e lirma: 

• Di Bnicia II i Aprili 17S1. 

• Voitro AITuIaiiiiiu. ObtiliK. Aini£o 
• G. B. C.>, 

ove G. B. C iadica il nome e !a patrta di giovanni battista chiarauonti (HDa 

RACCOLTA 11 D' OPUSCOLI 1] SCIENTIFICI 1| E FILOLOGICI || TOKO QL^ARANTESMO, O 
pag. KXl, lin. 3— 13.— DIBLIOTECA 11 BHESCIANA H OPERA POSTUMA \\ Dl I| VtMCENZO 
RONI 11 PATRIZIO DHESCL\NO H VOLUME I. H ORESCIA {{ PEH N1C0l6 BETTOMt I) 1 

PROviNc. E soci, pag. 255, lin. 3—5), ed il gjurceonsulio Bresciano autote delU 
tera scessa, moito nel giorno 33 di oitobrc de! 1796 {siblioteca || bresciana ){ on 

POSTUMA 11 DI 11 VINCENIO PERONl \ PATRtllO BRE5C1ANO fl VOLUME I, ecc, pag. | 

lin. 8-1 j). 

(') u Fiorirono poi nel seguente Secolo XVL il {[ suliodato Tartaglia cd H P. 
9 Cosian- 11 xo da Btescia. Gli aaiideiti Rossi, e Coz- {| zando ci Eanno sapere' 
» Nicol6 Tarta-llglia {di cui altra volia mi k accaduio di [| far meiuione n 
" precitate mie Annota- [I iionj) eccellcnte Matematico Brcsciano ce- {J lebre 
» tutia ritaiia, c fuori professfi {) Matematica in Miiano, di poi in Sre- 1{ scii 
» finaimente in Venezia, ove fu ac- 1{ carezzaio, e preglato con isIraordinaTis I| 
)' stiniione da' principaii Senatori, e da- |j gli Ambasciatori deile Potentc Esb 
1 ed 11 ove terminb i suoi giorni in principio del H segoemc Secoio. n {Mons 
Intoroo alla Vita ed agli Scritti |{ Del fadre \ francesco terzi lana, b 
pag. i.|, !in. J-17). 

(') Questo discorso trovasi stampato in un opuscolo iDtitolato nella prima 
pagina n Di [{ NicoLd tartaglia 1| aiateiiatico bresciano ji Discorso U dcl I 
» fessore di Fisiea |{ d/ luigi bittanti I{ Jetto nella Solenuita comtiiemoralii 
n DECLi aLUSTRi scBiTTORi E pENSATORi iTALiANi {| celebrata I ne! R. Li 
B Amaldo |1 i! gioruo deiia Festa Nazionaie (1 il 4 giugno 1871. {{ DRtsaA {| tipocrj) 
a F. AfOLLONIO {{ 1871 u, e composto di 44 paginc, delle qiuli lc l'— i', 44* 1 
sono numerate, c le 6"— 4}' sono numcrate 6—4). 
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mori Nicol6 Tartaglia, ma che certamente egli mori non molto 
prima del 1560 ('). 

Giacomo Augusto de Thou, nato in Parigi nel giorno 9 di 
ottobre del 1553 (*), morto in Parigi nel giorno 7 di maggio del 
1617 (^), nella sua grande opera intitolata c historiarum sui tem- 
» PORIS UBRI CXXXViii », afferma che Nicol6 Tartaglia morl sul 
finire del 1557 (*). Questa data, che Pietro Bayle erroneamente disse 



(') Ncl precitato opuscolo intitolato « di || nicol6 tartaglia || matematico 
» BRESCiANO II Discorso II de] Professore di Fisica || d/ luigi bittantid, ecc. 
(pag. 40, lin. 11^16) si legge in fatti: 

• II ▼ostro NicoI6 morl in Venezia, e non si ha 
> precisa notizia in qual tempo : certo non molto prima 
» del 1560; perciocchi, ed h fuor di dubbio che si rec6 
» a Venezia nel 1534, ed h una volta da esso medesimo 
»asserito, che in quella cxxxk avea tenuto dimora circa 
» a6 anni. » 

(*) VIRI ILLVSTRIS II lAC. AVG. THVANI jj REGII IN SANCTIORE CON- || SISTORIO 
CONSILIARII, II ET IN SVPREMO REGNl SENATV || PR^ESIDIS AMPLISSIMI, || COMMEN- 
TARIORUM II DE VITA SVA, || LIBRl SEX, \\ M.DC.XXI. (IlluStriS vili jj lACOBI AV- 
GVSTI II THVANI, eCC. HISTORIARVM || SVI TEMPORIS, ecc. LIBRI CXXXVIII, CCC. 

AVRELIANAE || Apud Petrum de la Rouiere. || cioioc xx), pag. 3, lin. 10 — 12. — 
SYLLOGB II SCRIPTORUM || Varii generis et argumenti: || IN qua Plurima de vita, ecc. 
THUANi scitu dignissima continentur, ecc. tomus septimus, ecc. londini || Excudi 
curavit Samuel Buckley || mdccxxxiii || iv. || viri illustris jac. aug. thuani, 
ecc. de vita sua libri sex, pag. 3, lin. 5—8. — m^moires || de || la vie || de 

JACaUES-AUGUSTE || DE THOU, ecc. PREM1£RE EDITION. || TRADUIT DU LATIN EN 

FRANgois. II A rotterdam, || Chez reinier leers. II M.Dcc.xi, pag. I, lin. 11—13. — 

M^MOIRES II DE LA VIE || DE JACQUES AUGUSTE || DE THOU, eCC. AMSTERDAM, eCC. 

M.Dccxiv, pag. I, lin. 9 — 12. — the || life || of || thuanus, || with || somb account 

OF HIS WRITINGS || AND A || 7RANSLATI0N \\ OF THE || PREFACE TO HIS HISTORY || BY || 
ThE ReV. J. COLLINSON, M. A. II OF QUEEN'S COLLEGE, OXFORD. II LONDON: II PRINTED 
FOR LONGMAN, HURST, REES, AND ORME, || PATERNOSTER ROW. || I807, pag. I, lin. 

14-16. — Jacques Auguste de Thou*s || Leben, Schriften und historische Kunst || 
verglichen mit der Alten. || Eine Preisschrift j| von || Dr. H. Duntzer. || Darmstadt, 
Dnick und Verlag von C W. Leske. || 1837, pag. i, lin. 4—5. 

(') HISTOIRE II DU R^GNE DE || LOUIS XIH. || ROI DE FRANCE ET DE NAVARRE. || 

TOMS SECOND, || PREMiERE PARTiE, \\ Contcnant ce qui est arriv^ de plus remar- 
quable en || France & dans PEurope depuis Pouverture || des Etats Gi^n^raux jusques 
au nuria- || ge du Roi. || Par M. michel le vassor 1| Secondc edition revuc & cor- 
riga,\\A amsterdam, || Chez Pierre Brunel, sur le Dam. l| mdccii, pag. 799, 

lin. 17—24, — THE II LIFE II OF || THUANUS, ecc. BY || ThE Rev. J. COLLINSON, e«C., 

pag. 270, pag. 271, lin. 1 — 9, pag. 257, lin. 21—24, pag. 258, lin. 1—2. — Jac- 
qucs Auguste de Thou's, ecc. von || Dr. H. Duntzer, ecc. pag. 43, lin, i— 10, 25—32, 
nou 107. 

(^) Nella edizione fatta in Londra nel 1733 del testo latino di quest'opera, 
sotto ranno 1557 si legge (jac. augusti || thuani || historiarum || sui temporis || 
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confiitata dal Ghilini e dal Cozzando ('}, k molto piii csatta deU 
indicazioni che questi scrittori italianl ci diedero del tempo in < 
visse Nicol6 TartagSia diccado ch' egli fiori circa 11 1560 ('). 

Giovanni Giacomo Hoffmann (!), Tabate Giovanni Battist 
Ladvocat (*), Giovaniii SCefaiio Montucla ('), Girolamo Tiral 



TOMVs PBiM!;s, Ei.c. lOMDmi |I Escudi curavit S*«uel Buciei.EV Ij itm 
pag. 667, iia, 7— ij, LiBER DECiMUS KONUS, % xviti, An. conLVii.): 



.hill Nicoliut Tsitiln 



Nella ira>3uzioQe francese pubblicaia in LondM nel I7]4 Jdla mcJtsima opera 
De Thou questo passo ddl'opera siessa ^ tradoito cosl (I3IStoire|| u)jivehseu 
DE |[jACQiiE-AUCt;sTE II deII THOO, || Depuis IS4J. Jusqu'cn 1607 

l'£»mON LATINE DE LONDRES, || TOME TR01SI£ME. |1 I)S6,=I56o. !| A 
M,DCC XXXIV. pilg. 186, lin. 30— j8, l.n-RK DlX-HEUVltME. An. ijs?): 
tSui la An de cicie unee, Nicolu TBttalea, dt Bnue, Gait 



.(etn^gociMi.. 
CJ DICTIONNAIRE ![ HISTOBIQJJE |[ ^|| CHITIQHE, || PAH M.' PIERRE BAYLI 
TOMSQUATRlkME, || TROISlfiME fa\T\<yA,^REWE. CORRlClE ET AnCUEm-&K, ( 
T--Z. [| A ROTTEHDAM, |1 CHEI MICHEL BOHH, || tlDCCXX, ecc, pflg. 1696, COl. 

lin. 2—4, articolo «TARTAGLIA CNicpLAs)». — dictionnaihe || msTOKK 

II jr||CRmQUE, 1] DE PIERRE BAYLE II MOUVELLE SnmoN, || AOGMENrtE DE MOI 
EXTHAITES DE CHAUFEPI6, JOLV, LA KONNOIE, || L.— J. LECLERC, LEDUCHAT. Pl 
SPER MARCHAND, ETC , ETC, l| TOME QHATOBZrtME. 1] PARIS, CCC, 18IO, p3g. 41, Cfrf 

lin. 13-28, articolo ■ TARTAGLIA Nicolas ., nota (C). 
C) Vedi sopra, pag. J45, noti (aj. 

{') JOH. JACOBl HOFFMAXNl, ecc. LEXICON II VNn-ERSALE, ecc, T^mVSQfi 

Tvs II Literas R, S, T, V, X, Y, Z, continens. |] lvgdvn} BATAVORVM,^ 
MDCXc^Tii, ecc, pag. 354. col. 2, lin. 7—10. 

(*) DicrioNNAiHE II HisTORiqyE PORTATiF, ecc, Par Mr. VAbbS LadvocJ 
ucc. TOME SECOND. II A PARis, |[ Oiei DlDOT, Librairc, Qjiai des Augustbil; i 
Bible d'or. |] m,d cc lh, pag. S76. col. 1 lin. s5. «ol. 2, lin. i— J- — 

11 ^TORICO, PORTATILE, ecc. CoMPDSTO IN FnANCESE || DAL SIGNOH ^BATE LAOI 
CAT, II ecc, EDIZIONE NUOVISSIMA, CCC. TOMO SESTO. || IN VENEIIA, UDCCLIX. (| ft 
pag. IJ4, col, I. lin. 4S-SS> «1. a, )in. I— i. 

(') HISTOIHE U DES II MATU£.\tATIQVBS. CCC. Paf M. UOHTVCLA^ ecc. TO 

PREMJEK. II APARis, (IChei Ch-Ant.Jombert, ecc MDCC.Lvm, ccc pag.46j, Un 
- HisTomE II DES II mathCmatiqwes, ccc. xoovellk fiDiTioN, ecc. Par. J. F. Ml 
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schi (*), Tabate Francesco Saverio De Feller (*), Pietro Luigi 
Ginguen^ ('), Pietro de Angelis (-»), Giovanni Battista Cor- 



TUCLA, ecc. TOME PREMIER. || A PARis, || Chcz Henri Agasse, librairc, rue des Poite- 
vins, n.« 18. |! an. vir, pag. 593, lin. 34—36. — historie || der jj wiskunde, ecc. 
DOOR II DEN Heere MONTUCLA, ecc. uit het Fransch || vertaald, ecc. door || 

ARNOLDUS BASTfAAN STRABBE, ecc. TwEEDE DeEL. i| Tc AMSTERDA.\f, \\ By P. G. GEYS- 

beek, Boekverkooper op de || Princegrngt en hoek van de Egelantierstraat. || 
MDCCLXXXVii, pag. 179, h'n. 14. 

(*) STORIA II DELLA ji LBTTERATURA ITALIANA \\ D! \\ GIROLAMO TIRABOSCHI, eCC. 

ToMO Settimo, ecc. parte prima. I| in modena mdcclxxvii, ecc, pag. 415, 

h*n. 10— II. — STORIA II DELLA || LETTERATURA ITALIANA || DEL CAVALIERE || ABATE 
GIROLAMO TIRABOSCHI, eCC. SECONDA EDIZIONE MODENESE, eCC. TOMO VII, eCC. 

Parte n. II IN MODENA MDccxci, ecc. pag. 529, Hn. 6—8. 

(*) DICTIONNAIRE || HISTORIQUE, ecc. NouvelU EdUioft, revue, corrigie, ahri^ 
gee & II augmenteepar VAhhi F. X.D.F. || tome sixi^me. || a ausbourg, (sic); || Chez 
Matthieu Rieger, fils Imprimeur-libraire, tcc. m. dcc. lxxxiv, ecc, pag. 303, 

COl. I, lin. 20 — 23. — DICTIONNAIRE || HISTORiaUE, eCC PAR L'ABB^ F. X. DE FELLER. I| 
SeCONDE ^DITION, CORRIG^E ET BEAUCOUP AUGMENT^E, II TOME HUITIEME. H A LIEGE, || 

DE l'imprimerie, de Fr. lemari^, libraire Rue Sous-la-Tour. II 1797, pag. 361, 

COl. 2, lin. 41—45. — DICTIONNAIRE || HISTORIQUE, CCC. PAR L'ABB^ F. X. DE FELLER. 

I nouvelle ^dition, ecc tome HumfiME. jj a paris, ecc a lyon, ecc 1818, 

P3g' 319» COl- I» ^il^- 6—9. — DICTIONNAIRE II HISTORIQjUE, ecc PAR L*ABB6 F.-X. 
DE FELLER. || SEPTI^ME ifeDITION, ecc TOMB SEIZI^ME, || PARIS. || M^QJJIGNON-HAVARD, 
LIBRAIRE-lfeDrrEtJR, || RUE DES SAINTS-P1&RES, N.° 10. || M DCCC XXVIII, pag. 201^ COl. 2, 
Hn. 40 — 43. — BIOGRAPHIE II L^IVERSELLE, [ OU || DICTIONNAIRE HISTORIQUE, eCC 
PAR F.-X. DE FELLER. || NOUVELLE ^DITION, || AUGMENT^E PaR M. PERENN^S, eCC. 
TOME DOUZI^ME. || A PARIS, eCC 1834, pag. 3I, COl. 2, lin. 31—33. — BIOGRAPHIE UNI- 
VERSELLB II OU II DICTIONNAIRE HISTORIQUE, ecc. PAR F.-X. DE FELLER, CCC. TOME VIII, 

ecc. FARis, ecc. 1850, pag. 85, col. 2, h*n. 3—4. — dizionario || storico, ecc. del- 
PAbbate jj Francesco Saverio de Feller^ \\ prima traduzione italiana, ecc vol. x. || 
Edizione Economica. || venezia, ecc 1835, pag. 39, col. 2, lin. 30—33. 

O histoire litt^raire II d'italie, II Par P. L. GINGUENfi, ecc. tome sep- 

TI£mE. II A PARIS, II CHEZ L. G. MICHAUD, LIBRAIRE-lfeDITEUR, || RUE DES BONS ENFANTS, 

N.* 34. II M.Dccc.xix, pag. 157, lin. 20 — 21. — histoire litT^raire || d'italie, || 
Par P. L. GINGUENE, ecc tome septi^me. || a milan. J Chez Paolo Emilio Giu- 
STi, II imprimeur-libraire et fondeur, I| rue sainte Marguerite, N.° 11 18 et 11 20. || 
m.dccc.xxi, pag. 147, lin. 17. 

(*) biographie II unfverselle II ancienne et moderne, ecc tome quarante- 

QyATRHgME. II A PARIS, || CHEZ L. G. MICHAUD, LIBRAIRE-^DITEUR, || PLACE DES VICTOI- 

RES, n.» 3.11 1826, pag. 571, col. I, lin. 1—3. Articolo firmato, pag. 573, col. i, 
lin. i2):«rA-G-S» ciofe (pag. 3*, non numerata, col. i, lin. 3): «de angelis » 
cioi «cPietro De Angelis », erudito napoHtano, morto in Buenos-Ayres sul principio 

dcl 1861 (aNNUAIRE II ENCYCLOPtolQUE, CCC PARIS || AU BUREAU DE L*ENCYCL0P]SDIE 
DU XIX* SIECLE II 6. RUE NEVUE DE L^lWIVERSITlfe, || 1862, COl. 84, h'n. 53-60, COl. S^, 
Un. 1-22). — BIOGRAFHIE || UNIVERSELLE || (MICRAUD) || ANCIENNE ET MODERNE, eCC 
NOirVELLE l^DrnON, ecC. TOME QUARANTE ET UNlfiME II PARIS, eccET II leipzig, ccc, 
P^- 35» COl. I, lin. 12—13. — BIOGRAFIA II UNrVERSALE || ANTICA E MODERNA, eCC. 
VOLUME LVI. II VENEZIA || PRESSO GIO. BATTISTA MISSIAGLIA || MDCCCXXIX , CCC, 

pag. 220| coL 2y h'n. 30-32. 



•^N 
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niani ('), Giovanni Giorgio Teodoro Graesse (•). ed allri (>), giusl 
mcnte asserirotio ch'egH mori nel 1S57, scDza per altro indicare i 
il mese, n^ il glorno di sua morte. 



(I) 1 SECOLl IJDELLA || LETTERATURA rrALlAKA || DOPO IL SCO ■USORCIUESTTd 
COMHES-TAlllO II Dl P GIAMBATTISTA CORKIANI || COSTISUATO FRJO ALL'ETJi rS 
SESTE II DA il STEFANO TlCOZIi IItOMO PHIMO II MU.ANO H COI TIPl Bl IIKCBX 
I^REARIO II MCCCXXXIl. OlV) II A SPESE DEGLl EUITORI, pftg. ^Sj, COl . I, lin. I4. 

O Lehrbuih 1] einer II allgemeiDen LiierSrgcschiclne, ecc Von || Dr. Jotu 
Gcorg Tiieodor Grassc, ecc, Dritter Bantl. Ersic Ablbeilutig || Ltipiig. || AmoldiKl 
BudihandJmig, || 1852, pag. 88>, lin. jg— 41. 

{') le grand II DicTiONNAiRE |i iiiSTOHHiLie, || ccc. Par M" loljs morem, i 
TOME VL II APARis, ecc MDccsxv, ecc , pag 674, col, 2, lin. aj — 30. - 

DICTlONSAffiE II HISTOHKiUE, ecc, Par M" LOUIS .MOREIII, ecC- A 

RB &DITIQN RSVUB, CORRtClE ET AUCMENT&B. \ TDME VI. j A PAHIS, CCC. KDCCX» 

ecc, pag. 428, col. i, lin, 41—43. — le grand |j dictionnaire \ historiqs;e, « 
Conimence en 1674 par M" louis «oheri, ecc, tome vi. [ a basle, [ Chn |Ei 
bhakdmuller. J mdccxxsii, pag. 622, coi. 2, lln. 4;. — le grand 1| DicrtOMHAlSt 
HisToniQ.L'6, ecc Par M"' JjOUIS MOREItl, ecc. oix keuvi£me et OERHiERe (1 
TiON, ecc. TOME HuniiiiVE Ltllrci t-2, Ij A pARis M.DCC.XLi^ ecc, pag. 24, coL 
lia 67. — LE CRAND \ IJICTIONNMHE Ij HISTORiaCE, ccc. Par M" LOUIS MOitetu, ei 
NOUVELLB f.omON, CCC. 70.-HB DIXtEMF. \\ a PARIS. |] CHEZ LES LIBHAISES AS» 

ciEs. Q M.Dcc.Lix, ecc, pag. 4j, co!. 2, lin 67-68. — kouvea[;|] dictiokkaire 
insroRiQitE, ecc. Fak vt/Ji Soa£j£ »E Gs/ts de lettres. || QcATRieME tsax 
ccc. TOME sixiSme. ||'( t.AEN, ecc. M Dcc LXXiJt, ecc, pag. 466, coi. a, litu (—8. 

XOOVEAU II DlcriONNAIBE U HISTORIQUE, CCC, crNQUlEME feDlTION, CCC. TOUE Vlll*, 

A CAEN, ecc. M Dcc Lxxxtii, ccc, pag 278, col. 1, lin. (—8 ~ yovyKJU\it 
TiONNAiRE II historique; ecc. Six[£me Editiok, ecc. tome viii. Q ACAMit. t 

M. DCC, LXXXVI, ecc, pag. 298, col. 2, lin S - 8. — trOUySAU | OICTIOKNAni£ Qai 

torique, ecc. SeptiCme r.DinoN, ecc. tome ix, || ^i CAMlf, cce. A LYOy, cec ijj 
pag. 2.|, col. 2, lin. 9-12. — NOUVEAU 1 dictionnaibe || HiSTORiQes. ecc. F 
L. M. Chaudon et F. A. Delandine. I Huitiimc fiditioo, ecc. TOMe onziEju. U 
LVON. D Chcz BnuYiET ainii et Comp.' f| an. xii — 1804, — pag. s}6, co\ 2, lin. i— 

— DICTIONNAIRE II tnJIVERSEL, Q HISTOHIQUE, CHITIQUE j| ET UIBLIOGRAPIllQUU. CiO 

D'apris la imiiiime £diiion publiie par MM. Chaudon ei Delandine. || NCL^Vitj 
ioiTiON, ecc. TOME XVI. Q p.tnts, Q de l'imfrimerie de prl-dhomue fils. | 181 
P^S- SS4, col. 2, lin ti — 14. — dictionnaire |j hutorique, Q critique et biili' 

GRAPEIIQUL, CCC, TOME VIKCT-CINQUI^ME. Q A PARIS, Q CHEIC MEN.^RO ET DEStm 

LiBEAinES, Q RUE GiT-LE-coEUR, N," 8 J 1813, pag. )68, col. 2, lin. 29-ja. —.WoiV 
DlzioNARio Q isTORico, ecc. Composto da utia societA di letterati. Q SiiIIa > 
tima edtzione Francese dcl 1789 indoiio per la ptima Q volta in ItalJAno, e 
roito x.yy. \\ napoli mdccxciv. Q Per MicHELE MOBELLi, ccc, pag. 5}- coL a, li 
34— j6, — NLiovo Q DizioNARio isTORico, ecc. tomo xix. ij dassano, mdccxcvi,ccc 
pag. 296, col. 2. lin. 24— Ji- — A D PHiLosopHicAL and mathematical II ncnc 

KAKV, eCC. BV CHAHLES HUTTON, LL. . CCC. A NEW EDri'tON, | wrTH «UKI 

ADDiTiONS amd iMPROVEMENTS, Q vol. o Qlondon: ecc. i8i}, pag. 4S1, coL 
lin. 49~S2. — DizioKARio Q delle Q scienze uatematiche Q pi;ke ed APPUCATi 
COMPILATO DA i;na societX || di antichi allieyi della scudla politecnica ] 

PARIGl Q SOTTO LA DIREIIONE Q DI A.-S DE MONTFERRIER, eiC- PBIMA VERSIONS ITJ 
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II Sig. Antonio Baracchi, Vice-Direttore deirArchivio notarile 
di Venezia, si h compiaciuto d'inviarmi un elenco da lui compilato 
de' documenti contenuti nella vetrina, che di sopra si h detto trovarsi 
esposta nella sala maggiore di questo archmo. In questo elenco 
riportato interamente piii oltre il detto originale, ed altri sei docu- 
menti che lo precedono nel secondo scompartimento della vetrina 
stessa, sono indicati cosi: 

<f II. Scompartimento 
» Manuzio Aldo Pio Test.<» Ob. 1506. Id. 
» Sanuto Marius Idm 1533. Editto 
» Trissino Gio. Giorgio Idem 1549? 
» Dragan Alvise Idem 1552. Inedito. 
» Fedele Cassandra Test.® 1556. Idem. 
» Ramusio Gio. Batta Test.** Ot. 1557 idem. 
» Fontana (Tartaia) Nicol6 Test.*» 1557 idem». 



LiAKA, ecc. VoLUME Ottavo J firenze, ecc. 1847, pag. 231, lin. 33—34. — nuova | 

ENCICLOPEDIA J POPOLARE, CCC. TOMO DUODECIMO Q TORINO || GIUSEPPE POMBA E 

COMP. EDiTORi D 1848, pag. 44, col. 2, lin. 12—14. — Allgemeines J Historisches || 
LEXicoN, ecc. Dritte um vieles vermehrte und verbesserte Auflage. [ Vierter Theil, || 
R-Z. ecc. Leipzig, \ bey Thomas Fritschens sel. Erben. 1732, pag. 677, col. 2, 
lin. 5—8. — Grosses vollstandiges || universal- |j lexicon || Aller Wissenschafften 
iind Kunste, ecc. Zwey und Viertzigster Band, Taro-Teutschep. || Leipzig und 
Halle, Verlegts Johann Heinrich Zedler. || 1744, col. 28, lin. 51— 52. — diction- 

NAIRE ] HISTORIQUE, \ OU || BIOGRAPHIE UNIVERSELLE Q CLASSIQUE, || Ouvrage Cnti^- 

rement neuf, || par m. le G^NifeRAL beauvais, ecc. paris, ecc. mdcccxxviii, pag. 2984, 

COl. I, lin. 48—49. — NUOVO [ DIZIONARIO II STORICO Q OVVERO I! BIOGRAFIA CLAS- 

siCA 1 universale, ecc. prima versione italiana II coN aggiunte I voLUME V II 

TORINO II PRESSO GIUSEPPE POMBA E COMP. Q 1836, pag. 55O, COl. I, lin. 22—24. — 
BIOGRAFHIE I UNIVERSELLE || OU || DICTIONNAIRE HISTOR1Q.UE, eCC. PAR UNE SOCrtTlfe 

DE gens de lettres [| sous la direction [ de yt, weiss, ecc. nouvelle iSdition Q 

TOME SIXIISmE J TAB-ZIR II SUPPL^MENT J PARIS | FURNE ET C.*' LIBRAlRES-lfebl- 
TEURS I 55 RUE SAINT-ANDRI6-DES-ARTS J M DCCC XLI, pag. 22, COl. I, liu. 46—47. 

— DIZIONARIO II BIOGRAFICO UNIVERSALE, ecc. VOLUME QjUINTO | FIRENZE | DAVID 
PASSIGLI TIPOGRAFO-EDITORE | VIA EVANGELISTA N.° 17 [ M DCCC XLIX, pag. 258, 

col. 2, lin. 35—37. — the I ENGLISH CYCLOP.EDIA. J A New Dictionary of Universal 
Knowledge. || conducted by charles knigt. || biography. — volume v. | lon- 

I>ON. 1 BRADBURY AND EVANS, II, BOUVERIE STREET. Q 1857, COl. 908, lin. 65—69. 

— DICTIONNAIRE II UNIVERSEL || D*HISTOIRE ET DE Gl£OGRAPHIE, eCC. PAR M -N. 
BOUILLET, II NOm'ELLE ^DITION (VINGT ET UNI^ME) || AVEC UN SUPPLISMENT || PARIS, 

ccc. 1869, pag. 1482, col. 2, lin. 22—23. — Pierer's || Universal-Lexikon, ecc. 
Funfte durchgangig verbcsserte stereotyp-Auflage , ecc. Siebzehnter Band., ecc. 
Altcnburg. II Vcrlagsbuchhandlung H. A. Picrer, pag. 267, col. 1, lin. 11 — 15. — 
Historisch-biographisches || Handwdrterbuch || der denkwurdigsten, beruhmtesten 
tind bcrQchtigsten Menschen || aller Stande^ || Zeiten und Nationen. || Nach den be- 
sten Quellen bcarbeitct | von H d. karl florentin leidenfrost, ecc. funfter 
band II RicH-22 J llmenau, 1827, ecc, pag. 309, lin. 30—31. — Moniteur des 
Dates II par || Edouard Oettinger, [ auteur de la « Bibliographie univcrselle» || 
Tomc cinquiimc. || dresde || chez rauteur-^diteur : E. M. Oettingcr. || 1868, pag. 106, 
col. I, lin. 38-^41. 
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Nel medeslmo R. Archivio notarile di Venczia si conser 
ima filza contrassegnata « i6S. VII », cioi coUocata nel palchetto V 
dello scatfale 168, composta di un cartone lungo 371 millimcl 
largo 250 millimetri, coperto internamente di carta bianca, est< 
namentc di carta colorita a barba di scopa, con dorso di 112 m 
limetri, con un nastro verde da ogni lato (salvo i lati del dorso) \ 
quale si lega e chiude. Sul dorso di questo cartone e Incollato 
cartellino di carta bianca, sul quale trovasi scritto; i." in uoa prii 
linea col laph nero « 168 — VII»; 2° in una seconda linea 
penna di mano del sccolo XVII. e quindi cancellata, la parol 
« Rocco t ; 3.° in 3 lince (3" — 5') di mano piii modcrna: < Bened< 
De II Rocco 1] Testamenti >. Entro questa fil^a trovasi un piccol 
indicc alfabetii:o a vaccbetta, di carattere della fine dcl secolo di 
cimottavo, e composto di 34 carte cartacee, niuna dclle quali h ni 
merata ('), e coperta di un cartone alto 386 millimetri, largo IJ 
millimetri. Nella parte esterna della prima coperta di questo indif 
t: scritto a penna : 

« 11. B. 

» Alfabetlo Teslamenti 

n Nod." Rocco Beitedetii » 

Nella linea 3 del recto della carta 25» di questo indice si le^e: 

" Niccolai Tartaggia — — — » 119 ». 

Con tali parolc c cifrc h indicato nell' indice medesimo, come si ( 
mostra qui appresso, il detto originalc del testamcnto di Nicol 
Tartaglia. 

Nella detta filza t 168. VII » trovansi 403 carte, delle qua 
le I* — 330," 333» — 403' contengono gli originali di 143 testameol 
rogati da Rocco Benedetti, e numerati in inchiostro nero « N. I — t li 
» N. 120 — 144 ». Nella filza medesima tra le 331» e 332» di qiiest 
403 carte trovasi una carta, alta 298 millimetri, larga 205 miUimeti 
nella quale h scritto di mano modema: 

11 M. 119. ■; Fontana Nko!6 d.» Tiruja || Materaatico || Test," ijj?- 19 XI 
«N," 119. 11 Atti||De Benediciis Rocco 168, || VII. || In ProioeoUo c» j || Vedi 01 
> ginale nellii raccolta documenti pregicvoli » 

(') L*indice medesimo t oriJinato pcr nomi di 144 te&tuori indieati da . 
leiterc A, B, C, D, E, F, G, I, L, M, N, O, P. Q, R, S, T. U, Z, scriite ( 
iicio delle carte j", 5*, 7% 10', 11', ij', ij', 16*, 20', ia% JS'. ^^\ »7". ^ 
30*, Ji', 33", 33', 34*- Q.uwte carte ugliate in larglieiia p« Usciare d! fuori 
leitcre deirindicc medesimo, sono larghe sQlianio 98 centimeiri. La leitera Neo 
tenente il passo riportaio di sopra relaiivo al Tartagtia, i conienuia inieraiDei] 
nelU caru 35' delU raccolta medesima. 



Intorno ad un testamento di Nicolb Tartaglia. 373 



Quindi h chiaro che il detto originale del precitato testamento di 
Nicol6 Tartagh*a, h ora contrassegnato t N. 119 >. Nel margine su- 
periore della prima pagina del foglio descritto di sopra, contenente 
questo origihale, trovasi in fatti scritto a penna c N.^ ii^ ». 

Nella medesima filza c 168, VII » trovasi anche un protocollo 
legato con vecchi cartoni bianchi, alti 330 millimetri, larghi 230 milli- 
metri, composto di 68 carte membranacee, alte da 302 a 316 mil- 
limetri, larghe da 213 a 230 millimetri, numerate ne*margini superiori 
A€ recto coi numeri i — 68, divise in 8 fascicoli ('), assicurati ne'car- 
toni medesimi per mezzo di fili compassati sopra due pezzi di cuoio 
scuro, cuciti sul dorso del cartone stesso. Nella parte esterna della 
prima coperta di questo protocollo h, scritto con lapis nero c 168. 
> VII >, e piu sotto a penna: 

«Rochus de Benedictis 
)) i 36 . D. » 

Questo protocollo contiene le copie fatte da Rocco de'Benedetti 
di 73 testamenti, de' quali il primo ha la data deir 8 di novembre 
del 1556, che nelle linee i — 3 del recto della carta numerata i del 
protocollo medesimo h indicata cosi: 

« In nomine Dei aeterni amen, anno ab incarnationi Domini nostri 
» lesu Christi millesimo quinquagesimo sexto Indictione 
D quartadecima die vero sabbati vigesimo octavo mensis Novembris », 

e r ultimo ha la data de' 9 di agosto del 1580, che nelle linee 14 — 15 
del rovescio della carta numerata 68 del protocollo stesso h indi- 
cata cosl: 

« In no(m)i(n)e Dei aeterni anien. Anno ab incarnatione Domine n(ost)ri lesu 
» Christi millesirao quingen- 1| tesimo Ind. octava, Die vero Martis nono m(ensi)s 
» Augusti. Act. Venetijs ». 



(*) Questi 8 fascicoli contengono le seguenti carte e testamenti: 1° Testa- 
menti 13 (i**— 13") carte i— 10. — 2° Testamenti 12 (14**— 25°) car. 11—20. — 

3« Testaraenti 5 J (26*»— 30° e metd del 3i°>, car. 21—26. — Testamenti 41 (al- 
tra meti del 31«», e 320—35**), car. 27—32. — 5** Testamenti 10 (36**— 45**), car. 
33—40. — 6** Testamenti 8 (46«— 53°), car. 41-46. — 7** Testamenti 9 (S4°-62**), 
car, 49—58. — 8« Testamenti 11, rultimo dei quali mutilo in fine (63°— 73«), 
car. 59—68. 

Ciascuna delle carte numerate 1—58 del protocollo medesimo formanti i i'»— 7® 
di questi otto fascicoli hanno millim. 305 di altezza, e millim. 210 di larghezza. 
Ciascuna delle carte 59*— 68* del protocollo stesso formanti r8« di questi 8 fasci- 
coli ha millim. 320 di altezza, e millim. 228 di larghezza. 
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Nelle carte 2*, numerata 2 {verso^ lin. 29 — 34), 3*, numerata 3 {rec/o^ 
verso) del medesimo protocollo trovasi una copia fatta dal detto 
Rocco Benedetti del testamento suddetto di Nicol6 Tartaglia (»). 
Questa copia che si riporta interamente piu oltre h identica coir ori- 
ginale citato di sopra del testamento medesimo, salvo le varieta indi- 
cate piu oltre a pife delle pagine che la contengono (*). Nella linea 36 
del rovescio della carta numerata 3 di questo protocollo, tra la pa- 
rola € iurato > e le parole « Ego rochus >, trovasi la nota: 

« Obijt die lunae hora J.^ noctis .xiij Xbris sup.*' », 

interamente identica, salvo le varietk ortografiche : c die » in vece 
di € DIE », c lunae > in vece di c Lune », c 7"» noctis. * in vece di 
cseptima noctis: >, colla nota: 

«obijt, Die Lune hora 

» semptima Noctis .xiij. 

» Xbfis sup.*' », 

che di sopra si h detto trovarsi nella quarta pagina del precitata 
foglio n.** 119, le cui prime due pagine contengono l'originale del 
testamento suddetto. Queste due note per tanto si accordano nel 
mostrare che NicoI6 Tartaglia mori alle ore 7 italiane della notte 
dal lunedi 13, al martedi 14 dicembre del 1557. 

Nella precitata filza contrassegnata c 168. VII » trovasi anche 
un indice manoscritto cartaceo in foglio piccolo, intitolato nel rect(> 
della seconda sua carta: 

«Nota testamentor(um), de quibus rogatus 
» fui ego Rochus de Benedictis Notarius 
» pub.*^^" Vcnetiar(um) k die, quo intraui 
» MDLvi. xi. Nouemb' », 

e composto di 64 carte, niuna delle quali h numerata, legato con 
vecchio cartone alto 308 milHmetri e largo 212 millimetri, e riunite 



(') Questa copia adunque 6 il terzo di 13 testamenti che di sopra si 6 detto 
trovarsi nel primo de* precitati 8 fascicoli formanti il protocollo stesso. 

(*) La piii notevole di tali varieti si 6 che questa copia contiene le parole 
segucnti, non contenute nelP originale suddetto n.<> 119: 

■ et haeredi cum cond!tionib(us) sup.tis do, tribuo. atqfue) con- 
» cedo omnimodam facultatem hanc meam hsereditatem, com- 
» missariam , et bona intromittendi , regendi, administrandi, 
a et consequendi, et omnia alia faciendi, et procurandi 
» pro consequendis , et obtinendis omnibus meis bonis , 
» quse ipse facere possem in iud.<> et extra si uiuerem, et 
» adessem, ac omnia neccessaria (f<V)i et opp.»* sine aliqua 
» contraditione, et exceptione. 

» Subscriptiones testium » 
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in un solo fascicolo mediante corda di violino che passa fuori del 
cartone medesimo. Nel recto della prima coperta di questo mano- 
scritto trovasi scritto a penna: 

«Rochus de Benedictis 
» i iS D ». 

Le carte 3* — 64* di questo manoscritto contengono un indice di te- 
stamenti ordinato secondo i nomi de' testatori, essendo per cio alfa- 
betate le medesime carte 3* — 60* del manoscritto stesso ('). Nelle 
linee i — 3 del recto della 39* carta di questo manoscritto, sotto la 
lettera N, iniziale del nome NICOLAUS del Tartaglia, si legge: 

« Testamenta. 
» 1557. X.' Xbris D. Nicolai Tartalea Doctoris Mathematicar(um) + Ex. 
R q. d. Michaelis de Brixia. », 

relativa al testamento di Nicol6 Tartaglia, copiato nel protocoUo 
suddetto. 

Nel R. Archivio notarile di Venezia si conserva un catalogo 
manoscritto cartaceo in foglio grande, gia conservato nella Cancel- 
ria inferiore della medesima citth, e legato in cartoni alti 475 milli- 
metri, larghi 360 millimetri, coperti esternamente di cuoio color noce. 
Nella parte superiore del dorso di questo manoscritto e incollato 
un cartellino di carta bianca nel quale h scritto a penna: 

«1557 
» Vsque 

» 1568. » (2) 

Nella parte esterna della prima coperta di questo manoscritto h in- 
collato altro cartellino di carta bianca nel quale trovasi scritto a 

penna : 

« Nuncupativi 

» Virorum 
» Incipit 1557 
» Vsque 1568. » 

Questo manoscritto e composto di 149 carte, alte 414 millimetri, 
larghe 365 millimetri, niuna delle quali h numerata e delle quali le 



(') Le carte non alfabctate i* — 2% 61*— 64* di questo manoscritto hanno di- 
niensioni identiche a quelle del cartone della legatura del manoscritto stesso. Cia- 
scuna delle carte 3»— 6o* alfabetate di questo manoscritto ha un'altezza identica 
a quella del cartone stesso, cio6 di 308 millimetri, ed una larghczza di soli 200 
millimetri, tali carte essendo statc tagliate per rapplicazionc deiralfabeto. 

(*) In questo dorso trovansi anche legaii tre listelli di cuoio del medesimo 
color noce, ne'quali sono uniti i fascicoli della carta componente 11 manoscritto 
stesso, per mezzo di due funicclle di canapa che passano fuori di ciascuno di tali 
listeUi. 
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i^— t2^ 148* — 149* sono guardie in cartoncino, e le 2* — 142* sono 

tagliate perpendicolarmente a doppio alfabeto, cio^ con rubrica 

principale de' nomi de' testatori, scritta per mezzo di iniziali maiu- 

scole in inchiostro rosso, e suddivisa in rubriche minori indicanti al- 

fabeticamente per mezzo dMniziali piu piccole scritte in inchiostro 

nero i cognomi de' testatori (*). Quindi nelle linee 14 — 17 del rove- 

scio della carta 106^ di questo manoscritto, sotto la rubrica princi- 

pale rossa N, iniziale del nome di t NICOLAUS » del Tartaglia, si 

legge : 

(cT 15:7. 
»14. Xbris I. Nicolai Tartagia Not : Rocus Benedeti». 

In questo passo del manoscritto medesimo e indicato ii testamento 

di Nicolo Tartaglia del quale due esemplari sono citati di sopra. 

Per errore nel passo medesimo trovasi < 14 ^ in vece di < 10 i, que- 

sto testamento avendo, tanto nel suo precitato originale quanto nel 

detto protocoUo, la data di < Venerdi 10 dicembre 1557. > 

Neiresemplare originale di questo testamento (pag. i*, lin. 5 — 7) 

si legge : 

«io Nicolo Tartaia Dottor di Mathematice fii de M. Mi- 
)> chiel da Bressa » ('), 

cioe : < io Nicold Tartaglia, Professore di matematiche, figliuolo del 
» fu Messer Michele da Brescia >. In fatti lo stesso NicoI6 Tar- 
taglia, in un dialogo ch'egli nella sua opera intitolata < Qy£sm 
ET iNVENtiONi DiVERSE », e stampata in Venezia nel 1546(5), 



(') Ciascuna delle carte intere di questo manoscriito ha 464 millimetri di al- 
tczza, 345 millimetri di larghezza. Ciascuna delle carte tagliate ha la medesima al- 
tezza di 345 millimetri sopra una larghezza di soli 312 miliimetri nella parte ta- 
gliata. 

(^) Nella detta copia autentica del testamento medesimo (Protocolio 168, 
VII, carta 2, verso^ lin. 34) si legge: 

« io Nicolo Tartaia Dottor di Mathematice fu del M. Michel 
» da Bressa ■. 

(') Questa edizione intitolata nel rcclo della prima sua carta a q.vesiti, et inven- 

M TIONI DI- !j VERSE DE NICOLO TARTALEA |] BRISCIANO. || CoH gratta, & priutUgio ddl 

i) IUustrissimo Senalo Vcneto, che niuno ardisca \\ ne prcsuma, di siampare la prestntc 
» opcra, ne stampate allrouc uendcre ne \\ far uendere in Venetia, ne in alcuno altro 
i) luoco, terra del Dominio Vene- [ to, per anni diece sotto pena de ducati trecsnio, 
)) &" pcrdere \c opcrc, el ter- || ip dclla qual penu immediate che sia denontiata, si ap- 
» pJica al Arscnale, \\ & un ter^o sia del magistrato, ouer rcttore del luoco doue sefaia 
» la II assccutione, & laltro tcr:^o sara dcl denuntiante, ouer accusato- |j re, & sara te- 
» ntito sccreto, come nel privilcgio apparc,» si compone di 134 carte, in 4.°, dclle 
quali le i» — 4*, 133*— 134» non sono numerate, e le 5*— 132» sono numerate ne' 
margini superiori del rccto coi numeri 5 — 59, 56, 61 — 64, ^^»67,67,65,69—112, 
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finge di avere teauto con Gabriello Tadino nativo di Mar- 



103, 114 -122, 124, 124—132, e nella 132» delle quali, numerata 132 (wto, lin. 
35—37) si legge: 

» ^iampaia in "Wemstia //r WttttHrimo '^uffituUi ad iHstaMiia tt requisitume, 
• b* a fro^it s/*se d* ^icolo Tartalea Brisciajio Autoro. Uol 
» truso di \Mio XJaano di nostra salutt, M. D. XLVI. > 

Di questa edizione si hanno gli esemplari seguenti : Roma, Biblioteca Barbe- 
rina «N. VII. 161», gii «52 = 0=20» (indicis || bibliothecae || barberinae 
II TOMVS SECVNDVS (volume 2.° di un Catalogo composto di 2 volumi, in foglio, il 1° 
de'quali k intitolato: « index || bibliothecae T qua || franciscus barberinus s. 
» r. e. Cardinalis II vicecancelarius II Magnificentissimas suae Familiae || ad 
» Q.UIRINALEM .EDES II magnificentiores REDDiDiT, ecc. ROM.E Typis Barberinis, 
» Excudebat Michael Hercules, mdclxxxi »), pag. 441, col. i, lin. 29 — 30). — Ca- 
sanatense « Y XII. 51. » — Angelica i. 5. 18. — Firenze, Biblioteca Nazionale, 
Sezione Magliabechiana « 3. 2. 413 »; Sezione Palatina « 8. 8. 2. 24 ». — Ma- 
rucclliana « i. L. VIII. 83. » — Modena, Biblioteca Palatina (Estense) LXVI. 
F. 6. Esemplare citato dal Ch."*» Sig. Prof. Pietro Riccardi (biblioteca || mate- 

MATICA riALIANA, ecc. COMPILATA || DAL || PROF. CAV. PIETRO RICCARDI || PARTE 
PRIMA II VOLUME II.° || MODENA || SOCIETA TIPOGRAFICA MODENESE || ANTICA TIPOGRA- 

FiA soLiANi IImdccclxxiii— MDCCCLXXVI, col. 499, Hn. 15). — Biblioteca del me- 
desimo Sig. Cav. Prof. Pietro Riccardi « S. II, P. 4, n.<> 35. » — Milano, Biblio- 
teca Nazionale di Brera « C. XI. 8898. » — Venezia, Biblioteca Marciana « 38. 
» C. 4. N.* 59473. » — Padova, Biblioteca Universitaria « S. N. 7085. » — Parigi, 
Bibiioteca Nazionale «V. 1017,. » — Istituio Nazionale di Francia « M. 88o'. » — 
Munchen (Monaco) Biblioteca Reale (Hof-und-Staats Bibliothek) « 4.0 Mil. g. 176 
e 176*. » — Berlino, Biblioteca Reale « Hu. 27245, e 27245*. » — Londra, Briiisb 
Museum « 354. g. 2r» (opera i") e « 85300. c. » (librorum impressorum, || qui in || 

MUSEO BRITANNICO || ADSERVANTUR jl CATALOGUS. 11 VOL.II II LONDINL 1| MDCCLXXXVU, 

carta 185* (non numerata), verso, col. i, lin. 63 — 64. — librorum impressorum |i 
QPi IN II museo britannico || adservantur II catalogus. II voL. VII. II Londini. j' 
MDCCCXix, carta 8* (non numerata), recio^ lin. 45—46). — Biblioteca della Societi 
Reale di Londra « 269. b. 2. » — University Coliege « 19. c. 16.» — Biblioteca 
dcl Sig. Giovanni Tommaso Graves (Graves Library) N.** 7049. — Oxford, Bi- 
blioteca Bodleiana « 4.« T. 31. Art. » (ca^alogi {| impressorum || librorum || in || 
BiBLiOTHECA || BODLEiANA || VoL AlUrutfi, volume secondo d'un catalogo in due vo- 
lumi in foglio, il primo de* quali h intitolato « catalogus || impressorum Q libro- 

RUM II BIBLIOTHECiE || BODLEIANiE Q IN i| ACADEMIA || OXONIENSI. |{ VOLUMEN PRIMUM. 
II OXONir, II E THEATRO SHELDONIANO, MDCCXXXVIII », pag. 569, COl. 1, lin. 55 — 56j. 

— Tre esemplari di questa edizione sono indicati nel catalogo intitolato « cata- 

» LOGUE II D'UNE COLLKCTION EXTRAORDINAIRE li DE LIVRES , eCC. PROVENANT {{ De 

» la Bibiioth^ue de m. libri, {| dont la vente aura lieu a paris | Le jeudi 2 
D juiliet 1857 et jours suivants, ecc. paris || victor tilliard, libraire, || rue ser- 
pente, 20 II 1857 », ecc, pag. 89, lin. 8—12, 17 — 18 n. 1358, 1359, 1362. — Questa 
edizione, accuratamente descriita dai Sig. Prof. Pietro Riccardi (biblioteca || ma- 

TEMATICA ITALIANA, eCC, PARTE PRIMA | VOLUME II.*, eCC, COl. 499, lin. I — 15) ^ 

anche citata dal Brunet (manuel {{ du libraire, ecc. par jacques-charles bru- 

NET, CCC CINQyi^ME ifeDITION, eCC. TOME CINQUlfiME || PARIS, eCCl864, COl. 661, liu. 4-6) 
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tinengo (castello del Bergamasco), cavaliere di Rodi e Priore 



e dal Graesse (TRisoR || de || livre rares, ecc. par || jean george th^odore graes- 
SE, ecc. tome sixi^me. II seconde partie. II T.-z. II DRESDE, ecc. 1867, pag. 30, col. I, 
lin. II— 14). — Un esemplare della medesima edizione fece parte di una colle- 
zione di libri posseduti da Guglielmo Libri, e venduta in Londra (catalogue ] of 
THE II Matematical , Historical, Bibliographical and Miscellaneous || portion of 1| 

THE CELEBRATED LIBRARY || OF ] M. GUGLIELMO LIBRI, ecc. PART THE FIRST, A-L-eCC, 

pag. 21 lin. 4—16, n.o 181). 

La detta opera del Tartaglia fii ristampata anche nel 1554 in una edizione 
intitolata nel ruio della prima sua carta « qvesiti et inven- || tioni diverse [] de 

» NICOLO TARTAGLIA, jj DI NOVO RESTAMPATI CON VNA || GIONTA AL SESTO LIBRO, 

» NELLA II qmU si mostra duoi modi di redur una Citti inespugnahile. || la divisioxe 
» ET CONTINENTIA Di TVTTA || Popra ncl seguente foglio si trouara notau. |j con 
» PRiviLEGio II APPRESso DE l'avttore || m d liih. » Questa edizione 6 composta 
di 128 carte, delle quali le i*— 4* non sono numerate, e le 5»— 128* sono nurac- 
rate ne'margini supcriori deMoro recto 5—7, 7, 9-128, e nella 128' delle quali 
numerata 128 (yerso, lin. 17—19} si legge: 

■ Ih VfHttia per Nicolo de Bascarini, ad instautia &* requisitionf ^ 
* b* h proprie spese de Nicolo Tartaglia Autore, 
« NeWanno di nosira salute, M D LIllI. • 

Di qucsta edizione, descritta dal Sig. Prof. Riccardi (biblioteca 1| matematic\ 
italiana, ecc. pag. 499, col. i, lin. 16-42), sono a me noti gli esemplari seguenti: 
Napoli, Biblioteca Nazionale « 35. E. 96» (librorum impressorum [j q.ui || in regio 

NEAPOLITANO II MUSAEO II ASSERVANTVR II CATALOGUS. II NEAPOLI JI E TYPOGRAPHLV 

REGiA II mdccc, pag. 462, col. 2, lin. 50—51. -- Fircnze, Biblioteca Nazionale, 
Sezione Palatina «7. 7. 5. 14.» — Nenciniana « i. 3. 5 ». — Osimo. Volume ori 
posseduto dal Sig. Prof. Raffaele Filippucci Direttore della Scuola Tecnica del Col- 
legio Convitto Campana, composto di ^215 carte legate in pcrgamena, sul cui 
dorso k. scritto a penna con inchiostro rosso «auEsm 1| del Tartaglia» (carte 2*— 129*, 
I* di 5 operc) — Modena, Bibliotcca della R. Accademia di Scicnze, Lettere eJ 
Arti «XXXVn. 4.», Bibliotcca dcl Sig. Prof. Pietro Riccardi «S. VI, P. 18«, n.» 18 » 

— Parma, Biblioteca Reale «m. viii, 12420, 12421». — Brescia, Biblioteca Qui- 
riniana, « CC.XIV. 14. » — Venczia, Marciana « CLXXV. i. n.** 20468 (car. 3*— i>o", 
opera i*). — Biblioteca Universitaria di Padova «S. N. 5553». — Parigi, Biblio- 
teca delPArsenale « 11243. Sc. A*. » — Monaco, Biblioteca Reale « 4 °, Mil. g. 176."». 

— Londra, Briiish Museum «52. d. 3.» e «534. g. 22» (i* opera) (librorum im- 

PRESSORUM II QUI IN MUSEO BRITANNICO H ADSERVANTUR |1 CATALOGUS. || VCL. II., ecC, 

carta 185, vcrso, col. i, lin. 65. — librorum impressorum || qui in || museo britam- 
Nico II ADSERVANTUR || CATALOGus || voL. VII, ccc, carta 9«, recto, lin. 48. — Biblio- 
teca dcll' UniversitA (Library of thc University di Londra. (De morgan library 
Presented by lord overstone), «y D », carte 37*— 147*. — University CoUegc 
« 19. c. I. GRAVES LiBRARY. N.° 5842 », cartc 37*— 261". — Bibliotcca della Societi 
Reale (Royal Society) di Londra «265. a. 15» carte 37*— 264*. — Un esemplarc 
di questa edizione ^ indicato nel precitato catalogo d*una raccolta di libri gii pos- 
seduti da Guglielmo Libri, venduta in Londra nel 1861 (catalogue |I of the I| 
Mathematical, Historical, Bibliographical and Miscellaneous j| portion of || the ce- 

LEBRATED LIBRARY || OF || M. GUGLIELMO LIBRI, CCC, PART THE FIRST, A-L., CCC. 

pag, 21, Jin. 17—18, n.° 182). 
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di Barletta, narra che suo padre avea nome Michele, e che 



La detta opera del Tartaglia k anche contenuta nelle carte 5*— 96* numeraie 
ne* margini superiori de* recto coi numeri 5-7, 7, 9—46, 44, 48-68, 67—94, di 
una edizione composta di 116 carte, delle quali le 95*— 116* non sono numerate, 
e neirultima delle quali (verso, lin. 3 — 5) si legge: k CON li syoi PRiyiLEC i.\\ 
» IN VINEGIA^ Per Curtio Troiano de i Naud M. d. lxiith, Le carte numerate 62, 
verio, 63—68 di questa edizione contengono il libro sesto de' <cq.vesiti et ix- 
» VENTiONr DiVERSE», che nella prima di tali carte {verso, Hn. i — 3) 6 intitolato 

(CLIBRO SEXT0|lS0PRA EL MODO [| DI FORTIFICAR LE CITTA || rispCttO alla forma». 

Piii ohre citandosi i passi di questa edizionc, ciascuno de' quali 6 contenuto in 
questo «LiBRO sexto », Pedizione stessa 6 indicata cosi « libro sexto, ecc, 
» mdlxii ». 

Di questa edizione sono a me noti gli esemplari seguenti : Roma, Alessan- 
drina « Ae. b. 6 », Barberina «N. XIL 134» gid — « 52 = D = 21 » (indicis || 
bibliothecae [| barberinae [| TOMVs SEcvNDVs, pag. 441, coL i, lin. 31—33. — Na- 
poli, Brancacciana « XLIL C. 12» (bibliothec.e [[ s. angeli ad nidum |[ ab inclyta 
II brancatiorum |[ familia construct.f., [[ cj/ ah aliis dcinceps auctx [| catalo- 
Gus, ecc, NEAPOLi MDCCL, ecc , pag. 300, coL i, Hn. 18—19). — Milano, Biblio- 
teca Ambrosiana «S. N. T. VI. 75.», Biblioteca Nazionale di Brera « C. XI. 
»8842». — Modena, Biblioteca del Sig. Prof. Pietro Riccardi «S. VII. P. 3. 
» n. 31.» — Padova, Biblioteca Universitaria, «S. N. 3503.» — Parma, Biblio- 
teca Reale « M. IX. 12278.» — Un esemplare di questa edizione k indicato nel 
precitato catalogo d*una raccoha di libri posseduti da Guglielmo Libri venduta in 
Londra nel 1861 (catalogue [| of |[ the [| Matbematical, Historical, Bibliographical, 
and Miscellaneous II poRTioN of[[the celebrated library || of || m. gugliel.mo 
libri, ecc. PART THE SECOND, M.-z , ccc. (pag. 737, lin. 43—45, n.° 6974). 

L'opera suddetta del Tartaglia trovasi anche nelle carte numeratc 5 — 284 d*una 
raccolta intitolata « opere || del famosissimo [[ nicolo tartaglia [| cio^ [| (iuesiti, 
» II Trauagliata Inuentione, |[ Noua Scicntia, || Ragionamenti sopra Archimedc. [| 
» nelle qvali coyioSAMENTE si SPIEGA. \\ L'Arte di Guerrcggiare, cosl in Mare, 
» come in Terra, co*l modo appresso || di diffendere, offendere, & espugnare ogni 
» gran Fortezza. || E Varte ancora del pcrfetlo Bomhardiere, co tutte le cose d quella 
» necessarie. |1 Si dimostra di pid vn modo nuouo e mirabile di fabricare, & vsarc, 
» diuerse [[ sorti di Squadre, & di Bussole. [[ E varie manicre artificiosCy di cauarc 
» ogni gran Vasello affondato, & fahricar due \\ Vasi co i quali si possa descendere nel 
»fondo del Mare, & d suo piacere \\ ritornar di sopra. |[ Et il Trattato de Insidentibus 
» aquae, cio^ delle materie che stanno, & che non stanno [[ sopra 1'acqua, nel quale 
» oltre la prattica vi si scorgono in questo proposito || molti discorsi spcculatiui. || 
» Dedicate alV lllustrissimo Signor lvigi givstiniano [| signor all*arsenale || In 
» Venetia, A1 Segno del Lione. M. DC. VI» (pag. 1—284). In questa cdizione 
la detta opera del Tartaglia 6 intitolata (pag. 9*, non numerata): «quesiti, [|et 
» inventioni II DiVERSE [[ de nicolo tartaglia [[ Di nouo restampati con vna 
» Gionta al sesto libro, nella quale si [[ mostra duoi modi di redur vna Cittd inc- 
» spugnabile». Di questa raccolta sono a me noti gli esemplari scguenti: Roma, 
Biblioteca Chigiana « L. x n. 5704. » (catalogo [| della [| biblioteca || chi- 

GIANA II (;/6rS7V* [| I COGNOMI DEGLI AUTORI |! ED\\ I TITOLI DEGLI ANONIMI II COL- 
l'ordine ALFABETICO DISPOSTO, CCC. DA MONSIGNOR STEFANO EVODIO ASSE- 
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per la piccolezza della sua statura fu chiamato Michelet- 



MANI II ARCIVESCOVO DI APAMEA. || JN ROMA MDCCLXIV, pag. 582, COl. I, lin. 2—5). 

— Firenze, Biblioieca Nazionale, Collczione Nenciniana « 2. 6. 10». — Brescia, 
Biblioteca Quiriniana «S. Z. N. 21.» — Biblioteca del Comm. Leopardo Marti- 
nengo «R. III. 42.» — Modena, Bibliotcca Palatina (Estense) «LXVII. 1. L. 45», 
cseraplare citato dal Sig. Prof. Riccardi (biblioteca || matematica itaua- 
NA, ecc. PARTE pRiMA |[ VOLUME ii.° ccc, coj. 507, Hn. 52.) Biblioteca Univer- 
sitaria «2. G. 118.» Biblioteca del Prof. Pietro Riccardi « S. II, P. i, n.**}©. » 

— Monaco, Biblioteca Reale « Mil. g. 177. 4.» — Berlino, Biblioteca Realc 
«Hu. 27251.» Londra, British Museum «534. g. 24» (librorum impressorum|| 
Q.UI iN II museo britannico || adservantur II CATALOGus. |j VOL. II, ccc, carta 185, 
v:rsOy col. 2, lin. 7. — librorum impressorum || qui m || museo britannico [J ad- 
SERVANTUR || CATALOGus || voL. vii, ccc, carta 9% verso, lin. 5). — Biblioteca dclla 
Societi Reale di Londra «264. d. 22.» — Biblioteca deirUniversiti di Londra, 
«19. C. » — Oxford, Bodleiana «T. 12. Art.» (catalogi |j impressorum || libro- 
RUM II IN II biblioteca || bodleiana II To/. Alterum, ecc, pag 569, col. i, lin. 5052). 
Un esemplare se ne trova indicato nel precitato catalogo d'una collezione di libri 
posseduta da Guglielmo Libri, venduta in Londra nel 1861 (catalogue || of the|| 
Mathematical, Historical, Bibliographical and Miscellaneous |1 portion of||the 

CELEBRATED LIBRARY II OF II M. GUGLIELMO LIBRI, CCC PART THE SECOND, M.-Z., 

P^g- 737> lin. 47—54, pag. 738, lin. 1—4, n.° 6975). La raccolta medesima 6 dc- 
scritta dai signori Dr. Graesse (triSsor || de || livres rares, ecc tome sixrtME. || 
SECONDE partie. II T.-z., ccc, pag. 30, col. I, lin. 17—21) e Prof. Riccardi (biblio- 

TECA II MATEMATICA ITALIANA, CCC PARTE PRIMA II VOLUME II.% CCC, COl. 507, 

lin. 37-52). 

Nel catalogo intitolato «catalogue || de la || BiBLiOTH^auE || de son exc. m. 

COMTE D. BOUTOURLIN. II FLORENCE || 183I || SCIENCES || ARTS || ET 1| BEAUX-ARTS» 

(pag. numerata nel suo margine inferiore 38, lin. 11 — 12), silegge: 

« 870. Tartalea, Nic. , Quesiti et inventioni diverse. — Venezia, Bascarint. 
» 1550. in-4. tios d* m. r. » 

Secondo questo passo del catalogo medesimo un esemplare di una edizione fatti 
in Venezia nel 1550 dclla detta opera di Nicol6 Tartaglia intitolata «q.uesiti et 
« iNVENTiONi», Qcc. avrebbe fatto parte della raccolta di libri gii posseduta dal 
Conte Demetrio Boutourlin, e descritta nel catalogo stesso. Non essendomi noto 
nlcun esemplare di questa pretesa edizione del 1550 ^ da credere che nel passo 
medesimo trovisi per errore t 1550» in vece di altro numero. 

In un catalogo intitolato « periodico mensuale || Settembre 1874. || cata- 

* LOGO 11 DI II LIBRI ANTICHI E MODERNI || VENDIBILI || PrCSSO GAETANO ROMAGNOLI 

» Libraio Editore ||.in bologna. Via Toschi N. 1232 », e composto di 96 pagine, 
in-8.°, delle quali le i"— 2* non sono numerate, e le^* — 96* sono numerate 1—94 
(pag. 79, col. 2, lin. 16 — 20) si legge anche: 

« 1936. Tartaclia Nic. Quesiti et 
• invenzioni divcrse, di nuovo rislam» 
B pati con una giunta al sesto libro ecc. 
» Venet De Ba^icariui, 1550, in 4, perg. 

»3 — • 
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to ('), e che morl essendo egli in eta di circa sei an- 



11 Sig. Gaetaao Romagnoli essendosi compiaciuto di farmi sapere che il volume 
citato in questo passo del detto catalogo intitolato • periodico mensuale || Set- 
• tembre 1874 », ecc. h ora posseduto dal Sig. Prof. Raffaele Filippucci, pregai il 
medesimo Prof. Filippucci a volersi compiacere d' inviarmelo ; il che avendo egli 
gentilmente fatto, mi sono assicurato che questo volume contiene un esemplare 
della detta edizione del 1554, citata di sopra. II Sig. Prof. Riccardi cita il detto 
passo del catalogo intitolato « periodico mensuale || Settembre 1874», ecc. scri- 
vendo (biblioteca [| matematica italiana, ecc. parte prima || volume 11.®, ecc, 
col. 499, lin. 16-19) : 

■ 4) Idem di nuovo ristampati, con una 

• giunta al sesto libro ec. 

• Venetia de Bascarini^ 1550, in 4*. 
a NotaU nel cat Romasnoli, setiembre I87i. , 

I Sigg. Brunet (manuel IJDu libraire, ecc, tome cinq.ui£me, ecc. , col. 66i, 
lin. 7 — 8), e Graesse (tr^sor ||de ||livres rares, ecc. tome sixi^me. ||seconde 
PARTiE II T.-z, ecc, pag. 30, col. i, lin. 15—16), citano anche una edizipne del 
1551 de*Q.UESiTi ET inventioni diverse di NicoI6 Tartaglia, che dal Sig. Prof. 
Pietro Riccardi . (biblioteca II matematica italiana, ecc parte prima || vo- 
LUME ii.o, ecc, col. 499, lin. 20—22) k, indicata cosl: 

« 4t . . . . /« Vtntiia per Vgnturino 
» RuffiHglli, 1551, in-4.« 
».Not«te bnehe (Ul GrACMe, U^itor, ece. . 

N6 anche di questa edizione mi h noto alcun esemplare ora esistente. 

Un brano del detto dialogo fu riprodotto da Guglielmo Libri (histoire || des 

SCIENCES MATHiMATIQjUES || EN rFALIE, ecc PAR GUILLAUME LIBRI || TOME TROI- 

SI£ME. ||a PARIS, ||chez jules renouard et c«« libraire, II rue de tournon, 
N.« 6. II 1840, pag. 357, lin. 5—22, pag. 358—361. — histoire || des sciences 

MATHiMATIQjUES || EN ITALIE. || TOME TROISI^ME. || DEUXI^ME ^DITION. || HALLE S/S., 1) 

H. w. SCHMIDT. II 1865, pag. 357, lin. 5—22, pag. 358—361) precisamente come si 
lcgge nelle carte numerate 69 {ruto, lin. 16—42, vcrso\ 70 {rccto^ lin. i — 2i> 
dclla detta edizione del 1554 intitolata «oyEsm et m\E\i-\\TiONi diverse\\ 

» DE NICOLO TARTAGLIA, II DI NOVO RESTAMPATI », da lui citatC COSl (HISTOIRE |l 
DES I SCIENCES MATHISMATIQ.UES || EN ITALIE, CCC TOME TR0ISI£MB, CCC pag. 357, 
lin. 23. — HISTOIRE II DES || SCIENCES MATHISMATIQ.UES || EN ITALIE, CCC, TOME 

TROisn^ME II deuxi£me i^DiTiON, ecc pag. 344, lin. 29). 

« Tariaglia, qwsiti f. 69—70. •; 

Pcdizione medesima essendo da lui antecedentemente indicata cosl (histoire || des ji 

SOENCES MATH^MATlQjUES H EN ITALIE, CCC TOME TROISll&ME, ecc, pag. I49, lin. 16. 
— HISTOIRE II DES II SCIENCES MATH^MATIQUES || EN FTALIE, CCC., TOME TROISI£mE || 

deuxi£me i^dition, ecc, pag. 149, lin. 16— 17J: 

« TaHaglia, quititi et invtmti^i diverte, Venetia, 1554. • 

(') «PRIORE. Voi.Wditte la ueriti. Dititne anchora, chome se chiama uostro pa- 
» dre^ NICO- II LO. Mio padre hehhe nome Michele. Et perche la natura non glifu man- \ \ 
» co auara in dar d sua persona grandeiia conucnientey di quello che fu la for- \ \ tuna 
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ni ('). Nel medesimo Dialogo Nicol6 Tartaglia, dice non ricordarsi 
qual fosse il cognome di suo padre (*). Quindi Antonio Brognoli, nato 
in Brescia nel giorno 21 di dicembre del 1723 (^), morto nel giorno 



» m participarU di suoi heni, fu chiamaio Micheletto» (avEsm, et inventioki di-|| 
VERSE Di NICOL6 TARTALEA || BRisciANO, ccc., carta 74, verso, lin. 26 — 30. — 

aVESITI ET INVEN- II r/aV/ Z?/K£^Sf II DE NICOLO TARTAGLIA, |1 Dl NVOVO RESTAM- 

PATi, ccc, carta 69, recto^ lin. 20 -23. — libro || sexto, ecc. M. D LXII. car. 67, 
verso, lin. 21 — 25. — opere || del famosissimo || nicolo tartaglia, ecc, pag. 151, 
numerata erroneamentc 251, lin. 11— 14. — histoire || des || sciences math^ati- 

aUES II EN ITALIE, CCC. PAR GUILLAUME LIBRI. || TOME TROISIl^ME, CCC, pag. 357, 
lin. 10— 16. — HISTOIRE II DES II SCIENCES MATH^MATI^UES || EN ITALIE , CCC. PAR [ 
GUILLAUME LIBRL || TOME TROISl^ME. || DEUXI^ME ISDITION, CCC, pag. 344, lin. 
10—15. 

Q) « PRiORE. Cbe essercitio Jaceua uostro padre\\ nicolo. Mio padre tencua un 
» cauallo & con quello correua alla \ \ posta d istantia di caudllari da Bressa, cioe por- 
» tando Jettere della Illuslrissi- \\ tna Signoria, da Bressa d Bergamo^ d Crema^ d 
» Verona & altri luochl 5n/«7t. 1 1 priore. Di che casata se chiamaua. nicolo Ptr 
» dio che io \ \ non so, ne me aricordo de dltra sua casata ne cognome saluo che sm' 
» pre el\\sentei da picolino chiamar simplicemente MicheJetto cauaJJaro, potria esser\\ 
» ch^ hauesse Jmuuto qualche aJtra casata, ouer cognome, ma che io sap- \\pia, la causa 
» i' c1)*eJ dello mio padre mi morse essendo io di etd de anni »6. ueJ \\ circa & cosi ri- 
» stdi io, & un aJiro mio fraieJJo (puoco maggior di me,) &\\nna (sic) mia soreJJa 
» (menora di me) insieme con nostra madre uedoua, & Jiqui- \ \ da di beni deJJa for- 
» iuna^ con Ja quaJe non puoco da poi fussimo datia fortuna \\ conquassati^ cbe d uo- 
» lerJo racontar saria cosa Jonga^ JaquaJ cosa mi dette da\\pensar in aJtrOf che de i«- 
» querire di clu casata se cJjiamasse mio padre» (avESiTi, et inventioni di-|| verse 
Di NicoLO TARTALEA II BRisciANO, ccc, carta 74, versOy lin. 39—43, carta 75, r^ 

lin. 1—9. aVESITI ET l}i\Eli' \\ T/ON/ D/y£RSE\\ DE NICOLO TARTAGLIA, || DI NOVO 

RESTAMPATi, ccc, carta 69, recto, lin. 31—42. — libro sexto, ccc M. D. LXll, 
car. 67, versoy lin. 33—42, carta 68, recto^ lin. 1—3. — opere||del famosissimoII 
NicoLO tartaglia, ccc , pag. 151, numerata erroneamente 251, lin. 22—34. — 

HISTOIRE II DES j| SCIENCES MATH^MATiaUES || EN ITALIE, CCC PAR GUILLAUME LIBRI || 
TOME TROISI^ME, CCC , pag 358, lin. 6-25. — HISTOIRE || DES || SCIENCES MA- 
TH^MATiaUES || EN ITALIE, CCC TOME TROISI^ME || DEUXIl^ME ^DITION, CCC , pag. 344, 

lin. 27—28, pag. 345, lin i— 18). 

(^) Vedi la nota (i) della presente pagina. 

(^) GLI SCRITTORI D* ITALIA || CIO^ NOTIZIE, CCC DEL CONTE GIAMMARIA MAZ- 
ZUCHELLI h^ESClK\lO\\ VOLUME II. PARTE /V.\\l^ BRESCIA CIDDCCLXIII, pag. 2133, 
lin. 14—15. — ELOGIO II DI II ANTONIO BROGNOLI || BRESCIANO || BRESCIA |[ PER NIC0L6 

BETTONi II MDcccvn. (In 8.°, di 80 pagine, delle quali le i*— 9\ 41*— 42* non sono 
numerate, e le 10^-40% 43"— 80* sono numerate ii-xxxij, 2—40, nclla tcrza 
delle quali si legge « elogio || pronunciato || il giorno xxx aprile MDcccvnlJ 
» NELLA seduta pubblica dell* accademia [| di scienze, lettere, agricoltura 

• » ED ARTI II DEL DIPARTIMENTO DEL MELLA || DAL CONSIGLIERE || GIO. BATTISTA COR- 

» NiANi J PRESiDENTE DELLA MEDESiMA », cd una tavola, pag. II, lin. 24—27). — 

VITA 11 DI 11 ANTONIO BROGNOLI || PATRIZIO BRESCIANO || SCRITTA || DA || FRANCESCO 
GAMBARA || BRESCIA || DALLA TIPOGRAFIA VALOTTI || MDCCCXIX (In-8.", dl 46 pagincX 
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13 di febbraio del 1807 ('), parlando di Nicol6 Tartaglia dice (^) : 

«Noi non sappiamo nemmeno di qual cognome egli 
» fosse ; anzi egli stesso o non sa, o non ha voluto 
» darcene altra contezza, se non che suo Padre avca 
» nome Michele, che avea un cavallo, e che correva 
» la posta portando lettere, per commissione de' Ca- 
» vallieri Bresciani, e perc!6 solea chiamarsi Miche- 
» leito Cavallaro ». 

Ora nel precitato originale del suddetto testaoiento di Nicolo Tar- 
taglia si legge (pag. i% lin. 34-35. P^^g- 2», lin. i, 12-13. 22-23): 

<c Lasso 
» di questi mei libri il Zuampiero Fontana mio fratello legiiimo carnal 
» per il ualor de ducati tresento al pretio di Venetia » {J). 

«tutto lasso al sop.*" M. Zampiero fontana 
» mio fratcllo » (^j. 

. . (c lasso mio hereJe uniuersal et residuario 

» il sopradetto M. Zampiero Fontana mio fratello » ('*). 

Questi tre passi del detto testamento dimostrano che un fratello 



pag. 10, lin. 1 — 3. — BIOGRAFIA II DEGLI II ITALIANI ILLUSTRI || NELLE SCIENZE, 
LETTERE ED ARTI || DEL SECOLO XVIII, E DE' CONTEMPORANEI || COMPILATA || DA LET- 
TERATI rrALIANl||DI OGNI PROVINCIA || E PUBBLICATA PER CURA DEL PROFESSORE || 
EMILIO DE TIPALDO 1| VOLUME TERZO || VENEZIA I| DALLA TIPOGRAFIA DI ALVISOPOLI || 

MDCCCxxxvi, pag. 150, col. I, lin. 47—49. 

('; ELOGIO II Dl II ANTONIO BROGNOLI || BRESCIANO, CCC, pag. XX, lin. 12— 1 7. 
— \TrA II DI II ANTOKIO BROGNOLI || PATRIZIO BRESCIANO || SCRITTA |1 DA H FRANCE- 

sco GAMBARA, ccc, pag. 28, lin. 30, pag. 29, lin. 1—5. — biografia |1degli|| 

ITALIANI ILLUSTRI, CCC VOLU.ME TERZO, CCC, pag. 152, COl. I, lin. II — 18. 

(*) EL0GI||DI BRESCIANI PER DOTTRINA 11 £CC£-£Z£Ar7y II DEL SECOLO XVIIL|| 
SCRJTTl DA II AKTONIO BROGNOLI |1 PATRIZIO BRESCIANO |1 IN BRESCIA MDCCLXXXV. |; 

Prcsso PiETRO VescowW coN PERMissiONE, pag. 72, lin. 20 — 26. 

(•) Nella detta copia autentica (Filza i68, VII, Protocollo, carta 3, reclOy 
lin. 30—32) si lcgge: 

• Lasso di questi mei libri k Zuan Piero Fontana mio fratello 

• legitimo carnal per il ualor de ducati tresento al pretio 
» di Venetia. • 

(*) Nclla dctta copia autentica (Filza 168, VII, Protocollo, carta 3, versoy 
lin. 6), si lcgge: 

« tutto laaso al sop.^ M Zan Piero Fontana 

• mio fratello. • 

(*) Nella dctta copia autcntica (Filza 168, VII, ProtocoUo, carta 3, verso 
lin. 16— 17) si lcgge: 

« lasso mio heriede uniuersal, et residuario 
» U sopraditto M. Zaan Piero Fontana mio fratello. ■ 
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legittimo carnale di Nicol6 Tartaglia, cbbe U aome di Giovan 
Pictro (Zuampiero o Zampiero), cd il cognome di Fontana. Quin 
e da credere clte i Fotitana » fosse anche il cognome di Nicolo Ts 
taglia c di Michele suo padre. 

Nel prccitato dialogo si legge('): 

«MICO- 

B LO. lo me lu aUcgro, ftrcbi V tsscr di pcridna (osi ficoh, m/ /a tttlimonia- 
B jo cbe utramtnie fui iud figiio, pcrcht ancor chtl n9n mi lejciaise a! non- 
a io, & me con un allro nw frateUo, &■ due sorcUe, quasi laluo tbi Vesstr ftr 
vlona incmoria d« liii, mi hasla autr Stnlilo i Mr« ila mollt chtl eonoi{*ua, 
B & pralicaua, cht egH tra huomo da htHe, della ijualccsa moile /tfu mt nt 
n conlenlo, & allegro rfi <;utUo haueria fatlo ss mi iiaut lasciato di «tolta fa* 
a ciiUa con un lri!lo aome. » 

E da crcdere che la persona chiamata da Nicolo Tartaglia in qu 
sto passo del suddetto Dialogo « un altro mio fratello >, fosse 
medesimo Giampietro menzionato di sopra. 

Puossi anclie con sicurezza asserire clie una delle due sorel 
dello stesso Nicol6, menzionate nel passo medestmo vivesse anco 
nel ISS7- Nel precitato originale del detto testamento di Nico16 Ti 
taglia (pag. i", lin. 19-23) si legge in fatti: 

n Lasso a dintaritia mia sorell.i sta a Bressa (11 
ij moglie Je S(er) Dfiego da Aurera luui ii libri, ehc lU 
» del niio nelie man Marc' Antonio Coffo librer in Bressa su'l 
D corso della marcantia i quali sono dej ualore di cento, e otiania 
o ducati M ('). 

Questo passo del testamcnto medesimo dimostra, i." che nel gior 
10 di dicembre del 1557, nel quale il detto testamento fu ht 



(') Q.VESITI, ET INVEVTIOXI 1 

ecc, cartfl 74. vtrso, tin. 31-39. 

COLO TARTACLIA, []DI KOVD RESTA 

BRO SEXTO, ccc. M. D. Lxii. eec, 1 
mosissimo|1nicolo tartaglia, ei 



-|| VEREE DI N1COl6 

- QVEsm ET i^\Es-\\T/omD/ye/iSB]lou 
PATi, ecc, carta 69, rtclo. lin. aj— jr. — 
ir. 67, verso, lin. 37-ih — opere||del 
, pag. isi, numerata erroneamonc jji. 



16—21, — IIISTOIRE II DES II SCIENCES MATHtMATIQJ.'ES || EN ITALIE, CCC, PAR 

LADME LiBHi II TOME thoisiEme, ecc, pag. 3S7j ''". 18—12, pag. 358, lin. 1—6. 
HiSTOHiE II DEs II sgiekces mathEmatiqijes || en italie, ecc. tome TROISUEM 
deuxi£me eDiTioN, ecc, pag. 344, lin. 18—27. 

(>) Nella detta copia antentica (Filta 168, VII, ProiOcoUo, carta j, n 
lin. 12-16) sileggc; 



ni I III 



rolfbrr. 
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viveva in Brescia una sorella di Nicol6 Tartaglia:; 2.® ch*essa avca 
nome Caterina; 3.** ch'essa nel medesimo giomo 10 dicembre 1557 
era vedova di un Domenico d'Aurera. E da credere che questa 
Caterina fosse una delle due sorelle di Nicol6 Tartaglia da lui men- 
zionate neirultimo dei soprarrecati passi del suo dialogo suddetto. 
Nel medesimo dialogo si legge anche (') : 

« & cosi restai io, & un altro mio fraUllo (puoco maggior di me,) & 
» nna (sic) mia sorella (*) (menora di me) insieme con nostra madrt uedoua, & li- 
» quida di heni della fortuna. » 

Da questo passo del precitato dialogo sembra potersi dedurre che 
il detto Giampietro fosse alquanto maggiore di eta di Nicol6, e che 
la loro sorella Caterina, menzionata nel detto testamento, fosse mi- 
nore in etk del medesimo NicoI6. 

Pandolfo Nassini Bresciano, nato nel 1486 (^), in un' opera' in- 
titolata c Registro di cose di Bresciai, che trovasi in un Codice 
manoscritto della Biblioteca Quiriniana di Brescia contrassegnato 
cC.I. I5»(*), sotto fxxviij.^ luy 1528» (carta 146, verso, lin. i) 
menziona (carta 146, verso, lin. 20): 

« Batestino fiuoi d(e) lo. pet.® fontana alit(er) alii ap(re)sso S** m(ari)a di Angeli. », 



(*) oyEsiTi ET iNVENTiONi Di- 1 1 VERSE Di nicol6 tartalea brisciano, ecc, car- 
ta 75, recto^ lin. 5—7. — avESiTi et inven- || tioni di^erseW de nicolo tartaglia, 
i|Di Novo restampati, ecc. , carta 69, rccto, lin. 38—40. — libro sexto, ecc. 
M, D, Lxu, ecc, car. 67, verso^ lin. 40—42. — opere||del famosissimo || nicolo 
tartaglia, ecc, pag. 151, numerata erroneamente «251 », lin. 30—32. — histoire 

II DES II SCIENCES MATH^MATIQ.UES || EN ITALIE, ecC. PAR GUILLAUME LIBRI || TOME 

TROisn^ME» ecc, pag. 358, lin. 18—21. — histoire jj des || sciences mathi^ma- 
TiQjLJES II en italie, ccc tome troisi^me. || deuxij^me i^dition, ecc, pag. 345, 
lin. 11—14. 

(*) Dicendo qui il Tartaglia « una mia sorella » sembra che quando mori Mi- 
chele loro padre, Taltra delle a due sorelle » di Nicol6 Tartaglia, menzionate in 
altro passo riportato di sopra del suddetto dialogo, fosse morta. 

(*) BIBLIOTECA II BRESCIANA II OPERA POSTUMA \\ DI || VINCENZO PERONI || PA- 
TRIZIO BRESCIANO || VOLUMB IL || BRESCIA || PER NIC0L6 BETTONI || TIP. PROVINC. e 

soci, pag. 302, lin. 20—22, pag. 303, lin. 1 — 3. 

(*) Questo codice, composto di 380 carte cartacee, delle quali le i*— 4*, 378* 
— 380* sono guardie^ le i*— 4*, 13*— 22», 203*— 206«, 378»— 380« non sono nu- 
merate, le 5*— 12*, 27» — 120* sono numerate a pagine coi numcri i — 16, i — 188, 
e lc 23*— 26% I2I*— 202% 207*— 377« sono numerate a cartc nci raargini supe- 
riori dei recto coi numeri 5 — 8, 189, 104—136, 136—195, 200—259, 261 — 305, 
310 — 383, h legato in cartone coperto estcrnamente *di carta bianca. Lungo il 
dorso di questo codice h scritta a penna : <c Nassino Registro di cose d(e) Br. ». Nella 
parte inferiore del dorso medesimo k incollato un cartellino di carta bianca nel 
quale h scritto a penna: «C. I. 15 » 

«s 
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e piu oltre sotto « xxviij."* luy 15281 (carta 150, recto, lin. i) men- 
ziona (carta 150, rectOy lin. 7): 

« B(er)nardi fiol de zoa(n) piet.° fontana i(n) 4« Io'a'unis- » 

c da credere che t Tloanni Petrus Fontana » del quale due figliuoli 
Battistino e Bernardino sono menzionati in questo passo del sud- 
detto « Ristretto >, ecc. del Nassini sia il medesimo Giampietro Fon- 
tana menzionato in tre passi riportati di sopra del detto testamento 
di Nicol6 Tartaglia. 

Nel precitato dialogo Nicol6 Tartaglia narra, che in occasione 
del sacco dato dai Francesi a Brescia nei giorni 19 e 20 di feb- 
braio del I5i2('), essendosi egli in eti di circa 12 anni ritirato 
colla madre, con una sorella e con altre persone nel Duomo di 
Brescia, ove speravano di essere in sicurezza, videsi ivi barbara- 
mente assalito, ed ebbe cinque ferite, una delle quali gli tagli6 le 
labbra. Soggiunge che qualche tempo dopo, bench6 quasi guarito, 
pure a motivo di questa ferita nelle labbra non ben saldata, sten- 
tando a parlare, fu dai fanciulli suoi coetanei soprannominato Tarta- 
lea, e volle quindi conservare in memoria di tale sventura questo 
soprannome (*). Perci6 non 6 da far meraviglia se anche nel detto 



(') DELLE '\ ISTORIE D*1TALIA || DI || FRANCESCO GUICCIARDINI |1 LIBRI XX. || TOMO 

Q.UARTO II FiREKZE II PER NiccoLO coNTi || 1818, pag. 214, lin. 18— 35, pag. 215, Hn. 

I — I 5. — ANNALI D' ITALIA [| DAL PRINCIPIO || DELVERA V0LGARE\[ S/NO II ALCANXO 
.VZ?CC\X/A' 1 1 COMPILATI II DA LODOVICO ANTONIO MURATORI || VOLUME XIV, ecc. Ml- 

LANO, ecc. ANNO 1820, pag. ijo, lin. 27—34, pag. 131, lin. i — 20. — Questo or- 
ribile sacco dato dai Francesi a Brescia dur6, secondo il Muratori (annali d* ita- 
LiA, tcc. VOLUME XIV, ecc. , pag, 131, lin. 30) quasi per due giorni. Francesco 
Guicciardini per altro afferma che dur6 per sette giorni continui, scrivendo (delle 

II ISTORIE D'ITALIA || DI || FRANCESCO GUICCIARDINI II LIBRI XX. || TOMO QVARTO, CCC, 

pag. 215, lin. 6 — 15): 

'^ « Fu il Conte Lulgl in &ulla piazza 

• pubbllca decapitato, saziando Fois gli occhi pro- 
» prj del suo supplizio: i due figliuoli, benchi r11o> 
» ra si difierisse, patirono non molto poi la pena 
» medesima. Cos\ per le mani dei Franzesi , dai 
» quali si gloriavano i Bresciani esser discesi, cad* 
» de in unto stermlnio quella Citta, non inferiore di 
» nobilta e di dignlta ad alcun' altra di Lombardia, 
» ma dl ricchezze, eccettuato Milano, superiore a 
» tutte le altre. La quale, essendg in preda le cose 
» sacre e le profane, ne meno la vita e 1' onore 
» delle persone che la roba, stette lette giorni con- 
» tinui esposta airavatizia, alla libidine, e alla cru* 
» delta militare. » 

(^) « priore. 'Son sapendo di che casata si chiamasse uoslro padre, per- 1| che m 
» chiamati cost NicoJo TartaJea. nicolo. Jo ue diro quando\\che li Francesi sacchi^' 
» giorno Bressa (neJ quaJ sacco fu preso la hona mcmo- 1| ria deJ Magnifico messer An- 
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testamento egli conserva questo soprannome stesso chiamandosi 
€ io Nicol6 Tartaia 1. 

Nel precitato originale del testamento di Nicol6 Tartaglia 
(pag. \\ lin. 4—5), si legge: 

€ Venetiis, In domo habitationis infras(crip)ti Testatoris posita in 
» confinio sancti Syluestri in Calli sturioni » ('). • 

Questo passo deiroriginale medesimo dimostra che nel giorno 10 
di dicembre del 1557, nel quale Nicol6 Tartaglia fece il detto suo 
testamento, egli dimorava in Venezia nella Calle Sturioni [Sestiere 



» drca Gritti, (d quel tcmpo proueditore) & fu me !| nato in Fran:;ji, ollra che ne fu 
» sitalisata la casa, (ancor che puoco ui fusse) • | ma piti che vssenJo io fugito nel domo 
» di Bressa insieme con mia madre, et \ \ mia soreJJa, & molti altri huomini, & donnc 
» della nostra contrata, creden- 1 1 done in tal luoco esscr salui, almen della personay ma 
» tal pensier ne ando fali- || /0, perche in talgiesia alla prescntia de mia madre mi fur 
» date cinquc ferrite \ | mortale, cioc tre su 1a testa che in cadauna la panna del 
» ceruello si uedeua,) \\ & due su la fa^xa, che se la harha non melle occultasse io pa- 
» reria un ino- \\ stro) fra Icquah una ue ne haucua d trauerso Ja hocca & denti Ja qual 
» dclla \\ masseJJa, & paJato superlcrc me ne fece due parti, & eJ medesimo delJa in- || 
»ferriore, per Jaqual ferrita, non solamente io non potcua parJare, (saluo che\\in 
» gorga, comefanno Iega:(;{oIe) ma neanchc potcua maniare, perche io non ;| poteua mouere 
» la hocca, nelle masseJIe in conto alcuno, per esser queJJe (come \ \ dctto) insieme con li 
» denti lutie fracassate talmente che hisogtiaua cibarme \\ soJamente con cihi liquidi, & cou 
» grande industria. Ma piu forte che d mia \\ madrcper non Jmuer cosi iJ modo, da comprar 
» li onguenti (non che da tuor \ \ medico)fu astrctta d medicarme sempre di sua propria mano, 
» 6* non con on- \\guenti, ma soJamentc con el tenerme nettate leferrite spesso & tolse lal es- 
» [| sempio daJJi cani, chc quando qucJJi si trouano fcrriti, si sanano soJamente || con el te- 
» nersi netta la ferrila con la Jingita. Con Ja quaJ cautcJJa, in termine\\dc puochi mesi 
» me ridusse a hon porto, Jwr per tornarc aJ nostro proposito, j | cssendo io quasi guarito 
» di tale & tai fcrrite stcti un tcmpo che io non pote- \\ ua hen profcrire le parohf ma 
» sempre haJhutaua ncl parJare per causa di qucJ \\ la ferrita d traucrso della hocca 
»& denti (non anchor hcn consolidata) per il \\ cJ)e li putti deJJa mia eta con 
» cJji conuersaua, me imposero per sopra nome \ \ TartaJea. Et perche tal cognome me 
» duro molto tempo, pcr hona mcmoria\\di tal mia disgratia me apparso de uohrmi 
» chiamarc pcr Nicolo TartaJca. \\ priore. Di cJjc cta cratc uoi d quel tempo. nicolo. 
» De anni \\ 12. uel circa. » (q.vesiti et in ventioni di- || verse di nicol6 tarta- 
LEA BRisciANO, ccc. carta 75 , rccto, Hn. 10—41. — oyESiTi et inven- || tioni 

DIVERSE II DE NICOLO TARTAGLIA, || DI NOVO RESTAMPATI, CCC. Carta 6% rccto, lin. 42, 

verso, lin. 1—27. — libro sexto, ecc, M. D. LXir^ car. 68, rccto, lin. 3—52. — 
OPERE II DEL FAMOSissiMO II NicoLO TARTAGLiA, ccc, pag. 151, numerata crronea- 
mcnte 251, lin. 34—41, pag. 152, lin. 1—23. — histoire ]' des || sciences mathi-- 

MATiaUES EN ITALIE, CCC PAR GUILLAUME LIBRI || TOME TROISIi-ME, CCC, pag. 358, 

lin. 25 — 31, pag. 359, pag. 360, lin. i — 7. — histoire || des || sciences MATHitMA- 
TiQjUES II en italie, ccc tome troisi£me. II DBUxii^ME ^DiTioN, ccc, pag. 345, lin. 
18—30, pag. 346, pag. 347, lin. 1—2). 

(*) Nella precitata copia autentica (Filza 168, VII, Protocollo, carta 2, rectOy 
lin. 32—33) si legge : 

« la domo habitat(ion)is infras'crip)ti TesUtoris po* 
» lita in confinio S.^ SilueUrl m caWi SluT\on\. » 



cli S. Polo (S. Paolo)], Parrocchia di S. Silvestro. L'abate Giovai 
Battista Gallrciolli ('], ed i Sig.' Francesco Berlan ('), e Comb. 
(Bernardo e Gaetano) (>), danno notizie intorno a questa Calle. 
II D/ Giiiseppe Tassini nel fascicolo XV pubblicalo in ^ 
nczia nei 1S64 della sua opera intitolata « curiositA. venezuxe » 



(') » Amicamcmi: aUuni Procurarori di S. Mar- |{ eo, c icot» dubt 
» quelli di iitlrii, siivtno in {| Rialio. Procuratcrts, qiii maiiinl ajiad Rivwnallmi 
Btrova nel Corn. X. joj, )o6. Dicono akuni clic stessero a S. Silvcstro 11 
acase in cjilie dcUo Siorionc» (delle MEMome || vengtb Kitncm \\ rKo/fAitS M 

SCCLBSIASTfCfm \\ Dl GlAHDATTlSTA GalLICCIOLLI II LIBBI TBE- {| TOMO I. 

ziA. MDCCXCv. {] Appresso DoMENico FRACAsso. II Con Lictnia J*'Saperii 
'«K'". pag- 167, lin. 6- II). 

(') NUOVA PLANIMETRIA i[ DELLA |{ CITTA D1 VENEIIA, {{ DITISA IK VENTI t 

VOLE ■] Compilatc e discgnate {{ OA bervardo coMB\rri, ccc. e d.v gaetamo c^ 
batti, ccc, con illustraiioni |t topografiche, statistiche e storiche || m C 
cEsco BEHLAK, ccc, Partc Il.^IIIustrazioni. || vexbzia, 1846, ccc, pag. 3)], Iin.fl 
pag. J34. li"' '—4- 

(') NtlMERAZlONE ANACRAFICA {I E 1] NOMENCLATDRA STRADALE {{ DELLA C 
D! VENEZIA, CCC. Opera compilau ]{ IN SEGUITQ A BILIEVI PRATICATI SUI. IVOt 

DA BERNAROO E CAETANO coMB.iTTi. {{ Parie III della Nuova Planioi 
nezia. il venezia, || Dall.i Tipografu di Pietro Naratovich, ;{ 1846 {[ A spest di I 
imrdj t Gattana ComhalH, pag, 39, col. i, lin. 29—32, col. 2, lin. 10 — tx, 1 
lin. 16-18. 

(') Qiicst'opera si componti di due volumi, in-8.°, dei quali il primo t I 
tilolato nella prima suapaglna ncURiosiTX veneziane [] ovvero || ORiaiia DU 

11 DENOMIMAIIONI STHAD.ILI || Dl VENEIIA ]{ DEL DOTTOR {1 G1USEP?E TASSIKI (I VOLqi 
1 PRIMO H VENEIIA ]| PREllIATA TIPOGBAFIA Dl GIO. CECCIIINI || l86j •>, cd t caoH 

sto di 3j6 pagine in-S.", delle quali le i*— 3*, 5*— 7', J36' noa sono r 

e !e 4', 8*— iJS' soao Dumeratc 8—335, cd il secondo i intiioUto nelli || 

prima pagina «cuhiositA veneiiane || ovvero || oricini delle dekomikazp 

B BTRAOALI II DI VENEZIA {| DEL DOTTOR {| GIUSEPPE TASSINI |{ yOLUME SECONDO II 
B NEIIA II PKtMIATA TlPOGB.\FIA DI CiO. CECCHINI I| i86j ». c composto di j88 ^ 

gine, dcllequali !e i°— J*, j88" noii sono numcrati;, c Ie4*— 3H7' so 

4 — ^387. L'opera mciiesima fu pubblicatain i8'fascicoli, numer»ti 1 — Si 

i primi 8, numerati 1— viii, coniengono le paglne i'— J20,' del primo di quesil i 

volumi, i! nono intiiolato nclla prima sua coperta n cuRiosiTi Veneziank |] ov\ 

B [| ORICINE DELLE DE.-JOMiNAZlONI STRADALl || di VenCm, [| DEL DOTTOR || O 

n TA3SIN1 ]] Vol. II. — F.isc. IX. B ]| TipograHa dt Gio. Ccccliini ia Venexu | l86jd 
comprcndc le paginc 321'— j36' dcl medcsimo primo volume, e le paginc i* — J 
dcl secondo, ed i lO"— 18", numerati x— xviii comprendono le pagin 
del mcdesimo secondo volurae. II 1;° dei medesimi 18 fascicoli i iniitolalo ■ 
Ttflo delli sua prima copeila n curiositX venezune || ovvero |[ origiki i 
B DENOMiNAZiONi STRADALi II di Veneiia {| del dottor {{ giuseppe tassimi t| VoU i 
H — Fasc. XV. II Tipografia di Gio. Cecchini in Veneda ]] 1864 », coniienc le | 
gine numerate 215 — 264 del medesimo volume secondo. 
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scrive ('): 

« STURiON (Kamo CaUe , Ramo Calle del) a Rialto. Antichissi- 
» ma era V osteria alP insegna dello Sturione in Rialto se V undici 
» luglio 1398 trovasi condannato con altri osti per vendere il vino 
» in anguistare di minor tenuta del prescriito Guiliehnus hospes ad 
» Sturionutn in Rivoalto. Un' altra sentenza dell' undici gennaio 
»1414 colpisce Antonia moglie Pasqualini BoumathJn hospitis ad 
» hospitium Sturionis in /J'^ che per le sue mire interessate aveva 
» maritato la figlia Chiara, avuta dal suo primo Consorte Meneghi- 
» no Tubeta ammazzaio in servigio del comune, senza andar d*accor- 
» do coi Signori di Notte, ai quali era staio commesso il matrimonio 
» della donzella, comc quello della sorella Elisabetta, col benefizio 
» deirosteria delle Spade. Gli sponsali perci6 furono rotti, ed Antonia 
» riport6 la pena di tre mesi di carcere. 

» Riferisce il Galliccioli che in Calle del Sturion^ sl Rialto, abita- 
» vano alcuni Procuratori di S. Marco prima del 1365 (*). V*abitava 
» medesimamente, e vi morl il 12 decembre 1557 il matematico NicoI6 
» Fontana, detto TartagUa. Egli due giorni prima fece testamento in 
» atti del Veneto notaio Rocco di Benedetti, beneficando il fratello 
» Zampiero, la sorella Catterina, e Trajano Nav6, librajo aUMnscgna 
» del Leone in Merceria, al Ponte dei Baretteri. II Tartaglia, come 
» egli stesso dispose, ebbe sepoltura in chiesa di S. Silvestro. » 

II testamento menzionato dal Sig. D.' Tassini in questo passo del- 
Topera medesima h quello stesso del quale due esemplari sono ri- 
prodotti piii oltre. Per errore nel passo medesimo h asserito che 
Nicol6 Tartaglia mori nel giorno 12 di dicembre del 1557, essen- 
dosi mostrato di sopra che questo illustre matematico mori nel giorno 
13 di dicembre del 1557. Giustamente in questo passo il medesimo 
Nicol6 6 chiamato c Nicol6 Fontana, detto Tartaglia >, leggendosi 
nel testamento stesso che Fontana h il cognome d'un fratello car- 
nale del suddetto testatore. 

Nel precitato originale del testamento suddetto di Nicol6 Tar- 
taglia (pag. i*, lin. 18 — 19) si legge: 

« II corpo mio uoglio sia scpulto in la chicsa di San Siluestro 
» co* 1 Capitolo » ("*). 



{}) CURIOSITX VENEZIANE II OVVERO jl ORIGINI DELLE DENOMINAZIONI STRADALI 
II DI VENEZIA 11 DEL DOTTOR || GIUSEPPE TASSINI I| VOLUME SECONDO, CCC, pag. 247, 

lin. 10—30, Fasc. XV. 

O Si k riportato di sopra il passo qui citato deir opera delP Abate Galli- 
ciolli intitolata t delle memorie || venete antiche || profane ed ecclesiasti- 
» cifE », ecc. 

(') Nella precitata copia autentica (carta numcrata 3, recto, lin. 11— 12) 
si legge: 

«II mio corpo uoslio sia sepolto 
« ia chiesa di S. Siiuestro co *1 capitolo. » 
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E da credere che in conformita di questa disposizione testamentaria 
Nicol6 Tartaglia sia stato sepolto nella chiesa di S. Silvestro, ora 
parrocchiale, e compresa nel Sestiere di S. Polo (S. Paolo) di Ve- 
nezia. Flaminio Corner (*), Francesco Berlan (*), Bernardo e Gaetano 
Combatti (3), ed i Slgnori Francesco Zanotto (-♦) e Giuseppe Tas- 
sini (^), danno notizie intorno a questa chiesa. 

Nel precitato originale del testamento di Nicol6 Tartaglia st 
legge (pag. 2% lin. 3— 9)- 

« Lasso a M.(esser) Troian Nau6 Librar alPinsegna del Lion in Marzaria 
» al Ponte di Beretari tutti i sopradetti Quesiii, et inuentio(n) 
» diuerse , et le trauagliate inucntion , et ragionamenti 
» et quei di nuoua sciencia, e tutti i sopradetti libri 
)) del mio studiare con questo ch(cjl sia obligato dar quindeci 
n ducati d Lucia mia massara al presente parte per sua 
» seruitii et parte perche li dono. » (®\ 

Varie edizioni rare fatte in Venezia nel 1537, nel 1538, e 
nel 1540 delle terze rime di Francesco Berni diconsi ne* loro fronti- 



(') ECCLESI^ VENET.E || ANTIQjUIS MONUMEXTIS || NUNC ETIAM PRIMUXl EDITIS 
ILLUSTRAT^ || AC IN DECADES DISTRIBUT^. = AUTHORE || FLAMINIO CORNELIO ''. SeNA- 
TORE VeNETO. II DECAS QUARTA, ET QUINTA. || VENETIIS, MDCCXXXXIX, pag. I — 1)0. 
— SUPPLEMENTA ;! AD ECCLESIAS || VENETAS ET TURCELLANAS '| ANTIQ.UIS DOCUMEN- 
TIS II NUNC ETIAM PRIMUM EDITIS ILLUSTRATAS. || AUTHORE FLAMINIO CORNELIO || 

Senatore Veneto. II VENETiis, MDccxxxxix, pag. 198—218. 

(*) NUOVA PLANIMETRIA || DELLA CITTA DI VENEZIA II DIVISA IN VENTI TAVOLE || 

Compilate e disegnate li da bernardo combatti, ecc. e da gaetano combatti, ecc. con 
Illustrazioni || topografiche, statistiche e storiche jj di francesco berlan, ecc, 
Parte II, Illustrazione, ecc, pag. 237, lin. 27 — 39, pag. 238, lin. i — 31. 

Q) NUMERAZIONE ANAGRAFICA || E || NOMENCLATURA STRADALE || DELLA CITTA 

Di VENEZiA, ccc. Opcra Compilata || in seguito a rilievi praticati sul luogo. 
II DA bernardo e gaetano combatti II Parte III della nuova Planimetria di Vc- 
nezia, ecc, pag. 40, col. i, lin. 52 — 57, col. 2, lin. 43 — 54, col. 3, lin. 51 — 61, 
col. 5, lin. 49 — 52, pag. 41, col. 1—2, col. 3, lin. 1—22. 

{*) VENEZIA II E II LE SUE LAGUNE || VOL. II. PAR. II. j| VENEZIA || NELL' I. R. STA- 

bilimento antonelli II 1847, pag. 337, lin. 19—34, pag. 338, pag. 339, Hn. 1—4. 

('*) CURIOSITX VENEZIANE II OVVERO II ORIGINI DELLE DENOMINAZIONI || STRA- 
DALI II DI VENEZIA || DEL DOTTOR || GIUSEPPE TASSINI || VOLUME SECONDO, eCC, pag. 

222, lin. 33—45, pag. 223, pag. 224, lin. i — 17. Fasc xiv. 

(*) Nella detta copia autentica del testamento stesso (Filza 168 VII, Proto- 
collo, carta 3, recto, lin. 33 — 36, vcrsoy lin. 1 — 3) si legge: 

« Lasso a M. Troian Nau6 librer airiDsegna del 
» lion in Marzaria al Ponte di Berettari tutti i sopraditti que* 
asiii, et inuention diuerse, e le trauagliate inuention, e 

• ragionaraenti, et quei di nuoua scientia, e tutti i sopraditti 
« libri del inio studiare con questo che 'I sia obligato dar 

* quindeci ducati 4 Lucia mia roassera al presente parte 
» per sua seruitii e parte perche li dono. • 
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spizi stampate c per cvrtio navo et fratelli > (*). E da credere 
che uno di questi fratelli Nav6 fosse il c M. Troiano Nauo librer >, 
menzionato nell' ultimo de' passi riportati di sopra del testamento 
di NicoI6 Tartaglia. Uno de' medesimi fratelli Nav6, che avea nome 
Fabio, mori nel 1540, o prima, un capitolo « in morte di Fabio 



(*) In un volume ora posseduto dalla Biblioteca Vaticana, c contrassegnato 
« Capponiani 77—219» trovansi i.° (carte 2* — 56*) un esemplare d' una edizione 
intitolata « tvtte le opere del H bernia im terza rima || nvovamente con \ 

» SOMMA DILIGENTIA 1| STAMPATE j- PER CVRTIO NAVO ET FRATELLI || MDXXXVIII ». 

(In 8.*», di 55 carte, numerate ne*margini superiori dt^ recto coi numeri 1—55, c 
nella 55* delle quali (verso, lin. 2—4) silegge: « in vinegia per cvrrtio (s/V> 
»||navo et fratelli jl mdxxxviil», esemplare citato nel catalogo intitolato «CA- 

» TALOGO jl DELLA || LIBRERIA CAPPONI, !| O SfA DIT LIBRI ITAUANl \ Dcl fu MarchcSC 

» II ALESSANDRO GREGORio CAPPONi || Fdiri\\o Romano, c Furtcre Maggiore Pontificio \\ 
» Con Annotazioni in diversi luoghi e coIPAppendice || de' libri Latini, delle Mi- 
» scellanee, e dei || Manoscritti in fine. || in roma, apprcsso il Bernab6, e Lazza- 
» rini, MDCCXLVII», ecc, pag. 59, lin. 18—19); 2.° (cartc 58« — 129*) un escm- 
plare d'una edizione intitolata « tvtte le tekze rime || del mavro, novamen- || 

» TE RACCOLTE, ET | STAMPATE j" PER CVRTIO NAVO, ET FRA |1 TELLI MDXXXVIII. » 

(In 8.°, di 71 carte, delle quali le i*, 71^ non sono numerate, e le 2"— 70* sono 
numcrate 2 — 70, e nella 70* delle quali, numerata 70 (vcrso, lin. 17—19) si lcgge: 
* IN vinegia per cvrtio ;i navo et fratelli ,| mdxxxviii) »; 3° (carte 131" — 166*) 
un esemplare d'una edizione intitolata « le terze rime de |1 messer giovanni 

» DAL- II LA CASA DI MESSER |j BINO ET D^ALTRI i j PER CVRRTIO (stc) NAVO, ET FRA |; 

» TELLL mdxxxviii. » (In 8.", di 36 cartc, delle quali la i* non 6 numerata, e 
le 2" — 36» sono numerate 2—36), — Un esemplare di un*ahra edizione fatta in 
Venezia nel 1537 per Curtio Nav6, che nel catalogo stampato della Casanatense 
fe indicato cosl (bibliothec.e H casanatensis || catalogus ,1 librorum typis im- 
pressorum II Sanctissimo Domino Nostro || clementi xiii || dicatus || tomus pri- 
Mus [| A.-B. cum appendice ;| ROM.t MDCCLXI, ccc, pag. 580, coL 2, lin. 43—44), 
sotto «BERNi (Francesco): 

■ Le terze Rime, iH-S» {Vene/tts) 
» per Curtio Navo 1537. hh. XXIV. 6», 

piu non trovasi in questa Biblioteca. 

Varie edizioni fatte in Venezia nel 1537, 1538 c 1540, di rime del Berni 
e del Mauro per Ciirtio Navd et frdtelJi sono indicate nel catalogo intitolato « ca- 
» talogue 11 DE LA 1| BiBLioTni^.auE DE M. L**** \\ Dotit lu vctite se fera 1e lundi 28 
njuin 184J, et Jes vingt ncufWjours suivantsd six Jicurcs dc rcJcvee, ruc dcs BonS'\\ 
n Enfants, «.° jo, inaison Siivcstrc, saJJc du pretnicr, ccc. SE distribue A paris\\ 

» CHEZ L. C. SILVESTRE ET P. JANNET, LIBRAIRES. ] 1847 » (pag. 244, lin. 27 — 44, 

pag. 245, lin, 1 — 20), e citatc anchc dal Brunet (manuel du libraire j| et |1 de 

L'AMATEUR DE LIVRES, ecc. PAR JACQUES CHARLES BRUNET, tCC, CINQUI^ME ^DI- 

tion originale, ecc. tome premier II pARis, ccc. 1860, col. 800, lin, 19—43). 

La Biblioteca Marucelliana di Firenze possiedc un csemplare conirassegnato 
« 2. C. VII. 45 d'una edizione intitolata • c.apitoli del s. pietro " aretino, di 
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» Nav6 stampatore >, trovandosi in una edizione del 1540 ('). Un altro 
dei fratelli Nav6 h chiamato c Curzio Troiano dei Nau6 > ne' fronti- 
spizi della Parte Prima e Seconda del c general trattato di 



» M. LODOVICO II DOLCE, DI M. FRANCESCO ]| SANSOVINO, || ET DI ALTRI ACVTISSIMI 
» INGEGNI II PER CURTIO NAV6 E FRATELLI. || MDXL », C COmpOSta di 56 CartC, dcllc 

quali le i*, 56» non sono numerate, e le 3»— 55* sono numerate ne' margini su- 
periori deViJc/o coi numeri 2—18, 61, 28, 21, 30, 23, 32—49, 42, 51, 44., 33, 46, 
52, 48—55. In questa edizione (carta numerata 42, rtcio^ lin. 14 — 30, vtrso, carta 
numerata erroncamente 51, in vece di 43, carta numerata 44, rtcio, vcrso, lin. 
I — 13), trovasi un capitolo intitolato nella raccolta medesima (carta numerata 42, 
rtciOy lin. 14—15): 

• URL MBSSRKB 

» Fr. SoMsoutHO a Traiano Natio, • 

Emanuele Antonio Cicogna descrivendo questa edizione (delle inscrizioni ',', ve- 

NEZIANE II RACCOLTE ED ILLVSTRATE || DA || EMMANVELE ANTONIO CICOGNA || CITTA- 
DINO VENETO || VOLUME IV. || VENEZIA M.DCCCXXXIV || PRESSO GIUSEPPE PICOTTI 

STAMPATORE || EDiTORE l'avtore, pag. 82, col. 2, lin. 25 — 52) riporta il titolo ed il 
primo verso di questo capitolo (delle inscrizioni || veneziane, ecc. volume iv, ecc , 
pag. 82, col. 2, lin. 50 — 52). 

(*) Emanuele Antonio Cicogna cita questa edizione scrivendo (delle inscri- 
ziONi II veneziane, ecc. voLUME IV, ecc. pag. 643, col. 2, lin. 33—43): 

« Nelle rime o SoHeiti del Btrnia a diverse 
» persone (Venezia per Curtio Navo c fratello 
» MOXL. a p. 27 tergo) si leggono due SoHttti di 
» M. Francesco Sansovino ambedue in morte di 
» Fabio Navo stampatore. La edizione h dedica> 
» ta da Ctirzio stampatore al Sansovino» e con- 
» tiene maggior numero di sonetti deiranteriore 
» di Ferrara 1537 rammentata dal Poggiali Se- 
» rit dt Testi di lingua. (Cio mi partecipava il 
» chiariss. m\o aimxco Caetano Melzi, con lettera 
» 8 novembre 1835).» 

Bartolomeo Gamba (serie de' testi di lingua || e di altre opere impor- 

TANTI NELLA ITALIANA II LETTERATURA SCRITTE DAL SECOLO XIV AL SECOLO XIX. II 
DI BARTOLOMEO GAMBA DA BASSANO || ACCADEMICO DELLA CRUSCA, CC. ec. ] QUARTA 

edizione, venezia, !| co' tipi del GONDOLiERE. I; mdcccxxxix, pag. 49, col. I, lin. 
7 — 21) cita una edizione dcl 1541 contenente i medesimi due sonetti scrivendo: 

«SONBTTI DBL BBRNIA* A DIVBRSI, eCC. Vinezia, 

T» Cnrzio Naud\\et Fratelli, 1538 in-8.° sono car. 
»55 numerate, ed una bianca al fine. 

» Gli stes*i ( yenezia) Curzio Navb e /ra- 
*telli, /J4r^ in-S.* II Cav. Gaetano Melzi, che ne 
» possede un esemplare, mi significa che Tedizione 
»ha ma^gior numero di Sonetti della Fcrrarese 
»deiranno 1537, e che contiene eziandio due 
» Sonetti di Francesco SansoviMO in mort* di 
» Fabio Navb stam/atore. ■ 
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« NVMERI ET MisvRE > di Nicol6 Tartaglia, pubblicato nel 1556 ('), e 
detto anche c Curtio Troiano > nella firma di ciascuna delle dedica- 
torie delle Parti 3* — 8* del medesimo c trattato > (*). In un privi- 
legio de' 14 di agosto del 1556 riportato in ciascuna delle medesime 
Parti 3* — 8* (') il medesimo Curzio h detto c Curtius Navius > (*). 



(*) « LA PRIMA PARTE DEL !| GENTERAL TRATTATO DI NV- |; MERI, ET MISVRE 

» DI NICOLO TARTAGLIA, ecc. 7/1 Vinegia pcr Curlio Troiano dei Naud.\\MDLy/», 

CCC. « LA SECONDA PARTE |' DEL GENERAL TRATTATO DI || NVMERI, ET MISVRE DI 
» NICOLO TA-^TAGLIA, || NELLA Q.UALE IN VNDICI LIBRI SI NOTIFICA LA 1| PIV ELE- 

» VATA, ET SPECVLATIVA PARTE DELLA PRATICA || Aritbmetica, ecc. Jh Vinegia per 
» Curtio Troiano dei Naud. || mdlvi. \\ Appresso delPAutore ». Si 6 citata di sopra 
un*edizione fatta « in venetia. Per Curlio Troiano dei Nauo || m. d. lxii » de' « q.ve- 
» siti et inventioni », e della « regola generale di sollevare ogni || fondata 
» Kaue & nauilii con Ragione » di NicoI6 Tartaglia. II medesimo Curzio pub- 
blic6 una edizione intitolata « evclide || megarense || philosopho [ s jlo introdvt- 
« tore II delle scientie II mathematice II diligentemente rassettato, et alla II 
» integriti ridotto, per il degno professore di tal scientie || Nicolo Tartalea, ecc. 
» in venetia. Appresso Curtio Troiano. 1565. » — Posseggo un esemplare d*una 
edizione imitolata « evclide || megarense || acvtissimo philosopho || solo intro- 

» DVTTORE DELLE II SCIENTIE MATIIEMATICE P DILIGENTEMENTE RASSETTATO \\ Et alla 

* integritd, ridotlo, pcr il degno professore di taJ \\Scientie Nicold TartaJea Brisciano,\\ 

» SECONDO LE DVE TRADOTTIONL WCONFNA AMPLAESPOSmONEDELL01STESSO\\ 

» tradottore di nuouo aggionta, tahncnte chiara, che ogni mediocre || ingegno sen^a la 
» notitia, ouer suffragio di akun^aUra scientia \\ con fac lit^ sera capace a poterlo in- 
» iendere. \\ Di nuouo con ogni diligenza ben corretto, c ristampato || IN VENETH, || 
» Appresso gli Heredi di Troian Nauo, alla libraria del Lionc \\ MDLXXXVl, » In 
questo titolo essendo menzionati gli Eredi di Troiano Nav6, k da credere che nel 
1586 Curzio Traiano fosse morto. 

(«) « Di Vincgia, \\ 11 primo di Gcnnaro MDLX. || Di V. 5. 5/' Curtio Troiano » 

(LA TERZA PARTE DEL II GENERAL TRATTATO II DE'nVMERI, ET MISVRE II DI NICOL6 

tartaglia, ecc. JN venetia per cvriio troiano Ij M.D.LX, carta 2*, segnata Aij, 
recto, lin. 24—26. — « *Di V. S. lU.'^'' |1 HuviiUssimo Seruitore \\ Curtio Troiano » (la 

QVARTA PARTE DEL || GENERAL TRATTATO || DS* NVMERI ET MISVRE, !| DI NIC0L6 

tartaglia, ecc. in veneiia per cvrtio TROI.4NO II 3/. D. za; carta 3*, recto, lin. 
23—25). — € Di V. S, lUr WHumilssimo Seruitorc |! Curtio Troiano » (la qvinta 

PARTE DEL || GENERAL TRATTATO || DE' NVMERI ET MISVRE, || DI NICOLO TARTAGLIA, eCC. 

IN venetia per CVRTIOIROIANO M.D. L.\\ carta 3», rccto, lin. 15— 17)- — -^* 
r. 5. lUustreW Pronlissimo Scruitore W Curtio Troiano » (la sesta parte del || gene- 

RAL TR^TTATO DE'nVMERI ET MISVRE [ DE NICOLO TARTAGLIA, eCC. /N VENETL4 

PER CVRTIO TROIANO M. D. L.\\ carta 3*, vcrso, lin. 10 — 12}. 

(') LA TERZA parte del 1| general trattato, ecc, carta i», vcrto, lin. 1—43. 

— LAaVARTA PARTE DEL || GENERAL TRATTATO, ecC, Carta 1«, verso, lin. I — 43.— 
LA Q.VINTA PARTE DEL |! GENERAL TRATTATO, eCC , Carta ^». t'cT50, lin. I —43. — LA 
SESTA PARTE DEL || GENERAL TRATTATO, CCC. , Carta I", t'tT50, liu. I-43. 

(*) LA TERZA PARTE DEL |i GENERAL TRATTATO, CCC , Carta 1«, VCrSO, liu. I7, 
24, 29. — LA aVARTA PARTE DEL |; GENERAL TRATTATO. CCC, Carta 1", VCrSO, liu. I7, 
24, 29. — LA Q.VINTA PARTE DEL || GENERAL TRATTATO, CCC, Carla I*, VCrsO, Hn. 
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Neir ultimo de' passi riportati di sopra del suddetto originale 

del testamento di Nicol6 Tartaglia, h chiamato c Ponte di Beretari >, 

il medesicno ponte dei bareiteri^ che Carlo Antonio Marin menziona 

scrivendo (*): 

« Ohre a ci6 
»grand'uso ancora di calzette e berette v* era a 
))que*giorni, siccli^ "il ponte della merceria pon- 
» te dei baratteri si dice ancora. » 

Intorno al ponte di Berettieri o de' Baretteri qui menzionato sono 
anche date notizie dal Sig. Tassini nella precitata sua opera (*). 

Piu oltre nell' originale stesso il Tartaglia menziona nuovamente 
il medesimo hbraio Troiano Nau6 scrivendo (pag. 2^ Hn. 23 — 25): 

(c Mio 
» conimissario, ct exccutor di questo mio ultimo testa- 
» mento lasso il soprascritto M^ Troian Nau6 librer, 
» Dechiarando, ch* io uoglio, cli^e)! detto M^ Troian habbi 
» liberamente tutte le sopradette opere, ch* io H lasso 
» con detto grauame di quindese ducati. (^) » 

Si e detto di sopra che in una filza dell'Archivio notarile di 
Venezia, contrassegnata c 168. VII. 3 trovasi un protocoUo contenente 
le copie fatte da Rocco Benedetti, notaio veneto, di 73 testamenti 
da lui rogati. Nella carta numerata 38 di questa filza trovasi un te- 
stamento che nelle linee i — 15 del recfo della medesima carta inco- 
mincia cosi: 

« In nomine Dei aeterni amen. Anno ab incarnatione D(omi)ni 
» nostri Jcsu christi millesimo, quingentesimo, sexagesimo 



•17, 24, 29. — LA SESTA PARTE DEL i| GENERAL- TRATTATO, eCC. , Carta I"», Vif SC, 

lin. 17, 24, 29.. 

Q) STORiA Ij civiLE E POLiTiCA || Dcl Commcrcio dc' Veneiiani \\ di carlo ax- 

TONIO MARIN 1| PaTRIZIO VeNETO || VOLUME V. || IN VINEGIA MDCCC. H A SpESE DEL- 

L*AuTORE II Con Liccn^ia dei Superiori, pag. 251, lin. 12 — 15. 

(") CURIOSITA VENEZIANE || OVVERO H ORIGINI DELLE DENOMINAZIONI STRADALI 
II DI VENEZIA II DEL DOTTOR || GIUSEPPE TASSINI [\ VOLUME PRIMO. CCC, pag. 6o, lin. 

31—36, pag. 61, lin. I — 19. Fasc. n. 

(^) Nella detta copia autentica del testamento medesimo (Archivio notarile 
di Venezia, filza 168, vii, Protocolli di Rocco Bencdctli, carta 3, verso,\m. 17—22) 
si legge: 

• Mio 

» commissario, et executor di questo mio ultlmo testamento 
» lasso il sop.to M. Troian Nau6 librer. Dechiarando, 
»ch'io uoglio che '1 detto M. Troian habbi liberamente 
»tutte le sopraditte opcre, ch'io li lasso con detto grauame 
» di quindese ducati. » 
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» secundo. Indictione sexta die vero Jouis uigesimo primo 
» mensis Januarii. Actum Venetiis. In domo proprie habitationis 
» infras''crip)ti Testatoris posita in confinio sancti Antonini. Consi- 
» derando io Bonfante fu de S(er) Zulian di Toselli de Proualio 
» destretto di Bressa Corrier di Roma ordinario non esser 
» cosa piu certa della morte, n^ piii incerta delP hora di quella, 
» et ritrouandomi hora in letto mal conditionato della uita, 
» sano per6 per Dio gratia della mente, senso, et intelletto 
» ho deliberato ordinar i fatti miei, et per ultima mia uolontd 
» disponer di mici beni, e perci6 ho latto uenir da me Rocho 
» Benedetti Nodaro di Venetia, qual h6 pregato scriui questo 
» mio ultimo testamento, et quello in caso della morte mia 
» rilevi in publica forma, segondo Tuso di Venetia. » 

In questo testamento (carta numerata 38 del medesimo Protocollo, 
versoy lin. 19 — 23) si legge: 

«Lasso commissarij, et executori di questo mio testa- 
» mento M. Tragian Nau6 librer mio carissimo compare, e M. 
» Valente de Bernardin Corrier de Roma, e Gerolamo Rizzo 
» st4 a Bressa, i quali possino dar per Tamor di Dio fino d 
» diese ducati a qualche povera putta per el suo maridar. » 

II libraio che in questo passo del medesimo testamento h, chiamato 
c M. Tragian Nau6 librer mio carissimo compare > h certamente il 
medesimo c M^ Troian Nau6 » menzionato dal Tartaglia in due passi 
riportati di sopra del suo testamento suddetto. 

Nel precitato originale del medesimo testamento di Nico]6 Tar- 
taglia (pag. 1% lin. 13 — 16) si legge: 

« lo deuo hauer da Giordan librer alP insegna 
» della stella circa cento lire de picoli p(er) conto de libri 
» d lui dati, come appar per un scritto tempo alli: ii : del 
» prcsente mesc » ('). 

II libraio menzionato in questo passo dcl medesimo originale h cer- 
tamente il medesimo Giordano Ziletti, che di6 in luce le seguenti 
edizioni : 

LETTERE || DI DIVERSI AVTORI || ECCELLENTI. || LIBRO PRIMO, || NEL 



(*) Nella prccitata copia autentica dcl tcstamento medesimo si legge (Archi 
vio Notarile di Venczia, Filza 168, VII, Protoccllo di Rocco de' Bcnedetti, carta 
3, verso, lin. 6—10): 

« lo deuo auer da Giordan librer alfinseffna 
» della stella circa cento libre de picoli per conto de libri 
»a lui dati, come appar per uo scritto tempo alli. it. del 
» presente mese. » 
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QVALE SONO I TREDici || Autori Illustri, & il fiore di quante \ altre 
belle lettere si sono || uedute fin qui. || CON MOLTE lettere del || 
Bembo, del Nauagero^ del Fracastoro, & || d*altri famosi Autori non || 
piii date in luce, || Con Priuilegio, || IN venetia. || Appresso Giordam 
Ziletti, alCinsegna della Stella. || m.d.lvi ('). 

RAGIONAMENTO || DI MONS, PAOLO GlOVIO || SOpra i motti, & di- 

segni d^arme, || & d^amore, che commu- || nemente chiamano || imprese. 
II CON VN discorso di || Girolamo Ruscelli, intorno allo || stesso sog- 
getto, II Con Priuilegio, || IN VENETIA, MDLVi. || Appresso Giordano Zi- 
lettiy air Insegna della Stella (*). 

{}) Questa edizione k composta di 814 pagine, delle quali le i* — 16*, i8*— 
19» non sono numerate, e le 17', 20^— 814* sono numerate coi numeri i, 4-32, 
37, 34—656, 665-680, 673-697, 682, 699—800. Un esemplare di questa edi- 
zione k. ora posseduto dalla Biblioteca Nazionale di Firenze, e contrasscgnato a Se- 
zione Palatina, 12, 8, i, 57». Un altro esemplare della edizione medesima & ora 
posseduto dalla Biblioteca Marciana di Venezia, e contrassegnato <c AA. 7 n.** 6874 ». 
L'edizionc medesima 6 descritta da Apostolo Zeno (biblioteca || dell*eloq.uenza 

ITALIANA II DI MONSIGNORE || GIUSTO FONTANINI || ARCIVESCOVO D* ANCIRA jj CON LE 
ANNOTAZIONI DEL SIGNOR || APOSTOLO ZENO || ISTORICO E POETA CeSAREO || CIT- 
TADINO VENEZIANO. || ToMO Primo || VENEZIA, MDCCLIII, CCC. , pag. l6l, COL I, 
lin. 33—38, col, 2, pag. 162, coL i, lin. i - 4. — biblioteca || dell' eloq.uenza 

ITALIANA II DI MONSIGNORE || GIUSTO FONTANINI || ARCIVESCOVO D* ANCIRA || CON LE 
ANNOTAZIONI \ DEL SIGNOR II APOSTOLO ZENO || ISTORICO E POETA CESAREO |j CIT- 
TADINO VENEZIANO || ACCRESCIUTA DI NUOVE AGGIUNTE. || TOMO PRIMO. Ij PARMA 

MDccciii, ecc, pag. 169, lin. 11 — 34^ e citata anche da Emanuele Antonio Cico- 
gna (delle || inscrizioni || veneziane 1| raccolte ed illustrate || da ,'1 emanuele 

ANTONIO CICOGNA || Dl VENEZIA || VOLUME VI || VENEZIA MDCCCLIIL || PRESSO LA TI- 
POGRAFIA ANDREOLA II EDITORE L^AVTORE, pag. 298, lin. 6 — II). 

(-) Questa edizione 6 composta di 248 pagine, delle quali le i*— 16* non 
sono numerate, e le 17** — 248* sono numerate coi numeri 1 — 160, 165 — 236. — 
Un esemplare di questa edizione 6 ora posseduto dalla Biblioteca Vaticana, con- 
trassegnato « Capponiana 71 — 182 », ed indicato nel catalogo intitolato « catalogo | 

)) DELLA II LIBRERIA CAPPONI || O SIA DE' LlBRl ITALIAM '\ Dcl fu MarcheSC \ ALES- 

SANDRO GREGORio CAPPONi )), ccc. (pag. 191, lin. I— 3). L' cdizionc medesima 6 
citata da Apostolo Zeno {biblioteca || DELL^ELoauENZA italiana |i di monsignore || 

GIUSTO FONTANINI II ARCIVESCOVO D' ANCIRA || CON LE ANNOTAZIONI DEL SIGNOR || 
APOSTOLO ZENO || ISTORICO E POETA CESAREO || CITTADINO VEXEZIANO. || TOMO Se- 
CONDO II VENEZIA, MDCCLIII, CCC. , psg. 372, Col. I, lin. I5 — 16. — BIBLIOTECA '| 
DELL*ELOQUENZA ITALIANA, || DI MONSIGNORE |1 GIUSTO FONTANINI |i ARCIVESCOVO 
D'ANCIRA II CON LE ANNOTAZIONI || DEL SIGNOR \ APOSTOLO ZENO H ISTORICO E POETA 
CESAREO II CITTADINO VENEZIANO || ACCRESCIUTA DI NUOVE AGGIUNTE || TOMO SE- 

CONDO \\v\RMA, MDCcciv, ccc, pag. 409, lin. 37), da Emanuele Antonio Cicogna 

(DELLE II INSCRIZIONI \ VENEZIANE || RACCOLTE ED ILLUSTRATE jj DA || EMANVELE AN- 
TONIO CICOGNA || CITTADINO VENETO || VOLVME III. || VENEZIA MDDCCCXXX jj PRESSO 
GIVSEPPE PICOTTI STAMPATORE || EDITOR L*AVTORE, pag. 322, Col. 2, Hb. 5 — 8), dal 

Graesse (tr^sor || de || livres rares, ecc. par |1 jean-george th^odore graes- 
SE, ecc. tome troisi^me. ||g-j II dresde, ecc,, 1862, pag 491, col. i, lin. 48—51), 
e da ahri. 
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DELLA GRANDEZZA || DELLA TERRA ET || DELL^ACdVA. || TRATTATO 
DI M. ALESSANDRO || PICCOLOMINI, NVOVAMENTE || MANDATO IN LVCE, 
II ALL- ILLVSTR. ET REVER."° S.»» || MONSIG. M. lACOMO COCCO, \\ ARCI- 

VESCOVO Di coRFv'. || Con Priuilegio. || in venetia. m.d.lviii. || Ap- 
presso Giordano Ziletti, airinsegna della Stella (*). 

RAGI0NAMENT0!|DI MONSIGNOR PAOLoIIgIOVIO II SOPRA I MOTTI, 

ET DISEGNI II d'arme, et d'amore, || chc comunemente chiamano || 

IMPRESE II CON VK DISCORSO DI GIROLAMO P RVSCELLI, || Intomo allo 

stesso soggetto. || CON phivilegio || in venetia || Appresso Giordano 
ZiUtti, al segno della Stella || mdlx (*). 



(*) Questa edizione 6 composta di 48 carte, delle quali le i*— 4% 48* non 
sono numerate, e le 5*— 17* sono numerate ne* margini superiori de* recto coi 
numeri i — 43. — Di questa edizione sono a me noti gli esemplari seguenti: Fi- 
renze, Biblioteca Nazionale (Sezione Magliabecbiana 556— i— 4)carte 2*—49" prima 
di 4 opuscoli. — Siena, Bibliotcca Pubblica Comunale 60. L. xxi. (la biblio- 

TECA H PUBBLICA II DI SIENA Q DISPOSTA SECONDO LE MATERIE [ DA LORENZO ILARI || 

catalogo, ccc. tomo in. || siena 1845. ecc, pag. 112, col. 2, lin. 13—14). — 
Modena Biblioteca Poletti Comunale. — Un esemplare di questa edizione ora 
posseduto dalla Biblioteca Estense Palatina di Modena, ^ citato dal Sig. Prof. 
Cav. Pietro Riccardi (biblioteca matematica italiana, ecc. parte prima vo- 
LUME 11.**, ecc, col. 273, lin. 20 — 27. — Un escmplare di questa edizione h indi- 
cato nel catalogo stampato nel 1861, e citato di sopra d'una collczione de' libri 
posseduti da Gugliclmo Libri, venduti in Londra nei giorni 25—27, 29, 30 
aprile, 1—4 6 — 8 maggio, 18—20, 22—26 luglio del 1861 (catalogue || of 
THE H Mathematical, Historical, Bibliographical, and Miscellaneous {| portion of 

II THE CELEBRATED LIBRARY [ OF II M. GUGLIELMO LIBRI, CCC PART THE SECOND, 

M.-z./ ecc, pag. 620, lin. 48-49, n.° 5760). Qucsta edizione 6 citata anche da 
Monsignor Giusto Fontanini (biblioteca dell^eloquenza italiana, ecc Tomo 
secondo. 1 VENEZiA, MDccLiii, ccc , pag. 324, lin. 5- -6. — biblioteca dell'e- 
LoauENZA italiana, ccc 7 omo seco/^do ^ varma mdccciv, ccc, pag. 356, lin. 
5 — 6), e dal Cicogna (delle I| iscrizioni || veneziane, ccc. volume iii, ecc pag. 322, 
col. I, lin 3 — 9). 

(*) Questa edizione ^ composta di 232 pagine, delle quali le i*— 16* non 
sono numerate, e le 17*— 32* sono numcrate coi numeri 1-25, 6, 27—167, 178, 
169 — 208, 206, 210, 211 — 216. Un escmplare di questa edizione 6 posseduto dalla 
Biblioteca Chigiana di Roma, c contrassegnato <c L. XIII. n. 5829 » (catalogo || 

DELLA II BIBLIOTECA CHIGIANA II GIUSTA I COGNOMI DEGLI AUTORI, CCC DISPOSTO, CCC 

DA monsignor stefano evodio assemani, ecc, pag. 279, col. 1, lin. 32—36). 
L'edizione medesima 6 citata anche da Monsignor Giusto Fontanini (biblioteca I 

DELL'ELOaUENZA ITALIANA, CCC TOMO SeCONDO. || VENEZIA, MDCCLHI, CCC, pag. 372, 

coL I, lin. 1—3. — biblioteca ;| dell^eloquenza italiana, ecc tomo selondo 
PARMA, mdccciv, ccc, pag. 409, lin. 9 — 11), dal Cicogna (delle || iscrizioni |j ve 
neziane, ecc. volvme iii, ecc, pag. 322, col. 2. lin, 5 — 6) e dal Gracsse (tr^sor 
de 11 livres rares, ecc par || jean george th^odore graesse, ecc tomb troi- 
si£me. \ G-j, ecc, pag. 491, col. i, lin. 42—47}. 
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DELLA GRANDEZZA || DELLA TERRA ET || DELL'aCCIVA. || TRATTATO 
DI M. ALESSANDRO || PICCOLOMINI, NVOVAMENTE || MANDATO IN LVCE. || 
ALL'iLLVSTR. ET REVER. SIGNORE, II MONS. G. M. lACOMO COCCO || ARCI- 

VESCOVO Di CORFV. || Con Priuilegio. || in venetia || Appresso Gior- 
dano Ziletti, all' insegna della Stella, || mdlxi ('). 

LETTERE II Dl PRINCIPI, || LE Q.VALI O SI SCRIVONO |[ DA PRINCIPI, 
O A PRINCIPI, II O RAGIONAN DI PRINCIPI, || LIDRO PRIMO^ || NuovamenU 

mandato in luce da Girolamo Ruscelli, || AIP Illustrissimo & Reuerendis- 
simo Cardinal || CARLO borromeo. || Con priuilegio di N, 5. Papa 
Pio IIIL & delC Illustrissima Signoria di Venetia per anni X. || ix 
venetia, II Appresso Giordano Ziletti, al segno de la Stella. fl 

M. D. LXII (^). 

LETTERE II DI PRINCIPI, II LE Q.VALI 6 SI SCRIVONO || DA PRINCIPI, 
6 A PRINCIPI, II 6 RAGIONAN DI PRINCIPI, || LIBRO PRIMO^ || Et ora in 

questa seconda editione tutto ricorretto, || & migliorato. || Airillustris- 
simo, & Reuerendissimo Cardinal || carlo borromeo. || Con priuilegio 
di N. S. Papa Pio III I, & dell Illu- || strissima Signoria di Venetia 
per amii X. || in venetia, || Appresso Giordano Ziletti, al segno 
della Stella. || m. d. lxiiii (^). 



(^) Qucsta cdizionc k composta di 48 carte, delle quali le i'— 4% 48* non 
sono numerate, e le 5* — 47* sono numerate ne'margini superiori de'r^r/o coi nu 
meri 1—43. Di questa edizionc sono a me noti gli esemplari seguenti: Roma, 
Biblioteca Alessandrina « XIV. e. 21 », (8*» di 12 opuscoli): Biblioteca Barberina 

«N. VII. 102», gid «LII. B. 55 )) (INDICIS II BIBLIOTHECAE |i BARBERINAE |I TOMVS SE- 

CVNDVS, ccc, pag. 208, col. I, lin. 35— 34\ — Siena, Biblioteca Pubblica Comu- 
nale « PI. L. XXI )), indicato dall* Ilari « la biblioteca fubblica || di siena, ecc. 
CATALOGO, ecc. TOMO iii )), ecc. (pag. 112, col. 2, lin. 15). Venezia, Biblioteca Mar- 
ciana « XVII. 2. 20963 )). Biblioteca della pia fondazione Querini Stampalia «328)». 
— Questa edizione descritta dal Sig. Prof. Riccardi biblioteca || matematica ita- 
LiANA, ecc. parte prima II voLUME IL°, ccc, col. 273, lin. 28—38), k. citata anche 
dal Cicogna (delle || inscrizioni \ veneziane, ecc. tomo iii, ecc, pag. 322, 
coL X, lin. 3 —6), e dal Graesse (tr^sor || de I| livres rares, ecc par || jean 
george th^odore graesse, ecc tome CINQ.UI1&ME. II o.-Q. IIdresde, ecc. 1864, 
pag. 281, coL I, lin. 19—20). 

ij) Questo volume 6 composto di 216 carte, delle quali le i*— 8' non sono 
numerate, e le 9» — 216* sono numerate ne* margini superiori de* recio coi numerl 
1—208, e nella 216* delle quali, numerata 208 {verso, lin. 14 — 15) si legge. 

■ Appresso Giordaoo Ziletti airinsegna della Stella 

» M D LXII. » 

Un esemplarc di questo volume 6 ora posseduto dalla Biblioteca Angelica di Roma, 
e contrassegnato « K. 8. I4)>. 

(3) Questa edizione 6 composta di 240 carte, delle quali lc i*— 8* non sono 
numerate, e le ^*» — 248* sono numerate ne' margini superiori de' recto, coi numeri 
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LETTERE [] DI PRINCIPI, || LE dVALI 6 SI SCRIVOXO || DA PRINCIPI, 
6 a' PRINCIPI, II O' RAGIONAN DI PRINXIPI, || UBRO PRIMO, || /// qncsta 

terza editione migliorato^ & accrescinto. jj Aggiuntiui gli argomenti 
di ciascuna lettera, i quali sommariamente || toccano tutto quello 
che airhistoria appartiene. || Airillustrissimo, & Reuerendissimo Car- 
dinal || carlo borromeo. jj Con prinilegio di N. S, Papa Pio IIII, & 
delC IllU' II strissima Signoria di Vcnetia, || In Venetia, appresso Gior- 
dan Ziletti, & compagni || mdlxx ('). 



2 — 230, e nella 240* delle quali, numerata 238 {verso^ Hn 7—9), si legge: « in ve- 
NETiA. 11 Appresso Giordano Ziletti, al segno dclia Stclla. j] mdlxiiii », e delle quali 
la-2* lia una prefazione intitolata «giordaxo ziletti " a' i lettori ». Un esem- 
plare di questa edizione b. ora posscduto dalia Biblioteca Vaticana e contrasse- 
gnato «Capponiana n.^ 69-206» ed indicato nel catalogo intitolato « catalogo • 
della 1] LiBRERiA CAPPc^Ni », ecc. (pag. 228, lin. II -14). 

(') Questa terza edizione 6 composta di 280 carte, dellc quali le i* — 33', 
280* non sono numerate, e le 34*— 279* sono numerate ne' margini superiori dei 
recto, coi nuraeri 2-247, e nella 280* dellc quali {recto, lin. 5— 6j, si legge : 

« I't yenetia^ a^Presso CiorttnH Ziletii, &■' contptgni 

* 3i D LXX. m 

Ncl rccto della prima di questc 280 carte, tra le linee 11 e 12 dcl medesimo 
rccto, trovasi Tinsegna della Stella. II medesimo GiorJano Ziletti di^ anchc in 
luce i volumi segucnti: «jo.vnnis chrysostomi |I zanchi panegyricus, || ad caro- 
» LVM V 1] romanorvm imp. || venetiis, m. d. lx. II Ex officina lordani Zilleti ». Opu- 
scolo in 4.*», di 18 carte, delle quali le i*, 18* non sono numerate, le 2^—17* sono 
numerate ne' margini superiori deVtr/o coi numeri 2—17, c nella prima {recto, 
tra le linee i'— 4*) e 18% vcrso, trovasi Pinsegna della stella di Leonardo Ziletti, 
del quale opuscolo un esemplarc trovasi in un volume ora posseduto dalla Bi- 
blioteca Alessandrina di Roma, c contrasscgnato «XIV. f. 32» opuscolo 3.** — 

LETTERE I DI PRINCIPI y LE Q.VALI SI SCRIVONO || O DA PRINCIPI, 1] O A PRINCIPI || O 
RAGIONANO || DI PRINCIPL ] LIBRO SECONDO. \ CON PRrriLEGlO \\ IN P^ENETIA, \\ 

Apprcsso Giordano ZiUtti. M D Lxxw Un Volume in 8." di 264 carte, delle quali Ic 
!• — 7% 264« non sono numerate c le 8*— 263" sono numeratc nei margini supc- 
riori dei rccto coi numeri 2 — 257, nella i* (rcctOj tra le linee 8, 9) e 262» (ycrso) 
delle quali trovasi 1' insegna dclla Stella, dcl qual volume un esemplare 6 nella Ca- 
sanatensc, contrassegnato « VV. III. 7. » — lettere [ di principi, || le q.vali si 

SCRn'ONO II O DA PRINCIPI, II O A PRINCIPI, II O RAGIONANO II DI PRINCIPI.' l LIBRO 
TERZO. II CON PRIVILEGIO. \^ JN VENETIA,^ ApprcSSO Gionhno Zilctti, :.t D LXXV/l, 

In 4.** di 296 carte, delle quali lc i*— 9', 287»— 298» non sono numerate, c le 10^—286* 
sono numeratc. nei margini superiori dei rccto, coi numeri 2—278, e le i* {recto^ tra 
le linee 8 e 9), 296* delle quali (vcrso) hanno rinsegna dclla Stelln, del qual vo- 
lume un csemplare 6 ora posscduto dalla Casanatense, e contrasscgnato « VV. 

III. 8.» — DELLA II INSTITVTION Q MORALE j; DI M. ALESSANDRO |! PICCOLOMINI || LI- 

BRI xn. II Ne' quali egli leuando le cose soucrchie, & aggiugnendo molic || impor- 
tanti, ha cmendato, & i miglior forma, & ordine ridotto \ tutto quello, chc gid 
scrisse in sua giouanezza della Institution || deirhuomo nobile ]! con privilecio . 
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Nella Biblioteca del Museo Correr di Venezia si conserva 
una busta contrassegnata c N. 469.4551, cio^ N.* 469 dei co- 
dici gia posseduti da Emanuele Antonio Cicogna, N.*" 455 dei co- 
dici del medesimo Museo Correr, nella quale trovansi otto fascetti 
di piccole schede sciolte scritte interamente di mano del prelodato 
Emanuele Antonio Cicogna, nato in Venezia nel giorno 17 di gen- 
naio del 1789 (*), e morto in Venezia nel giorno 22 di febbraio dcl 
1868 (') Nel primo di questi otto fascetti, coperto da un foglio di 
carta nella cui prima pagina h scritto: c Cittadini || Ta>, trovasi ua 
foglietto che porta esternamente scritte le iniziali c Ta > e conte- 
nente nove pezzetti di carta nel primo de'quali, alto *i68 millime- 
metri, largo 10 1 millimetri, h scritto di mano del detto Emanuele 
Antonio Cicogna: 



cLFontana Nicold (detto Tartaglia) 
» morto a San Silvestro in Calle 
» del Sturion 13 Xbre 
»1557 alle ore 7 di notte 
» in giorno di Lunedl, test6 
» nuncupativamente il 10 Xbre 
» suddetto in atti del notaio 
» Veneto Rocco di Beneddti. 
» II suo testamento 6 conservato nell* 
» Archivio notarilc di Venezia 



IN VENETIA, MDLXXV. || APPRESSO GIORDANO ZILETTI. In 4.'» di 60O paginC, dclle 

quali le i»— 40% 600* non sono numcrate, e lc 41» -599' sono numerate 2-559, 
e nella prima delle quali (tra le linee 11 e 12) trovasi Pinsegna della Stella, della 
quale edizione un esemplare posseduto dalla Casanatense, e contrassegnato «X.XI. 
60 », 6 citato da Monsignor Giusto Fontanini (biblioteca || dell' eloq.uenza 

ITALIANA il DI MONSIGNORE || GIUSTO FONTANINI, CCC. TOMO SeCONDO. || VeNEZIA, 

MDccLiii, ecc, pag, 338, lin. 10—12. — biblioteca || dell^eloquenza italiana | 

DI MONSIGNORE I GIUSTO FONTANINI, CCC. TOMO SECONDO || PARMA MDCCCIV, pag. 372, 

lin. II — 13). 

{}) DELLE II INSCRIZIONI [ VENEZIANE || RACCOLTE ED ILLVSTRATE jj DA jl EMA- 
NVELE ANTONIO CICOGNA H CITTADINO VENETO || VOLUME II. || VENEZIA MDCCCXX\^. 
PRESSO GIVSEPPE PICOTTI STAMPATOR || EDITOR L* AVTORE, pag. 395, COl. I, liD. 
36-41. — ARCHIVIO II STORICO ITALIANO, CCC. SERIE TEI^ZA || TOMO VIL — PaRTE U. || 

Anno 1868. [ iN FiRENZE, ccc. 1868, pag. 2o8, Hn. 19—20. — bullettino II DI !! 

BIBLIOGRAFIA E DI STORIA || DELLE || SCIENZE MATEMATICHE E FISICHE || PUBBLICATO || 

DA B. BONCOMPAGNi, ccc. TOMO X, ccc. ROMA, ccc. 1877, pag. 5, lin. lunghe 37—41, 

GENNAIO 1877. 

(*) ARCHIVIO II STORICO ITALIANO, CCC. SERIE TERZA || TOMO VII. — PaRTE IL || 
AnNO 1868. II IN FIRENZE, CCC. 1868, pag. 204, lin. 13 — 18. — ARCHIVIO II VENETO 
PUBBLICAZIONE PERIODICA || TOMO III, CCC, pag. 304, lin. 36-38. — BULLETTINO | 

Di BiBLiOGRAFiA, ccc TOMO X, ccc , pag. 5, Hn. lunghc 44—48. 
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» in UQ foglio scritto in due 

» pagine inciere, e retro 

» avvi la scritta notarile e la 

» notizia seguente 

» Obiit die lune XIII Xbris 

» supradicti hora septima noctis 

» Fra i legatarii vi h il librajo Trajano Navd 

» al ponte di Barctteri » (*). 

In questa nota deirillustre Emanuele Cicogna ^ descritto il mede- 
simo prezioso foglio che di sopra si ^ detto essere custodito nella 
suddetta vetrina e contenere ci6 che si riporta piii oltre sotto il n. I. 
In altra busta posseduta dal medesimo Museo Correr di Ve- 
nezia, e contrassegnato c N.** 505. 2014 >, cio^ numero 505 de'co- 
dici gik posseduti dal detto Emanuele Antonio Cicogna, N.^ 4014 
de'codici ora posseduti dal detto Museo Correr, trovansi 12 fascicoli 
manoscritti numerati i — 12, il quinto de'quali h coperto da un fo- 
glio di carta nella cui prima pagina si trova scritto: 

« Inscrizioni 

» nella Chiesa di 

» S. Siluestro 

» e ui 6 aggiunto, di altra mano: 

> Busta 505.» 

Questo fascicolo contiene 13 carte insieme unite, ed in parte anche 
incoUate, numerate ne'margini superiori de' r^^/^ coi numeri i — 13, 
c delle quali le 5* — 13* numerate 5 — 13, contengono una serie di 
note intitolate nel recto della carta numerata 5 del fascicolo stesso 
« Note II alla Inscrizione || in S. Silvestro. > Nelle linee .20 — 24 del 
rovescio della settima di queste 13 carte, numerata ne^margini su- 
periori de' recto col numero 7, trovasi scritto di mano del medesimo 
Emanuele Antonio Cicogna: 

«del 1557 morl in questa 
» Contrada, in Calle dello Sturion 
» Nicol6 Tartaglia ossia 
» Fontana Bresciano 
» Vedi nelle schede Tar = busta 469. » 

In questa nota del Cicogna, dalla parola c Vedi > a c 469 > ^ ri- 
chiamato ci6 che si legge neiraltra sua nota riportata di sopra, e 



(^) Nel margine laterale interno del medesimo pezzetto di carta, h scritto 
anche di mano del detto Emanuele Cicogna: 

« Notizia avuu oggi 14 Xbre 1858 dairamico Tesaler. » 
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contenuta nella suddetta busta contrassegnata c N.^' 469 — 455 >. la 
ciascuna di queste due note il Cicogna ha giustamente avvertito che 
il cognome di Nicol6 Tartaglia era Fontana. 

Rocco Benedetti, notaio veneto, menzionato nel detto origi- 
nale del Testamento di Nicol6 Tartaglia, 'mori in etci di 50 anni 
nel giorno 27 di luglio del 1582 ('). 

II Padre Giacomo Alberici (*), il Padre Agostino Super- 



(*) In uno de'Necrologii della gii Chiesa Parrocchiale, ora Vicariale, di S. Gio- 
vanni Elemosinario, dctta S. Zuanne de Rialto di Venezia, ora conservati neIl'Ar- 
chivio della Chiesa Parrocchiale di S. Silvestro della medesima cittd, ^ un mano- 
scritto composto di 20 carte in mezzo foglio bislungo, niuna delle quali ^ nu- 
merata, legate in vecchio cartone bianco, intitolato nel recto del primo cartone 
di questa legatura <( 1576. ] Libro de Morti | sino || 1585 || S. Zuane di Rialto | L> 
Nelle linee 10—32 del ruto della 15« di queste 20 carte si legge: 

« 1589. 17. Zugno » anni xa. ia drc. e statto 
» £ morto M.' Sebastia(n) fiol del » lufenno giomi otto. da 
» sp.*' m. Ant.« Orese alla Insegna ■ febbre . 



» di la Croce, amalatto da • Lice(a)t.* 

» febbre, g\k mesi otto. £t 



» e morto da eticho * »"» "7- di«o 

. visiutto da Exc.«« medico * ^ "««« «' R<x*<> <*» benedctti 

»N. Stobillc, ct allri, di anni »Nodaro homo di anni 50. \n 

»33. in cir.* lic »• " *='*'•' ««alado ^» f«brc, et da 

■ fluxo za tanto tempo. II 

» 19. luio ».qu.il mai no(u) k voluto mcdico 
»E morto Rocho garro(n) di m. » lice(n)t." » 

■ Zuanne della fontana 

■ mercadante da vin de 

Nel R. Archivio di Stato di Venezia si conserva un manoscritto di necrologii pro- 
venienti del gid Magistrato della Repubblica Veneta detto « provveditori alla 
msanitA», uno de' quali contrasscgnato «N.*' 20. anno 1582»; si componc di 187 
carte in mezzo foglio oblungo, ciascuna delle quali k numerata, legatc in vecchio 
cartone bianco con dorso di carta gialla, sul qual dorso sono incollati trc cartel- 
lini, nel primo dei quali 6 impresso « provveditori alla sanitA », nei secondo 
k scritto a penna con inchiostro nero «814», e nel terzo ^ anche scritto apenna: 
«Necrologio n.*» 20. Q 1582». Nelle linee 16—21 del recto della carta 59* di questo 
volume si legge : 

«Adi37. ditto S.°" N.» xij. 

» Contarini fia de m.' Zuanne. 
»Zorzi de mesi sie da vermi 

»giiigiomi ao S. Marghcriu 

»M.' Rocco di Benedetti nodaro de an(n)i I50I 

» da febrc e flusso gii molti g.n* S. Z. de R.*^ » 

ove (cditto» indica il «luglio 1582», indicato nella linea i del medesimo ruU 
cosi: «1582 alli 26 Lug."» 

(*) CATALOGO II BREVE DE GL* ILLVSTRI || ET FAMOSI SCRITTORI ]| VENETIANI. H 

Quali tutti hanno dato in luce qualche opera, Q conforme alla loro professione | 
particolare ; || Raccolto ilal r. p. f. Giacomo Alberici ;| da Sarnico Bergamasco || <W- 
rOrdine Eremit. \\ diS. Agostino dclla Congregatione \\ Osscru. di Lombardia, || dedicato 
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bi (*), Francesco Sansovino (*), il Conte Giovanni Maria Mazzu- 
chelli ('), Giovanni Cristoforo Adelung (^), ed il Cav. Emanuele 
Antonio Cicogna (^) citano vari opuscoli di questo erudito notaio. 
In quattro di questi opuscoli egli h detto c notaio > (^). 



AL SERENISS. DOGE || DI VENETIA MARINO GRIMANI. || IN BOLOGNA. || PfCSSO gU Hc- 

redi di Giouanni Rossi M.DC.V, H Con Uceiv^a dt* Stiperiori, \\ Ad instanza di Gia- 
como Zoppini, e Fratelli, pag. 79, lin. 18—25. 

(*) TRioNFO GLORioso J d' heroi illvstri, Q et eminenti || DelP inclita, & ma- 
rauigliosa Cittd || di venetia. || Li quali nelle Lettere fiorirono. || libro terzo || di 

F. AGOSTINO S\TERBI || DA FERRARA, eCC. OPERA SETTIMA. || IN VENETIA, M.DC.XXIX, [[ 

Per Euangelista Deuchino, pag 92, lin. 14—24. 

(2) VENETIA II cittA nobilissima, || et singolare, |j Dcscritta in XIIII. Li- 
bri jj DA M. francesco sansovino, ecc. in venetia, Appresso Steffano Curti, 
M. Dc. LXiii, Qcc, pag. 618, lin. 18 — 21. 

(^) gli scrittori dMtalia, ecc. volu.me 11. parte ii^ ecc. , pag. 821, lin. 
34—48, pag. 822, lin. 1—24. 

(*) Fortsetzung und Erganzungen || zu 1, Christian Gottlieb jSchers |j allgemei- 
nes 11 Gelehrten-Lexico, ecc. von || Johann Christoph Adelung. || Erster Band. || A 
und B. , ecc, col. 1658, lin. 38 — 51. 

(^) DELLE II INSCRIZIONI || VENEZIANE || RACCOLTE ED ILLUSTRATE |j DA 1| EMMA- 
NUELE ANTON^P CICOGNA II DI VENEZIA jj VOLUME VI || VENEZIA MDCCCLIII, eCC. 

pag. 639, col. I, lin. 39—48, col. 2. lin. 1—6. — saggio jl Di || bibliografia ve- 

NEZIANA II COMPOSTO | DA jj EMMANUELE ANTONIO CICOGNA, eCC. VENEZIA. || DALLA 

tipografl\ di g. b. merlo. 1] MDcccxLVii, pag. 231, lin. 15 — 32^ n.® 1610, pag. 232, 
lin. 15-18, n.*» 161 5, pag. 745, lin. 22 — 31, n.» 5510. 
(') Questi quattro opuscoli sono: 

I. Dc pietate II AD pivm V II pont. max. II Rocbus Benedictus Notarius Ve- 
netus ,1 venetiis, cx officina Stellae lordani Zileti j| mdlxvii. In 8.*, di 4 carte, 
niuna dellc quali k numerata, c nella 4* delle quali {rccto, lin. 1—4) si legge: 

« BBAiissiMO PATRI || Pio V. (] PONT. MAX. |] Rachut Bgfudtctus Netorius Venttiis j] S. P. D. • 

Un cscmplare di questo opuscolo trovasi in un volume miscellaneo, ora pos- 
scduto dalla Biblioteca Marciana di Venezia, contrasscgnato «n.*' 221» e composto 
di 37 opuscoli, de*quali il 24.° k. rescmplare stesso. Nclla edizione seconda 
fatta in Venczia nel 1734 della biblioteca volante di Giovanni Cinelli CalvoH, 
quest^opuscolo k citato cosi (biblioteca || volante || di gio. cinelli calvoli || 

C0S71SUATA DAL DOTTOR || DIONIGI ANDREA SANCASSANI || EDIZIONE SECONDA, CCC. 

Presso Giambattista Albrizzi a GiROLAMO, ecc, pag. 546, lin. 10—12): 

■ Benedetti {RaccoS De PieUte ad Pium V. Pontificem 
» Max. Rochus Benedictui Notariua Venetus. Venetiis ex Of- 
» ficina StclUe Jordani Ziletti ia 8. 1567 « 

L*opuscoIo medesimo k, anche citato dal Conte Maria Mazzucchelli (gli || scrit- 

TORI D'itaLIA, ecc. DEL CONTB GIAMMARIA MAZZUCCHBLLI BRESCIANO || VOLUMB II. 

PARTE ii\\ iN BREsciA ciD IDCCLX, pag. 841, lincc lunghc 40—41). 

2. NOVI AVAISI II DI VENETIA, || NE* aVALI SI CONTENGONO T\'TTI || i Casi 

miserabili, che in quella, al tempo della peste sono |! occorsi, non solamente gror- 
dini, & prouisioni, || ma ctiandio i mcdicamenti, profumi, & | altre cose i^ tal^in- 
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In niuno dei yi testamenti coDtenuti nel detto protocollo 
questo notaro, diversi da quello del TartagHa, esiste menzioae i 
Nicol6 TartagUa, o de' suoi parenti. Accurate ricerclie da me fatt 
eseguire in Brescia per trovare i documenti relativi al medesimo N»j 



fermiii otiime, Q & buone. |1 con Ai.QVAXrE okationi. c//£l|/<« il Strtiisi 
cips di qatlla iacVila Cilti, esorliindo \\ U popiila i frtgart il sommo Jddio per Id i 
Jibcra- II lioiu: & iJ vnle fatto i sun Diuinu Maati. j| Siampau in Vtbino, 
psM in Bologaa, per Alcssandro Q Beaiccl. Con licenia dei SuperiorL tiTj.\ 
4° p,", ill S caite, niuna dcllc quati £ numerata, nelk 3*— 6' detlc quali iton 
una relazionc, che nella prima di quesic cane [rtclo lin. I— j) i iniiioUta > 
GMK ClACohlo FOSCARim [] Caua.l\ieri & Prouidilor Gentralt | dcl Regno di ( 
il/ou, e neilWima (t'trso, ultime trc Iinee) lia le seguenli data e firma 

■ Di ftKilln. il di iS. Cinftiii ijjj. 



25' di una busta conttassegnata « Misccll. 
vanni Cinelli Calvoli cita quest' opuscolo (i 



quest' opuscolo, ora posseduto dalla Biblioteca Kuin 
ttella SeEione Magliabechiana di qucsta Biblioteci, i 



a Magliabechiai 

Ml» 



inante, Concordi;, | Incitato, ed 
Dc.lXC. II Per Girolamo Albriiii, || 
1 1] VOLANTE II Di 



J7-a8, pag. ij). lin 

3. RAGVAGLIC 

Con gli I 



1-6. 



" I0O2 ■. — C 

AHTB I m tl a 
Ln'ESE II Accademico Gelai^ C 

SCANZIA XIV, 

LicENZA ne suPBRiORi,^^»^. &4, ] 

CiNELLl II COIfTLWAJA DAI. OOTi 
. 1VU0 PRIMO, cec IK 1 
GlAHDATTISTA ALBRIZZI Q. GiROLAMO, pii^ 1)2, I 



«VTISSIMO DEL SVCCESSO | DELLA PB9TE DI VeXEl 

i, prouisioni fatte, Si altri panicolari, Infmo alla | liberatioi 
di essa [ ET La || Relatione panicolare della pubblicala libcratiooe. Q Con tc » 
ni e dcuote pompe I| in tivoli [ Appresso Domenico Piolato, Anno Q i!77l]CoBfl 
licenia de' Superiori. In B.", di i6 carle, niuna delle quali 4 numerat. 
quali lc i^— t}* contengono una relaiione in forma di lettera, diretta nell] 3*( 
deiropuscolo medeslmo {rtcla, liu, i — j) bal|!sig. Iacomo FOscariko H c 
n LIERE, ET PHOVEDiToa II Generale del Regno di Candia a, che nellc lince 3 
del rtcto della carta ly deII'opuscaIa medesimo lia le seguenii data c finiu); 



i Giugfio 



. SchII-II Deuaiiu 



1 volunie ora pastedmo i 
" 1431 a, c compOMo di 40 o 



Un esemplarc di quest'opusco1o Irovasi in 
Biblioteca Marciana di Venexia, contrasscgnaco « 
scoli, de' quali il 2.° b resemplare medesimo. 

4. PIA DICRESSIOSE D SOPRA LA CANTICA ^ DEttA B. VERCINE, || 01 M. 1 

DI BENEDETTi \ NOTARO VENETO \ AI Ser.'" Principc di Venetia. |] u. stcNOE | M 

COLO QA POSTE || fRHJCtPE SAPIESTISS. \\ IN VENETIA UQLXXItL Q PreSJO tl HlO " 

In S." di 8 cjtte, niuni dclle quali t nuraerata. 

Nelle linee i — ; della quinta pagina di quest'opiucolo i\ lcgge; 
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€ol6 non hanno avuto alcun felice risultamento. Quindi le sole no- 
tizie che ci rimangono intorno alla vita ed alla famiglia di questo 
sommo geometra, sono quelle che si hanno dal dialogo citato di so- 
pra, e dal testamento riportato piil oltre. 

B. BONCOMPAGNI. 



Nelle pagine 3*— 4* di quest' opuscolo trovasi una lettera dedicatoria, che nella 
prima di queste due pagine k intitolata cc al serenissimo || principe \ di venetia, || 
» II Signor Nicol6 da Ponte, || Principe Sapientissimo », e nella seconda (lin. 14—17) 
ha le seguenti data e firma: 

« Di Vtnttia^ U i8 di Gtnnaro, MDLXX=XII. Di V, SfrJ^ f I/umiiistima Ssrua, ^^ 
■ BentdtUit Notaro Venfto» » 

Un esemplare di quest' opuscolo trovasi nelle carte 2»— 9» d'un volume miscel- 
laneo ora posseduto dalla Biblioteca Alessandrina di Roma, contrassegnato ccY» 
n. 4 5 », e composto di 3 opuscoli. 



TESTAMENTI ORIGINALI ROGATl DA ROCCO BENEDETTl N.- 

{neirArchivio Nourile di Vene^ia. Vcirina, 11 Sc amp wtimento, n.' 6). 

1 In Dei seterni nomine amen. Anno ab iiicarnatione Domini no»tli 
»Jc5U Christi miUesimo, quingentesimo, quinquagesinio septimo 

• Indictione prima, Die uer6 Veneris decimo mensis Decembru. 

• Venetijs. In domo liabitationis inrras(crip)ti Testatoria posita in 

> confinio Sanctt Syluestri in CaDi Stuciont. Consideraodo 

• io Nicolo Tartaia Doltor di Matheraatice fil de M(es!s{cr) Mi- 

• chicl da Brcssa non esser cosa piii cerla dclla morte, nd 

> piil incerta dellMiora di quella, Et ritrouandomi hora ih 

• letto aggrauato da molto male h6 deliberato ordinar fl 

> fatti miei. Et percio hd fatto uenir da me Rocho dH 

> Benedetti .q .d. Antonio Nodaro publico di Venetia prega^| 
1 dolo uogh alla presentia di testimonij infrascritti scriue^| 

> l'ultiino mio testamento, eC quello dopo la morte mifl 

• rileiii in pubblica forma secondo 1' uso di Vencti^B 

> In prima adunq(ue) racomando Tanima mta alI'altisstmo Di(S 

> et supplico sua Maest^ con tiitto '1 core k pcrdouamS 

> tutti i niiei peccati, et accogliermi nella sua gntti^l 

> II corpo niio uoglio sia sepulto in la chiesa di Sati Siluesti^H 

> co '1 Capitolo. Lasso a Chatarina mia sorella sta a Bressa l^| 

> moglic dc S(cr) D(omc)nego da Aurera tutti li libri, che hfl 

> del mio nelie man Marc' Antonio Coffo librer in Brcssa su ^M 

> corso dclla marcantia, i quali sono di ualor di cento, e ottaot^| 

> ducati Con questo ch'io uoglio,ch(e} sia in libertft didettoMarefl 

• Ant.° in termine di doi anni dar i danari di detti libri k Oett^| 

• mia sorella con auantaggto di ducati quaranta pcr ceatdH 

> rispetto al pretio di Venetia, altramcnte non uolendo accettafl 

> il partito a questo modo uoglio, che siano uenduti al public^| 
1 incanto, et dato il tratto ad essa mia sorella fatti per^fl 
■ tre incanti sopra. lo mi attrouo libri dcl mio gencral trattaufl 
I de numeri, et misure f,, et di mei Quesiti, et inuention diuera^l 

> circa quatrocento parte nel mio magazen da basso, ct parte In unfl 
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T> mia camera, Item mi attrouo circa.6o.opere della trauagliata inuen- 
tione, et ragionamenti qui in casa, Item libri de diuerse sorte 
per mio studiare, per la ualuta di cento ducati in circa. Lasso 
di questi mei libri a Zuampiero Fontana mio fratello legitimo car- 
nal per il ualor de ducati tresento ai pretio di Venetia. Item 
mi attrouo circa quaranta libri di nuoua sciencia. Lasso 
a M(es)s(er) Troian Nau6 librer air insegna del Lion in Marzaria 
al Ponte di Beretari, tutti i sopradetti Quesiti, et inuentio(n) 
diuerse, et le trauagliate inuention , et ragionamenti 
et quei di nuoua sciencia, et tutti i sopradetti libri 
del mio studiare con questo ch(e)l sia obligato dar quindeci 
ducati a Lucia mia massara al presente parte per sua 
seruitu, et parte perche li dono. lo mi attrouo circa 
uinti ducati de contadi, et annelli, et argento p(er) la ualuta 
de diece ducati, et altri beni mobeli di casa, et deuo 
hauer da altri, tutto lasso al sop.**" M(esser) Zampiero fontana 
mio fratello. lo deuo hauer da Giordan librer air insegna 
della stella circa cento lire de picoli p(er) conto de libri 
a lui dati, come appar p(er) un scritto tempo alli .ii. del 
presente mese. lo mi attrouo una balla de libri de paris 
de diuerse sorte di ualor al pretio di parigi de dusento 
e uinti do lire . senza la condutta, quali io sto p(er) uendere. 
In tutti i altri mei beni mobeli, stabili, p(rese)Qti, e futuri. 
caduchi, inordinati, et p(er) n(on) scritti ragion, et attion, 
ch(e) p(er) qualunq(ue) uia, et modo mi aspettano, 6 aspettar 
potessero lasso mio herede uniuersal, et residuario 
il sopradetto M(es)s(er) Zampiero Fontana mio fratello. Mio 
commissario, et executor di questo mio ultimo testa- 
mento lasso il soprascritto M(esser) Troian Nau6 librer, 
Dechiarando, ch'io uoglio, ch(e)I detto M(esser) Troian habbi 
liberamente tutte le sopradette opere, ch'io li lasso 
con detto grauame di quindese ducati. Pra(e)terea 
dicto meo commissario etc. 

hio armenio corte intagliator fiol d(e) Messer Gasparo i(n)zegnier 
fui testimonio pregado et iurado — 

lo fra(n)cesco d(e)Ii patriani librero sul ponte d(e) rialto ala 
insegna d(e)lercoIe fo d(e) m.* bastian barbiero da lendenara 
fui testimonio pregato e iurato. 
» Ego Rochus de Benedictis q. d. Ant*^ pub'** imp(er)" et Venetiar(um) 
> auct.« Not." premissa rogatus mea manu scripsi. i 
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• MDLvii. Die Veneris 
> Deciraom(ensi)s.Xbris. 
» Testamentum, D. Nicolai 
» Tarlalea Doctoris Ma,, 
» thematicar. q. d. Mi,, 
» chaelis de Brrxia, de 
» quo rogatus fui ego 
» Rochus de Benedictis 
1 .q.d. Antonij pub.""" . 
» Venetiar(um) auct." Not.* 
• sub die sup" 

) obijt. Die Luna? hora 
» scptima Noctis .xiij. 
> Xbris sup." > 



II. 

COPIA. AUTENTICA 

DFX TESTAMENTO DI NICOLO' TARTAGLIA. 

(Archivio Notarile di Veneiia, Filia . 168. VII .. 

ProiocoUo di Roceo Bcncdclli, car. z, vtrsoy lin. a^— 34, car. j, re(\e c t 

« In Dei seterni nomine amen. Anno ab incarnalionc. Domiai 

» nostri Jesu Christi millesimo, quingentesimo, quinquagesimo 

» septtmo. Indictione prima. Die uer6 Veneris decimo mcnstsDe- 

» cembris.Venetijs. Indomohabit(ationi)sinfras(crip)tiTestatoris 

> posita in confinto S." Syluestri in calli Sturioni. Consideraodo 

> io NicoI6 ') Tartaia Dottor di Mathcmatice fu del M. Michel 
» da Bressa non esser cosa piu ccrta della morle, ne pHi 

> incerta dcU' hora di quella, et ritrouandomi hora in letto 
» aggrauato da molto male ho '] deliberato ordinar i fatti 
» miei, e, ') percio ho fatto ucnir da me Rocco *) di Benedetti 
» q. d. Antonio Nodaro publico di Venetia pregandolo 
» uogli alla prcsentia di tcstimonij infras(crit)ti scriuer I* ulti- 

* mo mio testamento, et quello dopo la morte mia rileiri 
» in publica forma secondo Tuso di Vcnetia. In prima adunq(iie]. 

> racomando Tanima mia airaltissimo Dio, et supplico su2 
» Maesta ') con tutto 'I core a perdonarmi tutti i miei pecati *), 

* etaccoghermi nella sua gratia. II mio corpo") uogliosia scpol- 

> to ') in la chiesa di S. Siluestro co'I capitolo. lasso a Catharina 

* raia sorella sta ?) k Bressa fu '° moglie dc s(er} Domenego d' 

') Nieolo — i;, h6 — =) miei. Et — ') Rodio — ') Macsti — ') pec«ti - 
'J corpo mio — ') sepulto — °) sti — '"I fii. 



Intotm 



")D(c 






» Aurera ") tutd i libri, che ha del tnio nelle tnan Marc' Ant," 

> CoRo librer in Bressa su '1 corso delia mercancia "}, i quali 

• sono di ualor di cento, e ottanta ducati con questo ch'io 
» uoglio sia '') in liberta di detto. Marc' Ant.° in termine di 

> doi " danari de detti libri a detta mia sorella co(n) auantaggio 

> de '<) ducati quaranta per cento riapetto al pretio di Venetia, 
1 altramente non «olendo accettar il partido ">) a questo modo 
1 uoglio, che siano uenduti al publico incanto, c "■) dato il 
» tratto ad essa mia sorella fatti per6 trc incanti sopra. Ilcm '') 

> mi attrouo hbri del raio general trattato de numeri, et 

• misure p.^ 2.'^ 3." et ,4.' parte, e di mici quesiti ■'), ct inuen- 

> tion diuerse circa quatro cento parte nel mio magazen 

• da basso, c '') parte in una mia camera, Item mi attrouo 

> circa .60. opere della trauagliata inuentione, et ra- 
3 gionamcnti qui in casa. Item libri de diuerse sorte 

■ per mio studiare per la ualuta di cento ducati in circa. 
) Lassodiquesti miei libri aZuan Piero '°) Fontana mio fratello 
» legitimo carnal per il ualor de ducati tresento al pretio 

> di Venetia. Item mi attrouo circa quaranta libri di nuoua 
iscientia"). Lasso a M. Troian Nau6 librer aU'insegna dct 
» lion in Marzaria al Ponte di Berettari ") tutti i sopraditti que- 

■ siti '*), et inuention diuerse, e **)_lc trauagliate inuention, e 's) 
» ragionamenti, etquei di nuoua scientia, e ") tutti i sopraditti '7) 

» libri del mio studiare con questo che '1'") sia obligato dar « 
1 quindeci ducati i Lucia mia massera '') al presentc parte 

> per sua seruitii e '") parte perche li dono. lo mi attrouo circa 

> uioti ducati de contadi, et anclU )'), et argento per la ualuta 

• de diece ducatt, ct altri bem mobeli di casa, e >') deuo 

> haucr da altri tutto lasso al sop." M. Zan Piero Fontana "J 

> mio fratcllo. lo deuo hauer da Glordan Hbrer all' insegna 
» dclla stclla circa cento libre ") dc picoli per conto de libri 
» \ lui dati, come appar per uii scritto tetnpo alli .ii, del 

> presentc mese. lo mi attrouo una balla de libri de Faris ><} 

• diuerse sorte di ualor al pretio di Parigi de ducento, '•) 

> e uinti do Ure scnza la condutta, quali io sto per uendere 

• In tutti i altri mei beni mobeli, stabeli, presenti, e i^) futuri, 

> caduchi, inordinati, et pro non scritti, ragion, et attion, 

>ii)e)nego da Aureri— ")nurcamia — ")uoglio.ch(c)iia — ") di — ") piriiio 
ci — "J lo — '•_! Et Ji mici Q.ucsiti — '") ct — •°) Zuampiero — *') scien- 

■ ") Bcrctari — ") sopradeiti Qucsiii — ") et — ") et — ■") jcieocta, ci 
soprnlciii — '■^ diCe)! - "J massar» — ") scruUii, ct - ") annell! — »») « 
Zamplero foniana — •*,! lire — ") paris — ") parlgl dc duscnio — " et. 
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che per qualunq(ue) uia, e ^^) modo mi aspettano, 6 aspettar 
potessero lasso mio heriede 39) uniuersal, et residuario 
il sopraditto M. Zuan Piero^o) Fontana mio fratello. Mio 
commissario, et executor di questo mio ultimo testamento 
lasso il sop.** M. Troian Nau6 librer. Dechiarando, 
ch'io uoglio, ch '1 ^i) detto M. Troian habbi liberamente 
tutte le sopraditte **) opere, chMo li lasso con detto grauame 
di quindese ducati. Pr(a)eterea dicto meo Commissario ♦'), 
et haeredi cum conditionib(us) *sup.*^do, tribuo,atq(ue) concedo 
omnimodam facultatem hanc meam haereditatem, commissa- 
riam, et bona intromittendi , regendi, administrandi , et 
consequendi, et omnia alia faciendi, et procurandi 
pro consequendis, et obtinendis omnibus meis bonis, 
quae ipse facere possem in iud.® et extra si- uiuerem, et 
adessem, ac omnia necessaria, et opp."* sine aliqua con- 
tradictione, et exceptione. 

9 Subscriptione testium 
loArmenioCorte^*) intagliator fiol de M. Gasparo Inzegnier ^J) 
fui testimonio pregado, et ^) iurado. 
lo Franc.** ^?) deli Patriani *^) librero sul ponte de Rialto airinsegna 

> del Ercule fu de M.*^** Bastian^^) barbiero de lendenara fui testimonio 

> pregato, e iurato J°). Obijt die lun^a^ehora/."* noctis. xiij. Xbris sup." 

t Ego Rochus deBenedictis. q. d. Ant.'^ pub""imp(er)" et Vene- 
(Z. S,) > tiar(um) auct.^Not." ^*) mortuo sup.** testatore mea manu 

> compleui, et roboraui signo, no(m)i(ne)e. atq(ue) cogno(m)i(n)e 

> meis, appositis consuetis. > 

— ") ct — 3») hcrede — *<>) sopradetto M. Zampiero — *0 ch(e)l — <*) sopradctte 
**) commissario etc. , mancando tutto cid che seguc fino alla parola : tcstium. — **) Hio 
armenio corte — **) gasparo i(n)zegnier — ^®) pregado et — ^^) fra(n)cescho — **) pa- 
triani — *•) rialto ala inscgna d(e)Iercole fo d(e) m.^bastian — ^^) pregato e iurato» 
mancando: Obijt die luna(e) hora y."»» noctis. xiij. Xbrissup." — **) premissa roga* 
tus mea manu scripsi, invect dtl hrano : mortuo... consuctis. 
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ELENCO DEI DOCUMENTI PREGEVOLI 

ESPOSTI NELLA DESCRITTA VETRINA. 

Collezionc ||di alcuni documenti pregievoli |1 custoditi neirArchivio Notarilc 

di Venezia. 



I Scompartimento. 

Sala Giacomo Test.<» 121 1. Inedito. 
nti Visconte fu Marco Test.° 1639. Id. 
: Luigia Dogarcssa Test.° 1834 Edito. 
i Vcttore. Testam.** 1380. Edito. 
nti Carlo fii Bcmab6 Id. 1399. Inedito. 
csta Novello Id. 1464. Id. 
er Caterina Id. o. 1508. Id. 
anni 111 Re di Svezia Lettera 1583 Id. 
svich Luncbiurg dichiarazione auto- 
fa 1583. Incdito. 
partc Vcndita 1797. Inedito. 
t Lctizia Nuzialc 1823. Id. 

II. Scompartimento. 

mzio Aldo Pio Test.'' Olo. 1506. Ined. 
to Marino Idcm 1533. Edito. 
ino Gio. Giorgio. Idcm 1549? 
an Alvisc Idcm 1552. Inedito. 
lc Cassandra Tcst.« 1556. Idem. 
jsio Gio. Batt.» Test.'* 01. 1557 idem. 
ma (Tartaia) Nicol6 Tcst.° 1557 idcm. 
:o Vcronica Idcm 1564? 
i Angeli Stcfano T.° 0.° 1669. Incdito. 
Apostolo Idcm 1747^ 



III. Scompart.** 

Tedaldo Angelo Test.** 1324. Inedito. 
Bellino Gentile Test.° 1506. Inedito. 
Palma Giacomo Test.° 1528 Idem. 
Palma Giacomo Inventario 1529 (?) 
Catena Vincenzo. Test.° 01. 1530? 
Paris Bordone Test.° 1563. Edito. 
Robusti I Tintoretto) Giacomo Test.° 1 594 Id. 
Caliari Benedetto Test.° 01. 1598 idem. 
Palma Giacomo Idcm 1628, idem. 
Ridolfi Carlo Idem 1657 idem. • 
Carriera Rosalba Test.° 1576 idem. 



IV. 



De Serlis Sebastiano Test.° 1528 Inedito. 
Tatti(Sansovino)GiacomoTest.^ 01. i568edito 
Scamozzi Vincenzo Idem 1602 idcm. 
Temanza Tommaso Tcst.** 1701 Inedito. 
Lombardo Tullio Idem. 1532 idem* 
Vittoria Alessandro Test» 01.** 1608 cdito 
Vitalba Longo Paolo Tcst.** 1534 Inedito. 
Di Bernardi Gio. Idcm 1543 idcm. 
Albcrghetti Sigismondo Idem 1543 idem. 
Alberghetti Emilio Idem 1566 idem. 
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V. 




Firme 


di Dogi 


• 


Bolle Papali. 


• 


Michele Vitale II. 


1161. 




Paolo II. 


1465. 


Malipiero Orio 


1180. 




Innocenzo VIII. 


1487. 


Falier Marino 


1350. 




Leone X. 


1517. 


Steno Michelc 


2410. 




Paolo IV. 


1555. 


Foscari Francesco 


1453. 




Sisto V. 


1585. 








Cleraente VIII. 


1592. 








Paolo V. 


1616. 


SigiUi 


di Dogi 




Lettere autografe 

Cardinale d' Urbino. 
Cardinale Amulio (da Mula). 




Moro Cristoforo 
Barbarigo Agostino 
Loredan Leonardo 




• 1467. 
1496. 

i52a 


Sigilli di Papi. 
Leone X. 
Pio IV. 
Paolo IV. 
Alessandro VI. 




Grimani Antonio 
Griti Andrca 
Lando Pictro 
Donato Francesco 
Priuli Girolamo 
Mocenigo Alvisc 




1522. 

1530- 
1542. 
1552. 
1560. 
157^ 


VI Scompart.® 




Da Ponte Nicol6 
Grimani Marino 


^ 


X5&2. 

1600. 


Divisione Badoer 1038 28 Aprile 


atti 


Donato Leonardo 




1610. 


Capuano notaro 




Pisani Alvise 




1738. 


Protocollo bambagino di Testamenti dal 


Loredan Francesco 




17J3- 


1275 a 1293 del Notaro Flaba- 




Renier Paolo 




1781. 


• nico Giovanni 




Manin Lodovico 


• 


1796. 



SOPRA 

UNA CERTA SUPERFICIE DI QUART'ORDBSfE, 

MEMORIA 

Dl 

LUIGI CREMONA 

DireHore della R. Scuola d'applicaii»ne per gV ingegneri a Roma. 



I. Due fasci projettivi di superficie di 2." grado 

generano, com'^ noto, la superiicie di 4.° ordine 

(2) S.S.-S.Sj-o 

la quale pu6 anche essere generata mediante i due fasci projettivi 

(3) 5. + 1* S, = o 

^a + i* 5^ = o- 

Ne segue che suUa superficic (2) sono tracciate due serie (sem- 
plicemente infinite) di curve generatrici, le quali, in generale, sono 
di 4.° ordine e i.* specie. Una generatrice qualunque della prima 
serie h rappresentata dalle equazioni (i), una qualunque della seconda 
dalle (3). 

2. Suppongasi ora che tutte le superficie di 2.^ grado 5 ab- 
biano un punto comune O ed in esso siano toccate da uno stesso 
piano X = 0. Ossia, indicate con x, y, :(, w le coordinate omogenee 
di un punto nello spazio, e supposto che le prime tre siano nulle per 
O, si ponga 

dove k h una costante e AT & un polinomio omogeneo di 2.^ grado 
in X, y, ;(. 
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Allora la (2) diviene 

[\ \ — K ^,) w' *' + {K K, + k,K,- K K, — *, a;) w X 

equazione che scriveremo brevemente cosi: 

(4) f = o 

« 

€ che rappresenta una superficie di 4.° ordine, avente O per punto 
doppio uniplanare e tale che ivi la superficie tocca s^ medesima: 
ossia, ogni piano condotto per O sega la superficie jsecondo una 
curva che in O ha due punti doppi infinitamente vicini. II piano tan- 
gente singolare x = o taglia la superficie secondo quattro rette in- 
crociate in O: onde O assorbe quattro intersezioni della superficie 
con qualunque linea passante semplicemente per O ed ivi toccante 
il suddetto piano x = 0, 

3. In generale, una superficie di 4.^ ordine dotata di questa . 
singolarita in O ha per equazione 

(5) h zu^ x^ -{-uiux -{-v = 

dove h h una costante ed w, v sono polinomi omogenei in x,^', :^, 
risp, del grado 2, 4. 

L'equazione (5) pu6 essere ridotta, e in infinite maniere, alla 
forma (4). Infatti: si considerino le equazioni 

u = Oy V = o 

come rappresentanti una conica ed una curva di 4.° ordine, poste in 
uno stesso piano. Presi ad arbitrio in t; = o i punti 1 2 34 5 6 7, 
descrivansi le coniche 

K^=o per 12 3 45 
K^ = o ptr 12 3 4 6 

le quali seghino inoltre ^ = risp. in p^qjr^^ p^q^r^. Poi descri- 
vansi le coniche 

K^ = o per 5p^q^r[7 

K, = o per 6p,q,r^7 

le quali, com' ^ notissimo, si segheranno in altri tre punti pqr della 
curva V =0. Epper6 questa curva sark generabile mediante i fasci 
projettivi di coniche 

K^+lK,=o, K+lK, = o, 
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ossia, V e riducibile alla fortna K^K^ — K^K^t e ci6 in 7"* maniere 
diverse. 

Ora, le quattro coniche K determinano un sistema triplamente 
infinito di coniche, rappresentate, in generale, dall* equazione 

k^ K^ — k^ K — k, K^ + k^K^ = o 

ove le k sono parametri arbitrari. Dunque, in (7 + 3 — 5)* = 5* 
maniere diverse si possono ridurre simultaneamente una data quar- 
tica x; = o ed una data conica u = alle forme 

k^K, -kyK,- K K, + K K, = o. 

donde consegue ci6 che si e asserito per Tequazione (5). 

4. Indicando ora con F la superficie (5) di 4.® ordine, dotata 
del punto singolare O (e del resto priva d'altri punti multipli e di 
linee multiple), essa pu6 essere generata mediante due fasci projet- 
tivi di superficie di 2."* grado, tutte toccantisi fra loro nel punto co- 
mune O. Da queste superficie nascono, per F, due serie di genera- 
trici, che sono curve gobbe di 4.** ordine, tutte aventi un punto doppio 
in O (e le tangenti nel piano x = 0). Due generatrici di serie diverse 
giaciono in una stessa superficie di 2.° grado e s'incontrano in 
quattro punti (diversi da O). Invece due generatrici della stessa 
serie non hanno punti comuni, oltre ad O. 

Poich^ la superficie F possiede una serie (semplicemente infi- 
nita) di curve razionali, situate ad una ad una sulle superficie di un 
fascio, ne segue a dirittura, per un teorema di NOETHER, che F e 
rappresentabile, punto per punto, su di un piano. 

5. Dati due fasci projettivi di superficie di 2,^ grado 

(K +'>^k^)wx + K^ + 'kK^ = o 
{k^ + 'kk^)wx + K^ + 7.^^ = 

che tutte si toccano in un punto comune x = y = ;( = o, i coni (di 
2.* grado) che da questo punto projettano le curve d' intersezione 
delle coppie di superficie corrispondenti formano una serie rappre- 
sentata dalFequazione 

(k, + X k,) (K, + X /^^) - (fc, + \ *,) [K, + X Jf.) = o; 

la quale mostra come la serie contenga, in generale, sei coni spez- 
zantisi in due piani ; ossia, ciascuna serie di curve razionali di 4.^ or- 
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dine, col punto doppio O, esistenti sulla superficie F, comprende 
sei curve composte di due coniche situate in piani distinti. Queste 
due coniche/appartenendo ad una stessa superficie di 2.® grado, s*in- 
contrano in O ed in un altro punto : punto di ulteriore contatto fira 
due superficie corrispondenti de' due fasci projettivi. Siccome poi due 
curve della serie non hanno (oltre ad O) alcun punto comune, cosl 
due coniche appartenenti a coppie diverse non sMncontrano (fuori 
di O). 

Si hanno cosi dodici coniche di F, situate in piani differenti: 
i quali piani segheranno adunque la superficie secondo altre dodici 
coniche, formanti analogamente sei coppie situate in sei superficie 
di 2.^ grado di un fascio. Infatti, se le superficie 

Sx + ^r Sa = O 
S3 -(- >r -S^ = o 

si segano secondo due coniche, per r = i^ 2, 3, 4, 5, 6, indicate con 

P^ = o, Q. = o 

le equazioni dei piani delle due coniche, si avrk IMdentitk 

S, + VS. + (/.(Sa + VS4) = ?r Qr. 

E, scritta requazione (2) della superficie F cosh 

(S, + K Sa) S^ — (S3 + \ S4) Sa = o, 

questa^ in virti^ di queir identita, si mutera nella seguente: 

(Sx +>.S.)(Sa + (/..S4) — S,P. (2r = 0, 

la quale dice che i piani P^ = 0, Qr = o, oltre a dare le due coni- 
che poste nelle superficie di 2.*» grado Si + V Sa = o, Sj + V S4 = O, 
segano F secondo altre due coniche situate nelle due superficie di 
2.° grado 

S2 + [J-r S4 = 0, S, + [fr S^ = o, 

ciascuna delle quali, variando r, dk sei superficio d' uno stesso fascio. 
In altre parole, anche le dodici nuove coniche formano sei 
curve di 4.° ordine (con punto doppio in O) appartenenti ad una stessa 
serie. E siccome due curve di 4.° ordine, appartenenti a serie di- 
verse, s* incontrano sempre in quattro punti (oltre ad O), cosi cia- 
scuna delle prime dodici coniche incontra ciascuna delle altre dodici. 
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6. Dall' esistenza di una conica & giacente su F e passante per 
O si puo subito dedurre un' interessante trasformazione della super- 
ficie di 4.** ordine. 

Le superficie 5 di 2.*' grado che passano per fk e toccano in 
O il piano x — o formano un sistema omaloidico, epper6 sommi- 
nistrano una trasformazione birazionale del dato spazio ^ in un 
altro y^y i cui piani e le cui rette corrispondono ordinatamente alle 
superficie 5 ad alle coniche C toccate in O dal piano x = o e se- 
ganti fk in un secondo punto. * In qual superficie F viene allora a 
trasformarsi la data F? 

Ai punti in cui F' h, incontrata da una retta arbitraria dello 
spazio V' corrispondono i punti di ulteriore intersezione di F con 
una conica C; i quali punti sono in numero di 2.4 — 4 — 1=3, 
perche O assorbe gia 4 intersezioni e vi 6 poi un altro punto co- 
mune a C ed a &. Dunque P h una superficie di 3.** ordine. 

Viceversa, se /^ e jfi' sono una superficie di 3.° ordine ed una 
conica toccate in un punto comune O' da uno stesso piano x' = o, 
e del resto quali si vogliano; trasformando punto per punto lo spazio 
V' nello spazio ^ per modo che ai piani di questo corrispondano 
le superficie di 2.° grado passanti per & e toccanti in O' il piano 
x' = o; la superficie F' si trasformera in una superficie analoga ad 
F. Infatti la nuova superficie 

i,^ h del 4.** ordine, perch^ qualunque conica dello spazio V' 
toccata in O' dal piano jc' = o (e incontrata in un altro punto da jfi') 
avra con F' altri quattro punti comuni ; 

2.* ha in O un punto doppio, perch^ ogni retta per O incon- 
tra P \\\ altri due punti; 

3.* h tagliata dal piano .v = o secondo quattro rette incrociate 
in O, perche la superficie F' contiene quattro punti di fk' (oltre 

ad O'); 

4.** h, segata da un piano arbitrario per O secondo una curva 
(di 4.0 ordine) di genere i, eppcr6 avente in O due punti doppJ 
infinitamente vicini, perch^ un piano condotto arbitrariamente per O' 
sega P secondo una curva (di 3.° ordine) di genere i. 

7. Ci6 stabilito, la nota geometria della superficie generale di 
3.* ordine F' sommipistra immediatamente la geometria della nostra 
superficie F. 



* lo ho %\^ aJopcrata questa trasrormazione in altra occasione: Rendconti 
dciristituto Lombardo 9 marzo 1871. Veggasi anchc: Annali di Matematica {Mi- 
lano, i872\ tom. V dclla serie seconda, pag. 142 e 143. 
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Alle 27 rette di F corrispondono in F altrettante coniche paH 
santi pcr O e seganti & in iin secondo punto; le quali tra loro h 
segano o no, secondoch^ ci6 avviene delle rette di F'. U 

II piano di una qualunque di questc 27 coniche sega F lungS 
una nuova conica: qucste altre 27 coniche (passanti per O nia nofl 
incontranti altrove fi) corrispondono alle coniche che si ottengonM 
in F' mediante i piani condotti per O' e per Ic 27 rctte. M 

II piaiio di & sega F secondo un'altra conica, la quale corrtfl 
sponde al punto O', mentrc & ha per corrispondente Ja curva t4^ 
zionale di 3." ordine, seKione di F col piano tangente in O', V 

Si hanno cosl, in F, $6 coniche tutte passanti per O e situate, 
due a due, in 28 piani. Esse corrispondono alte 27 rette di f , alle 
27 coniche passanti per O', al punto O' ed alla sezione 6ei piano 
tangente in O'. 

S. In generale. la supcrficie /- non conliene a1lre coiiichej 
Infatti, sia <£. una conica iii F (distinta da It), II piano di C coii> 
terrk un' altra conica di F, e se qucsto piano passa per O, Ic dui 
coniche si toccheranno in questo punto, con una taogentc p03ta nefl 
piano X = o. Perci6 lE incontra altrove al piij in due punti mw 
qualunque delle superficie 5. Nc segue che a (£ corrispondera in ^l 
una conica, una retta o un punto, secondoche QL ha con & o, l 
punti d'incontro, oltre ad O. Si hanno cosi le 27 -j- 27 + l <^Q|| 
che gia ottenute. 

Se flt non passa per O, pu6 avere con fi z, i, o punti comunlj 
e quindi incoiitrera una 5 qualunque in 2, 3, 4 punti fuori di Ji. Nel 
primo caso a (£ corrispondcrebbe una conica di F' passante per due 
de'quattro punti ia cui F' e incontrata da SJ \ nel sccondo caso URa._ 
cubica passante pcr O' c ancora per duc punti di &' ; nel terzo unaj 
curva di 4.° ordine, avente un punto doppio in O' e passante pa 
due punli di &'. Ora, queste curve non sono possibili in generaleJ 
ritenuto cio^ che la supcrlicie F' e la conica &' siano soggette allaj 
sola condizione di toccarsi in O'. Infatti, in una supcrficic di 3.° orJ 
dine, i sistemi di coniche, i sistemi di cubiche con un punto dato,a 
e i sistemi di curve di 4." ordine con un dato punto doppio sonoi 
semplicemente infinili: cppcr6 non vi i alcuna di qucste curvc choj 
passi per due punti dati ad arbitrio. 

9. Analogamente, F non ha, in generalc, alcuna retta oltre 1 
quattro gia notate come esistenti nel piano x = o. Infatti, in cani 
della posizione arbitraria di O' su F' e di iS rispetto ad F', qaes 
superficie non ha rette passanti per O' od appoggiate a i', n6 i 
coniche passanti per O' ed appoggiate a &\ 
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10. Ora, dalla nota rappresentazione piana di una superficie 
generale di 3.^ ordine si pu6 subito dedurre quella della superficie 
di 4.** ordine dotata deirunico punto singolare O. Sia F" il piano 
rappresentativo di F' e siano jf, jU, 5, 4, 5, 6 i sei punti fondamen- 
tali della rappresentazione, onde le imagini delle sezioni piane di 
F saranno le curve di 3.** ordine passanti pei punti 12 3 4 3 6. 
Supposto che in questa rappresentazione il punto Jf" del piano F" 
sia 1'imagine del punto M' di F\ e che nella trasformazione qua- 
dratica suesposta (§ 6) al punto M' di F' corrisponda il punto M 
di F, riguarderemo M." come imagine di M, e cosi sara rappresen- 
tata F punto per punto sul piano F". 

Poich^ i punti 12 3 4 5 6 rappresentano sei rette di F' e 
poich^ alle rette di P corrispondono coniche di F, quei punti sa- 
ranno ora imagini di altrettante coniche di F. Un^altra conica di 
questa superficie, e precisamente quella che e in un piano con &, 
avra per imagine il punto O' imagine di O'. Invece di O" scriver6 0. 
£ la conica & sark rappresentata dalla cubica 0^1 2 3 4 5 6^ 
poich^ questa 6 Timagine della sezione fatta in F' dal piano tan- 
gente in O'. 

Le rette che uniscono due a due i sei punti 12 3 4 5 6 e 
le coniche che li uniscono cinque a cinque sono pure imagini di 
rette di F', epper6. rappresenteranno coniche di F. 

Le coniche di F' che passano per O sono rappresentate dalle 
sei rette 01, 02..., dalle quindici coniche 012 3 4, 012 3 5.. ., 
e dalle sei cubiche 01^2 3 45 6, 12^345 6, ...\ queste sa- 
ranno adunque le imagini di altre ventisette coniche di F. Le coni- 
che di F sono percio rappresentate dai sette punti 0123 45 6; 
dalle ventuna rette che li uniscono due a due ; dalle ventuna co- 
niche che li uniscono cinque a cinque; e dalle sette cubiche che 
passano per tutti e sette i punti, avendo un nodo in uno di essi. 

11. Al punto O corrisponde la sezione fatta in F' dal piano 
di &', la qual sezione contiene il punto O' e quattro punti di &'. 
L' imagine di questa sezione sari dunque una cubica 12 3 45 6 
contenente il punto e quattro punti, che dir6 7, 8, 9, 10, ima- 
gini dc* quattro punti di &', E siccome ai punti di &' corri- 
spondono rette dello spazio V^ cosi ne consegue che le quattro 
rette di F sono rappresentate, nel piano F", da quattro punti 
7.8.9.10, Q che gli undki punti 0.1.2.3.4 .5 . 6 .7 . 8 .9 . 10 
sono tutti in una stessa cubica (di genere i), imagine del puntosin- 
golare O. 

12. Cerchiamo ora leimagini delle sezioni pianedi F, alle quali 



- corrispondono le intersezioni di F' colle superiicie S' dt 2» gra 
toccate in O' dal piano x-' = o c passanti per la conica *'. Quest^ 
intersezioai avranno un punto doppio in O' cpasseranno per gli altn 
quattro punti comuni ad F' e &' ; perci6 le loro imagini in F", valcd 
3 dire lc imaginl delle sezioni piane di F, sono curve dt 6.* ordind 

0\ r. S'. ^'. 4'. 5'. G'.7 .8.9.10 

aventi in comune sctte punti doppi . 1. 2... e quattro punti sei 
plici 7 .8.9.10*. 

13. Siccome ai piani per O corrispondono piani perO*. cosi la 
imagini delle sezioni fatte in F con piani passanti pel punto sio* 
golare O sono lc cubiche 19 3 4SG. Ciascuna di queste caA 
bichc c segata da tutte le altre in coppie di punti conjugati. chffl 
sono le imagini delle coppie di punti di /■' allineali con O'. Sc i duo] 
punti conjugati coincidono, si ha Timagine di un punto in cui F i 
toccata da un piano passante per O. 11 luogo de' punti analoghi 
l'intersezione di f" colla 1.* polare di O, la quale si decompotie nd 
piano ,i; = o ed in una superlicie di 2." grado toccata in O d^ 
questo medesimo piano. A questa supcrficie corrisponde in ^' utu 
superficie, pure di 2." grado, clie tocca F' in O ; pcrc!6 rimagiiu 
deirintersezione c una curva di 6." ordine 0" 1' S^ 3' 4* S' G*. \ 
quale, essendo il luogo de'punti doppi delle cubiche 01234SGM 
contiene eziandio le coppie di punti in cui le vcntuna relte 01, 02, . . 
12,..., SG incontrano risp, le coniclte 23456, 1345G,-. 
03450,... 01234. 

14. In generale, una qualunque delle superficie 5 di 2." gradtfl 
tangenti in O al piano ,■>: = o, avendo per corrispondcntc iii \^ uoj 
superficie dello stesso grado tangente ad F' in O', inlerscca F i 
condo una curva di S." ordine (e al piij di genere 3J dotata di 
punto quadruplo in O, che lia per imagine una curva di 6." ordinfl 
O' 1' 2' S' 4' 3' 6'. Viceversa, tutte le curve di 6.° ordine di qucs 
sistema fsei volte infinito) sono imagini di inlcrsezioni di F con si^ 
perficie 5. H facile vedcrc che tra quelle curve di 8." ordine vc ti 
sono infinite che si spezzano in due curvc di 4.° ordine con punU 
doppio in O, e tra queste ve ne sono, in numero finito, chc coa^ 
stano di quattro coniche (incrociantisi in Oj. 



* Cfr. NoETHfcR, nelle Njchriihltn lii Goiting.i, 7 giugno i.*^;!- 
Noetbcr £ ii primo, pur (^u^ntfl io s.ippla, clie abbia f^Ito conosccrc qUMti g 
ficie F \n mm la 5ua Rcncrjlii.l. lo nc .nvva dato prima un caio pmicol 
NaiiricbUn, j maggio 1871. 
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Indichiamo con a uno qualunque de' sette punti 12 34S 6. 
Le rette per un punto a rappresentano curve di 4.** ordine con punto 
doppio in O; e curve affatto analoghe sono rappresentate dalle curve 
di 5.° ordine che passano semplicemente per quel punto a e dop- 
piamente per gli altri sei. E siccome una di quelle rette ed una qua- 
lunque di queste curve di 5.** ordine costituiscono insieme una curva 
di 6.° ordine 0* i* S^ 3* 4^ 5* 6*, cosl le due curve gobbe di 4.° or- 
dine, di cui quelle sono le imagini, giaciono in una stessa superfi- 
cie 5 di 2.® grado; e quel fascio di rette e quel fascio di curve di 
5.® ordine rappresentano due serie di curve generatrici della super- 
ficie F, gi^ da noi considerate altrove ($ 1,4). 

Ciascuno de' punti a dk cosl due serie conjugate di curve gobbe 
di 4.0 ordine con punto doppio in O. Anche le coniche per quattro 
punti a e le curve di 4.° ordine passanti semplicemente per questi 
e doppiamente per gli altri tre rappresentano due analoghe serie 
conjugate di curve gobbe di 4.° ordine. E lo stesso deve dirsi di 
due fasci formati Tuno dalle cubiche passanti per cinque punti a 
ed aventi un nodo nel sesto, Taltro dalle cubiche passanti per quei 
medesimi cinque punti ed aventi un nodo nel settimo. 

Per tal modo si ottengono: 

coppie di serie conjugate di curve gobbe di 4.® ordine con punto 
doppio in O. E poiche ($ 4) due serie conjugate corrispondono ad 
una generazione della superficie mediante due fasci projettivi di su- 
perficie di 2.° grado (tutte toccantisi fra loro in O), cosi possiamo 
dire che F ammette questa generazione in 63 maniere differenti. * 

15. Come gi^ si e veduto ($ 5), una serie di curve gobbe di 
4.® ordine ne contiene sei spezzantisi ciascuna in due coniche (poste in 
piani diversi); ci6 che del resto & immediatamente confermato dalla 
rappresentazione piana F". E siccome due curve gobbe appartenenti 
a serie conjugate sono in una stessa superficie S di 2.<> grado, cosi 
vi sono superficie 5 di 2.* grado che segano F secondo quattro co- 
niche. E queste superficie sono pur conjugate due a due. Infatti, 
se quattro piani segano F secondo quattro coniche situate insieme 
in una superficie di 2.° grado, anche la rimanente intersczione, for- 

* Cfr. Steiner, Higenschaften der Cun'en vierten Graiks rucksicbtlicb ihrer 
Doppcllangenten — e Hesse, Ueher die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung, 
nel Giornalc di Crelle, tom. 49. 
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mata dalle altre quattro coniche poste in que' quattro piani, gia- 
cera in una superficie di 2,^ grado. Quale e il numero di coteste su- 
perficie S seganti F secondo quattro coniche ? 

Le coniche incontrate in un punto^ oltre ad O, da una data 
conica sono (§ 7) in numero di 27: ossia una data conica fa parte 
di 27 diverse curve gobbe di 4.® ordine. 

Per due coniche aventi, oltre ad O, un punto comune, passano 

cinque superficie S ciascuna delle quali contiene altre due coniche» 

Infatti: quelle due coniche, come componenti una curva gobba di 

4.° ordine, appartengono ad una delle 2.63 serie (S 14), e questa 

serie (§ 4) contiene altre 5 paja di coniche, i piani delle quali seghe- 

ranno F secondo altre 5 paja che appartengono alla serie conjugata. 

E siccome due curve gobbe di 4.** ordine appartenenti a due serie con- 

jugate sono sempre situate in una stessa superficie S di 2.® grado^ 

cosl, prendendo ad arbitrio un pajo dal primo gruppo di paja ed 

un pajo dal secondo gruppo, si avranno quattro coniche situate in 

una stessa superficie di 2.° grado. 

27 . 5 
Da ci6 segue che per una data conica di F passano -^— — = 45 

superficie S di 2.** grado, ciascuna delle quali sega F secondo tre 
altre coniche. II che si pu6 anche dedurre dal notissimo teorema 
che la superficie generale F' ha 45 piani tritangenti: ai quali piani 
corrispondono superficie di 2J^ grado passanti per jfi e seganti F \n 
altre tre coniche. Ora & e una qualunque delle 56 coniche di F; 
dunque, ecc. 

II numero totale delle superficie S contenenti quattro coniche 
di F h adunque 

^^=630, 

conjugate due a due, chiamando, come gia s' 6 detto, conjugate 
due superficie S le cui otto coniche giacciano, due a due, in quattro 
piani. Perci6 possiamo concludere che si hanno 315 coppie di su- 
perficie S conjugate. 

16. La superficie F contiene infinite curve gobbe d'ordine 6 
e genere 3, le quali formano due sistemi triplamente infiniti. Quelle 
di un sistema sono rappresentate sul piano F" (S lo) dalle curve di 
4.0 ordine . 1 . 2 . 3 .4 . 5 . 6 .7 . 8 . 9 , 10; quelle dell' altro dalle 
curve di ii.^^ordine V . 2\ 3\ 4\ 5\ G\7 . 8 . 9 . 10. Le une e le 
altre passano pel punto O. Due curve di diversi sistemi giaciono 
in una stessa superficie di 3.** ordine e si segano in altri dodici punti. 
Due curve di uno stesso sistema hanno invece soltanto cinque punti 
comuni^ oltre ad O. 
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Ciascuno dei due sistemi contiene una rete di curve razionali, 
per le quali O 6 un punto triplo. Le imagini di esse deduconsi 
dalle imagini dianzi riferite, staccando da queste la cubica 

0.1.2 .3.4.5,6.7 ,S. 9. 10 

che rappresenta il punto O: ossia supponendo che le superficie se- 
ganti di 3.** ordine, non solo passino per O, ma ivi tocchino il piano 
X = o. Allora si hanno per imagini delle curve razionali di 6.* or- 
dine, neirun sistema le rette del piano F", nelKaltro le curve di 
8.** ordine 0' 1} 2^ 3^ 4^ 5' 6^. Due curve razionali di uno stesso 
sistema si segano in un solo punto; due curve di sistemi diflferenti 
in otto punti, oltre ad O. 

17. Mediante la trasformazione quadratica (S 6) adoperata sinora 
si potrebbe continuare a dedurre proprietci della superficie F dalla 
nota teoria della superficie generale di 3.** ordine F'. Per ora 10 non 
addurr6 che la costruzione geometrica della rappresentazione piana. 

Per la superficie F\ assunte in essa due rette Oj, a^ che non si 
seghino, i punti di F' si possono projettare su di una superficie di 
2.** grado S' che passi per a^, mediante raggi appoggiati alle diret- 
trici Oj, a^. Con ci6 i punti delle superficie F' ed S' sono messi in 
corrispondenza univoca. 

Passiamo ora ad F\ prendiamo in essa due coniche C,, d^ non 
segantisi aUMnfuori di O, e sia jfi una conica che incontri tanto C, 
quanto C^ in un secondo punto, dopo O *. Sia poi P il piano di C, . 
Per un punto qualunque Jlf di F si pu6 condurre una (ed una 
sola) conica jQ la quale passi per O, ivi tocchi x = o ed altrove 
incontri ancora le tre coniche A, C,,C,. Infatti: la conica jQ sara 
r ulteriore intersezione di due superficie di 2.^ grado passanti per 
fk e per Jlf, toccanti in O il piano x = e condotte Tuna per 
<ff,, Taltra per C,. La conica jQ incontra il piano P in un unico 
punto M^ , poich^ gik lo attraversa in O. Viceversa, assunto ad arbi- 
trio un punto M^ in P, costruendo la conica (unica) S^ che tocca 
,r = o in O, passa per JT, e incontra fi, C,, C^, si otterrebbe univo- 
camente il punto M nelPunica intersezione di S^ con F (unica, per- 
chc gici quattro intersezioni sono riunite in O e altre tre cadono 
risp. in jR, (1^, CJ. 



• Per esempio, siano C, , C^ le conichc rappresentate in F ' dai punti 1, 2, 
sia H la conica avente per imaginc la retta 12. 
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Per tal modo sono riferite fra loro, punto per punto, merce una 
projezione nella quale i raggi projettanti sono coniche, la superficie 
di 4.® ordine F e il piano P. Da questa rappresentazione piana di F 
si deduce poi, con note trasformazioni, la rappresentazione d'ordine 
minimo: quella cio^ nella quale le imagini delle sezioni piane di F 
sono curve di 6.® ordine con 7 punti fondamentali doppi e 4 sem- 
plici. 

Roma, giugno i88r. 






